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Particularités de l'ouvrage 


Cette cinquième édition de Calcul intégral a été préparée en fonction des besoins exprimés 
par le milieu collégial. Aïnsi, lors de l’élaboration du présent ouvrage, qui se veut une suite 
de Calcul différentiel, les auteurs ont tenu compte des commentaires et des suggestions d’un 
grand nombre d’utilisatrices et d’utilisateurs. Notamment : 


+ La notion de différentielle est présentée dans le chapitre 1 plutôt que dans le chapitre 2. 
* Des lois sur les probabilités (loi normale, loi exponentielle et loi de Poisson) ont été ajoutées. 


+ Les intégrales résolues à l’aide de substitutions trigonométriques sont présentées de façon 
différente. 


+ Une nouvelle présentation des réseaux de concepts permettra aux étudiants de mieux perce- 
voir les notions essentielles du chapitre. 


L'approche programme se reflète dans toutes les parties du livre. Tout d’abord, dans les 
exemples, où l’on traite de sujets variés, puis dans les exercices, qui touchent plusieurs champs 
d’études du domaine des sciences de la nature et des sciences humaines. 


6 suites et séries 


Plan du chapitre 
Le plan du chapitre permet le repérage des contenus et des 


apprentissages présentés. Afin de faciliter la consultation, les 
numéros de pages des différentes sections sont indiqués. 


L'introduction du chapitre permet de mettre en relation ses 
contenus dans une séquence générale d’apprentissage. De plus, 
la présentation d’un problème type du chapitre précise le genre 
d’habileté à acquérir et son contexte d’utilisation. 


où La divergence de suites ea évalant La Limit 


Ensuite, nous effectuerons La somme infinie des termes de ces suites, 
Qui ous appétit. Mu dé ménaroue À ob de 
férents critères, la convergence ou la divergence de 

Finalement, nous développeroas certaines fonctions en série de 
Taylor et en série de Maclaurin. Ces développements nous per. 
mettent en particulier de calculer des intégrales définies de fonctions 
dont la primitive n'est pas connue. 


Dre En particulier, l'étudiant pourra résoudre le problème suivant. 
Lens Certaines personnes atteintes d'une maladie doivent prendre une 
Frobièmes de synthèse dose quotidienne de 20 mg d'un certain médicament. Si, chaque 


jour, l'organisme élimine 25 % du médicament présent, 

2) déterminer ls quantité de médicament présente dans l'ocga- 
aisme après 10 jours ; 

b) déterminer La quantité maximale de médicament présente dans 

personne qui doit prendre ce médicament le 


d'une 
reste de ses jours. 
Intuition et infini ne font pas bon ménage (Voir les exercices récapiulatifs, #° 28, page 403) 


hein les mathémabciens 


400 av. 1-C) metteet en évidence les difficultés inhéreoses 


Les étodes T'ospace infini et non phusune 
uaiver sphère fie Thomas Dies. À Perf Descniption of the 
À l'infiné foot surface dans La foakée de La rodéconvente re Gb 1918 


mere pair de termes, et La somme 1 d'un nombre impor 


Den Er seems | Perspective historique 
hiel+ its tit : a pas une sounme fiaie À La em qu pu ds rs sd ments . : . : 
Sr pq Une rubrique « Perspective historique » est présentée au début de 
a : CRE 4: 

À Peu Due CLS Es à ee Et chaque chapitre. Elle vise à mettre en évidence les contextes de 


de préoccupations 
1548-1600) le pra de sa vie, œurle bücher l'idée d'ununi … dement da calcul différentiel et intégral, cornet lui aussi 
de a 


Figue  vu conne que un comen dr chat Le ms découverte ou d'utilisation des contenus présentés. Les mathématiques 


deveme partie 
Thoaua d'Aquin (1224-1274. Quelques décennies plus tan. est une fonction continue en x est sui use foection coati- 
Galilée (164-1642) remarque que l'infai a des propriétés me ca x. lntuitivement, ce rémitat semble évident. Mais 


pad A dé die da mb un À Lun Mens Ne a A (190212) sont ainsi considérées dans le cadre d’un cheminement intellectuel 
celle des entiers 1, 2. 3, 4, … Pourtant n't-on pas toujours un exemple, que dans ce cas l'imuition est prise en défaut. 


E pe qu or de Da ds M lan Gr Conte 085 général, en relation avec les autres champs du savoir humain. 
Pres rip 191) après s'être intéressé justement aux scies infinies. 
rmamériques aune valeur finie déterminée découvre que, en réalité, il y » plosieuss infinis. En effet, 
Li dr mate pere le nombre infiai de nombres saturcis est strictement infé- 
176) l'un des fondateurs du calcul diflérensiel et intégral, rieur au ncenbre infini de pounts d'une droite. Mais, chose 
2y pendre ildque1 = 1+ 1141-24, RER ne PR de 
cat, lon li, À ex ls moyenne core la somme 0 d'un étoncee 
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Exercices préliminaires 


{B 
= Zu = 2. 
Exercices préliminaires : 
Les étudiants apprécient pouvoir évaluer leur 
niveau de connaissances préalables avant de 
poursuivre leur apprentissage. ; 
4. 


Soit À une fonction dérivable. 
AC + h) = AG) _ 
h 


6. Calculer l'aire des régions ombrées suivantes. 


Compléter: lim 
1-0 


Évaluer les limites suivantes. 
a) lim (s-2+4) 

pere SES 
A AD 


b) lim 
8 +5 


a) Compléter le théorème de la valeur 
intermédiaire. 
Si f'est une fonction telle que: 


1) fest continue sur [a, b]; 
2) fa) < K < f{b) ou f{a) > K > f{b), 
où KE R, alors 


b) Compléter le théorème de Lagrange. 
Si f'est une fonction telle que: 


1) f'est continue sur [a, b]; 


2) f'est dérivable sur Ja, b[, alors 


c) Compléter le corollaire 2 du théorème 
de Lagrange. 
Si f'et g sont deux fonctions telles que: 
1) f'et g sont continues sur [a, b]; 
2) f(x) = g'Q), Vxe Ja, b[, alors ___ 


Déterminer l'équation de la parabole qui passe 
par les points P(0, 7), Q(I, 6) et R(-2, 21). 


5.4 Aire de surfaces de révolution 


Objectifs d'apprentissage 


Objectifs d'apprentissage + 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra calculer l’aire d’une surface 
de révolution engendrée par la rotation d’une courbe autour d’un axe. 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 
+ de démontrer une formule permettant de calculer l’aire d’une 
surface de révolution ; 
+ d'utiliser la formule précédente: 
+ de calculer l’aire d’une surface de révolution engendrée par 
la rotation d’une courbe définie à l’aide d'équations 
paramétriques. 


S= [ere VI +(f'@Y di 


notions qu'ils auront à maîtriser. 


que les étudiants devront acquérir. 


Les objectifs d'apprentissage constituent un 
autre moyen, pour les étudiants, d’entrevoir les 


Ils établissent de façon claire et précise, pour 
chaque section, les habiletés et les connaissances 


iisation péd - el 


La couleur est utilisée de façon pédagogique 
pour mettre en relief les aspects importants 

de la matière et guider les étudiants dans leur 
cheminement. Les théorèmes, définitions 

et formules clés sont présentés sous forme 
d’encadrés. Dans le même esprit, certains 
passages du texte sont en couleur afin de sou- 
ligner une notion particulière. Les graphiques et 
les illustrations, qui accompagnent plusieurs 
exemples, ajoutent à la clarté de la présentation. 
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DÉFINITION 2.2 Nous appelons intégrale indéfinie de la fonction f(x), notée [re dx, toute 


expression de la forme F(x) + C, où F(x) est une primitive de f(9 et C € IR. Ain 
fro dx = F(x) + C, si F'(x) = f(x) 


Le symbole J est appelé signe d'intégration. 


La constante C s'appelle constante d'intégration. 


La fonction f(x) est appelée intégrande. 


Le x de la différentielle dx nous indique que x est la variable d'intégration. 


Jr as F(9 + C Ainsi, J fa) dx = Fx) + 


| | l 


Intégrande Variable d'intégration  Primitive Constante d'intégration 
Remarque Nous pouvons également écrire : 


fre dx = f(x) + C féa = few dt=Q0+cC 
d 


BUS Identifions l’intégrande, la variable d'intégration, la primitive et la 
constante d'intégration dans les intégrales indéfinies suivantes. 


fara=e+c ve dx = » + CC er} =3 


Intégrande Variable d'intégration Primitive Constante d'intégration 
€ (car (tan 0) = sec? 0) 


J sec 9 dB = tan 9 + C J sec 4 do = 


C (si F0 = f(0) 
A 


with(Student{Calculus1}): 
VolumeOfRevolution(cos (x), D 
x = 0.7, distancefrom 


axis = 2, output = plot); 


Exemple 3 


X = 77, autour de y = 2. 


Représentation de la région, 
de l’axe de rotation et d’un 
élément de surface de la région : 


Calculons le volume V du solide de révolution engendré par la 
rotation de la région délimitée par y = cos x, y = 2,x = 0et 


: 2) Représentation du solide de révolution 


engendré ainsi que d’un disque 


Exemples 


Toujours aussi présents, les exemples 
préparent les étudiants à voler de leurs 
propres ailes lorsqu'ils auront à faire 

les séries d’exercices. Afin de permettre 
une transition vers l’utilisation d’outils 
technologiques, le logiciel Maple est utilisé 
dans la résolution de certains exemples. 


y = cos x y = cos x 
V,=mREAx 
= ñ[2 — y} AX (car =2-y) 
3) Calcul du volume V 
n 
V= lim Ÿ 702 - y} Ax (xe [0, xl) 
{max Ax)0 1 £ ‘ 
# 
= Î m[2 — yP dx (définition de l'intégrale définie) 
( 
= 
= | [2 — cos x}° dx (= cos x) 
o 
# 
= r| (4 — 4 cos x + cos? x) dx 
( 
1 + cos 2x | 


| (a — 4 cos x + Lise) dx [cos = = 
o 


IL Y A ENVIRON 250 ANS. 


La légende raconte qu'un instituteur demanda à ses élèves de calculer la somme des 
nombres de 1 à 100. Carl Friedrich Gauss, alors âgé de 10 ans, se met à la tâche comme 
les autres. Quelques secondes plus tard, il a terminé, et le résultat obtenu est juste. Gauss 
avait remarqué que (1 + 100 = 101), (2 + 99 = 101), (3 + 98 = 101), donc la somme 


a. L d devait être 50(101), soit 5050. Gauss est probablement le plus grand mathématicien de tous 
les temps. 
Carl Friedrich Gauss 
(1777-1855) 


Bulles historiques 


Les bulles historiques permettent aux étudiants de faire 
une incursion dans la vie des personnalités qui ont marqué 
leur époque dans le domaine des mathématiques. Parfois, 
ces bulles donnent un complément d’information sur un 
concept présenté dans une section. 


Réseau de concepts 


Formules de dérivation 
Pages 5, 6,7 


Différentielle 


7 Si y = fa), alors dy = 


Théorème de Rolle 
Si f'est une fonction telle que 


Réseau de concepts : 


| 2) fest dérivable sur Ja, b[, 
Avant les exercices récapitulatifs et les Dérivation implicite . a FO =7e} 
problèmes de synthèse, les réseaux de ER 
concepts permettent de schématiser | 
les contenus des chapitres et surtout Dérivation logarithmique Du graphique, 
de les mettre en relation. Aïnsi, ils Page 11 Ay= 
facilitent l’étude et la mémorisation des = 
connaissances. A ——© 
’ ' 
Théorème de Lagrange Théorème de Cauchy 


Si f'est une fonction telle que 
1) fest continue sur [a, b], 
2) fest dérivable sur Ja, BI, 
alors 


1) fest continue sur [a, b], 


Si f'et g sont deux fonctions telles que 
1) fet g sont continues sur [a, b], 
2) fet g sont dérivables sur Ja, bf, 
3) g'@ #0, Vxe Ja, PI, 

alors 


Particularités de l'ouvrage 


E . z it I tif t blè | tt > 


Fidèle à sa réputation d'ouvrage offrant le plus d’exercices, la 


nouvelle édition propose à la fin de chacun des chapitres une 


séquence d’exercices récapitulatifs et de problèmes de synthèse. 


En accord avec l'approche programme qui vise à intégrer les 


acquis de plusieurs disciplines, certains exercices et problèmes 


sont accompagnés d’un pictogramme qui les relie à une discipline 


particulière : 


& Administration 
& LS Chimie 


2 Physique 


a 


C Sciences de la nature 


\ Sciences humaines 


| 
© 


Les exercices qui se réalisent à l’aide du logiciel Maple sont 
indiqués par un pictogramme. 


CHAPITRE 5 


Exercices préliminaires (page 261) 


1. dh=ÿe-T 
2. a) 


3. d= V2) +0, =) 


4. a) C=2rr; A= mr 
b) V= #7h;A = 2arh + 27 


. à) 


«) V= A = 4m 


5h 
à) V= TA = m7 + mr VF 


e) A = mr, + MA, = mr, + rl + mr) + mr 


.a) 0 bise Gc)-æ dj 9 7 
.a)1 b0 0 do 


.a) A= lim Sox, D 4= [rod 


max A1)-0 1 
sec à tan 8 + In | sec 9 + tan 8| 
EE 


[es 
1 2 

b) sat +9} +C 
cos 8 sin 0 + 8 


Dee cf 


2 
ole-les+c 
2 2 


DIE] 


Au 
Q 
œ 
œ 
© 
o 


Exercices 5.1 (page 273) 


1. Les représentations graphiques de c), d), e) et f) sont laissées 
à l'étudiant. 


Al 


d) v=2r | Me” — (-2)] dx = me + 1) w° 


27. En supposant que la température est constante 
œ quelle que soit l'altitude, nous pouvons affirmer 
"que la variation de la pression atmosphérique P en 
fonction de l’altitude 4 est proportionnelle à P. 
Sachant qu’au niveau de la mer (altitude O) la 
pression est de 1 atm, et qu’elle est de 0,56 atm 
à 5 km d'altitude, 


a) déterminer la pression au sommet du mont 
Everest (8850 m). 


b) Si un adulte devient incommodé quand la 
pression est de 0,5 atm, déterminer alors 
l'altitude correspondante. 


28. Soit une ville dont la population en 2010 était de 
2 ( ® 46 000 habitants. Les démographes observent à 
l'aide d’études statistiques que le taux continu de 
natalité est de 4 % par année, le taux continu de 
mortalité, de 1 % par année, et qu'en moyenne 
240 personnes quittent annuellement cette ville. 


a). Trouver la population de cette ville en 2030. 


b) En combien d'années la population de cette 
ville doublera-t-elle ? 


29. Dans un milieu donné, le nombre maximal 
à de bactéries est de 500 000; de plus, le taux de 

Er oissance de CEE popalation Cf proportion 
nel à la différence entre le nombre maximal 
de bactéries et le nombre présent de bactéries. 
Si au début de notre expérience nous comp- 
tions 50 000 bactéries et, 2 heures plus tard, 
80 000 bactéries, 


a) trouver le nombre de bactéries présentes 
après 1 jour. 


b) Après combien de temps la population 
de cette culture sera-t-elle de 450 000 ? 


(0 ©) Représenter graphiquement la courbe 
de Net son asympiote, s'il y a lieu. 


30. Une baignoire d'une capacité de 225 litres 
contient 150 litres d’eau à 55 °C. La tempé- 
rature de la salle de bain étant de 22 °C, 
la température de l’eau diminuera de 10 °C 
en 15 minutes. 


a) Si Marylie ne veut pas entrer dans l'eau 
avant que celle-ci ne soit à 40 °C, combien 
de temps devra-t-elle attendre ? 
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b) Si Marylie parle au téléphone pe: 
30 minutes avant d'entrer dans l'eJ 
i) déterminer la température de 
moment où elle y entrera; 
ii) déterminer le nombre de litres 
55 °C, qu'elle devra ajouter si 
prendre son bain à 40 °C. 


31. En arrivant à 17 h sur les lieux d'un 
les inspecteurs Pierre et Gilles notent| 
température du corps de la victime 
et que celle de la pièce est de 21 °C, 
plus tard, la température de la pièce 
de 21 °C et celle du corps est de 33,5 
D'après la loi de refroidissement de 
nous savons que la température du co 
proportionnellement à la différence 
température du corps et la températui 
biante. Sachant que la température nd 
du corps est de 37 °C, déterminer apf} 
tivement l'heure du décès. 


32. Deux objets, situés dans une même p| 
une température ambiante constante d 
passent respectivement de 90 °C à 60 
de 80 °C à 70 °C en 10 minutes. 


a) Après combien de temps les objet 
à la même température ? 


b) Trouver cette température. 


@ c) Représenter graphiquement, dans 
système d'axes, les courbes rep 
température des objets en fonctio 
sur [0 min, 10min]. 


33. On raconte qu'en 1626 un individu au: 
(-) 24 $ pour l'île de Manhattan. Nous estil 
1990 sa valeur était de 6(10/!) $. 


a) Calculer le taux 
d'intérêt nominal ;, 
capitalisé conti- 
nuellement, cor- 
respondant à cet 
accroissement. 


b) Quelle sera la valeur 
de l'île en 2026 selon 
cette projection ? 


Un corrigé détaillé des exercices des chapitres 

se trouve à la fin du manuel afin de favoriser 
l’autonomie des étudiants. Les réponses aux 
exercices récapitulatifs et aux problèmes de 
synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont 
également fournies à la fin du livre. De plus, les 
enseignantes et enseignants qui utilisent le manuel 
ont accès aux solutions détaillées de ces questions. 


Les étudiants ont accès, sur la plate-forme i+ Interactif, au livre 
numérique, aux solutions aux exercices à réaliser avec le logiciel 
Maple, ainsi qu’à des questions d’histoire. 
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Dérivées et théorèmes 
d'analyse 


ous consacrons le premier chapitre de cet ouvrage à l'étude 

de la dérivée et de la différentielle, car il est essentiel de bien 

posséder ces notions avant d’entreprendre l'étude de l’inté- 
grale. Nous reverrons la définition de la dérivée, les notations utili- 
sées, l'interprétation graphique de la dérivée ainsi que des formules 
de dérivation. Par la suite, nous calculerons des dérivées et des 
différentielles. 


L'étude de quelques théorèmes d’analyse nous permettra d'approfondir 
nos connaissances sur les fonctions continues et dérivables. À l’aide 
de ces théorèmes, nous démontrerons la règle de L'Hospital, un outil 
indispensable pour lever des indéterminations de différents types. 


En particulier, l'étudiant pourra résoudre le problème suivant. 


On ensemence un lac avec des truites. Des écologistes estiment 
que le nombre N de truites en fonction du temps f, en mois, est 
donné par 


3t + 2400e°* 
Heat, 
a) Déterminer le nombre de truites ensemencées. 


Ni = 


b) Selon cette estimation, déterminer théoriquement le nombre 
de truites présentes dans ce lac après une très longue période de 
temps. 


(Voir les problèmes de synthèse, n° 26, page 56) 


PERSPECTIVE 


HISTORIQUE 


Aux origines du calcul intégral: de la mécanique d'Archimède 
aux méthodes du siècle de Descartes 


omment déterminer l’aire d’une figure curviligne 

comme le cercle ? On croit que les Égyptiens, qui 

savaient que l’aire du cercle est égale au produit du 
rayon par la moitié de la circonférence, ont réussi à calculer 
l'aire de cette figure en divisant le cercle en plusieurs sec- 
teurs (pointes de tarte) et en les réarrangeant pour obtenir 
une figure relativement proche d’un rectangle (voir la figure 
ci-dessous). De cette façon, le rayon du cercle correspond à 
la hauteur du rectangle alors que la base de ce dernier est la 
demi-circonférence du cercle. Ce n’est toutefois là qu’une 
justification approximative. 


A 
D 
Q 
Y 


Les Grecs, toujours en quête de vérité, ne peuvent se satis- 
faire de ces calculs approximatifs, d’autant plus que leur uni- 
vers géométrique est beaucoup plus riche. Dans l’Antiquité, 
déterminer l’aire d’une ellipse ou d’un secteur d’une conique 
n’est vraiment pas évident. Archimède (287-212 av. J.-C.) 
est l’un de ceux qui s’intéresse à cette question. Dans son 
ouvrage La méthode relative aux théorèmes mécaniques, 
perdu pendant plus de 2000 ans, mais redécouvert au début 
du xx° siècle, il utilise des expériences de la pensée impli- 
quant des balances et le calcul de centres de gravité pour 
trouver des formules donnant précisément l’aire de secteur 
de coniques. Cette façon de procéder repose sur une strati- 
fication du secteur en une infinité de segments et, bien sûr, 
sur des considérations mécaniques, deux types de déduc- 
tions inacceptables dans une démonstration géométrique, 
pour les Grecs de l’Antiquité. Aussi, Archimède a-t-il dû 
faire une démonstration selon les normes d’alors, démons- 
tration reposant sur une méthode, dite d’exhaustion, qui 
nécessite d’abord de connaître la formule à démontrer, puis 
de montrer que si l’on suppose la formule fausse, cela mène 
à une contradiction. Difficile de faire plus compliqué. 


La recherche de l’aire prend une nouvelle importance au 
Moyen Âge. Nicole Oresme (1320-1382), professeur à 
l’Université de Paris, constate que si l’on trace le graphe de 
la vitesse d’un corps en mouvement, alors la distance par- 
courue par ce corps est précisément l’aire sous la courbe. 
Il s'intéresse aussi aux sommes infinies de nombres 
décroissants qu’il analyse en associant à chaque terme un 
rectangle d’aire égale à ce nombre et en réarrangeant ces 
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rectangles pour former un rectangle. C’est l’une des pre- 
mières études de la sommation finie de séries infinies. 


Galilée (1564-1642), près de À B 
trois siècles plus tard, s’ins- 
pire des travaux d’Oresme. 
Dans son Discours et dé- 
monstrations mathématiques 
concernant deux nouvelles 
sciences (1638), il affirme, 
en se basant sur la figure 
ci-contre, que «le temps 
pendant lequel un espace 
quelconque est franchi par 
un mobile, partant du repos 
avec un mouvement unifor- 
mément accéléré, est égal 
au temps pendant lequel le 
même espace serait franchi 
par le même mobile avec un 
mouvement uniforme, dont 
le degré de vitesse serait la 
moitié du plus grand et dernier degré de vitesse atteint 
au cours du mouvement uniformément accéléré ». 


E D C 


Les segments représentent 
la vitesse à mesure que le 
corps tombe, et l'aire du 
triangle BCE (ou du rec- 
tangle ABCD) représente la 
distance parcourue entre 
le début et la fin de la 
chute du corps. 


Au cours du xvii° siècle, le siècle de René Descartes 
(1596-1650), le calcul de l’aire sous une courbe préoccupe 
plusieurs mathématiciens. Ainsi en est-il de Bonaventura 


Cavalieri (1598-1647), qui remarque que l’aire sous la 
n+1l 


courbe y = x", pour n entier, entre 0 et a, est . Puis 


n+l 

d’autres, comme Evangelista Torricelli (1608-1647) et 
Pierre de Fermat (1601-1665), étendront ce résultat pour 
des valeurs non entières positives de n. Par un tel résul- 
tat, Fermat pressent déjà que le calcul de l’aire sous une 
courbe peut être lié à la détermination de la tangente à 
cette courbe. En effet, na” = ! est la pente de la tangente 
à y = x" en x = a, ce que nous appelons «dérivée ». Le 
mathématicien Isaac Barrow (1630-1677) reconnaît 
qu’il y a effectivement un lien entre le calcul de l’aire 
sous une courbe et le calcul de la pente de la tangente 
à cette courbe. Toutefois, son approche, purement géo- 
métrique, reste trop lourde et peu propice aux calculs. 
Il faut attendre le génie de Gottfried Wilhelm Leibniz 
(1646-1716) et d’Isaac Newton (1642-1727) pour que ce 
lien soit clairement énoncé et véritablement mis à profit 
dans ce que nous appelons maintenant le «calcul diffé- 
rentiel et intégral ». 


Suggestion delecture : « Qui a inventé le calcul intégral ? », 
Les cahiers de Science & Vie, n° 38, avril 1997, 96 p. 


Exercices préliminaires 


1. Compléter les égalités suivantes. . nl) Si tm 
c) lim = Dane 
a) Sin x + COS x = 0 (x) SU 
b) 1 + tan? x = © 1 
? EL D im 7% 

2. Écrire les fonctions suivantes en fonction de X 
sin 6, de cos Ÿ ou en fonction de sin ÿ et de cos 6. 8. Déterminer si les fonctions suivantes sont conti- 
a) tan @ b)cot®# c)sec®  d)csc@ nues ou discontinues sur l’intervalle donné. 

3. Donner, si c’est possible, en degrés et en radians, a) fQ) = ru 
la valeur de l’angle 0 défini par: 

. . 1) sur [-5, 3] ü) sur [3,5] 
a) 0 = Arcsin 0,5 b) 4 = Arcsin 7 
EF ru LES UE EN | 
c) 0 = Arc cos O d) 4 = Arc cos (-0,5) b) go = L ns, 
e) 0 = Arctan2 f) 9 = Arctan(-1) +2 SN  IKEÆe? 

4. Utiliser les propriétés des logarithmes pour i) sur [0, 2] ü) sur [0, 1] ii) sur [1,2] 
compléter les égalités suivantes, où M et N e IR*, | nr 
etae IR*\{1} 9. Soit , g, r et s, quatre fonctions représentées par 

les courbes suivantes. 
a) log M =ke __ b) log 1 = 
c) ne = d) log, MN) = _____ 
e) log, (# Se DAIOLAMIE= —=—_—_ 


g) SiM = N, alors In M = In 


h) Transformer en base e, log, M = 


9. Soit les droites D, et D, de pente respective 
a, et a,. Compléter: 


a) D /D, si 


b) D LD, si 


6. a) Soit g(x) = 3x? — 5x + 1. Déterminer les fonctions 


Déterminer l’équation de : ; 
q a) qui sont continues sur [a, b]; 


1) la sécante S passant par les points 
ACL 8-1) et B(S, g(5)); 


li) la tangente T à la courbe de g qui est 
parallèle à la sécante précédente ; 


b) qui sont dérivables sur ]a, bl ; 


c) dont la dérivée s’annule en au moins une 
valeur c,où c € Ja, bl. 


li) la droite normale N à la courbe de g au 10. Évaluer les limites suivantes. 
point de tangence trouvé en ii). à lim ee b) lim cosx €) lim tanx 
b) Déterminer l’équation de la sécante passant : L #0) 
par les points P(a, f(a)) et Q(b, f(b)), où fest d) cu x e) moe x f) lim cscx 
une fonction continue sur IR. de ne 
g) lim Arctanx h) lim e* 1) lim e* 
7. Évaluer les limites suivantes de façon algébrique. nu “es in 
Se it 3 0 j) lime” k) liiminx 1) limilnx 
a) lim im tee) x=0+ X— +00 
) 1x2 2 + 4 2-1 (x + 1} 


Exercices préliminaires 3 


1.1 Dérivée, dérivation implicite et dérivation logarithmique 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra calculer la dérivée 
de fonctions algébriques, trigonométriques, exponentielles, 
logarithmiques et trigonométriques inverses, calculer la 
dérivée de fonctions implicites et utiliser les logarithmes 
pour calculer certaines dérivées. 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 

- de donner la définition de la fonction dérivée ; 
d'interpréter graphiquement la dérivée d’une fonction 
en un point ; 
d'appliquer différentes formules de dérivation; 


de certaines expressions algébriques. 


= 
= = x'(1 + In x) 
DC 
= jo (etc 10 0 Fe 


de calculer la dérivée première de fonctions définies implicitement ; 

de calculer la pente de la tangente à des courbes définies implicitement; 

de calculer la dérivée seconde de fonctions définies implicitement; 

de calculer la dérivée de fonctions de la forme y = f(x)”, où f(x) > 0; 

d'utiliser certaines propriétés des logarithmes pour faciliter le calcul de la dérivée 


Définition et interprétation graphique de la dérivée 


DÉFINITION 1.1 D'une façon générale, la fonction dérivée f’ d’une fonction f peut être définie 


de la façon suivante : 


fa = tin + 0 


, lorsque la limite existe. 


Les notations suivantes sont utilisées pour désigner la fonction dérivée d’une fonction 


y = fQ: 


dy 


df 


IC 


ä 
a 0 


d 
on UCI 


Tangente à la courbe 
de fau point P(a, fa) y = f(x) au point P(a, f(a)) : 
dont la pente est 
donnée par f”(a) 


Les notations suivantes sont utilisées pour désigner la dérivée d’une fonction 


d 
Lea dx 


dy 


x=a dx 


ral fa), y 


(y) 


a k dx 


df 


d 
bc 


, 
X—a 


P(a, f(a). 
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Graphiquement, f'(a) correspond à la pente de la tangente à la courbe de f au point 


Formules de dérivation 


Nous trouvons dans les tableaux de cette section les principales formules de dériva- 
tion étudiées dans le cours de calcul différentiel. 


Formules de dérivation Type de fonction Équation Dérivée 
Constante y=k,oùkelR y'=0 
Identité y=x y'=1 
Exposant réel y=x',oùrelR =) 


Produit d’une constante 
par une fonction 


Somme ou différence |y=f( +f,9 +...+f@ |y'=f0 +f@+..+foœ 


y = kf(x), où ke IR y'=kf'@) 


Produit y=f@) 8 y" = f"Q) 80) +fQ) 8) 
Émorent _JQ VE F'@) 80) —fO g'X 
8x) 8° @) 
y=g(fQ)) D 0 CAC) 


Dérivation en chaîne RE EE EE EE ET 


y=[fQ), où r ER > =r@r "FC 


SOUERE Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Siy = SVx— 2° + À + 7, alors ! b) Siy = VA — w, alors 
X : 0 
L = () VAE + é(a - “) 
u 


dy _d 1 d D 
—_— + ner Ô) + — TJ 
dx . rod Cet , . 
Le = 3 V4 — w +u—(4 — w)5 (4 — w)' 

= (7) 45 + 36219 +0 3 


9 
= JE VA + -Su* 
ne ee 


5 
2Vx à _ (au) — 5 
7 Van 
_ Aw(3 — 2) 


c) Siu — : = , alors 
4x7 + 3x (4x +1} 
due CERN RE 32) 
dx (4x7 + 3x) 
LL 2ax(x + 3x) — x (28xf + 3) 
a (4x7 + 3x) 
__x(3 — 20x°) 5 60 
(4x? + 3x)? (4x + 1)‘ 
d) Si H(f = [(é* + 35ÿ + #2 [5 alors 
HD SSD PE 30 TE | 
= 8[(* + 35) + PT] [SE + 30 + 30)! + 21] 
= 8[(r* + 35) + 2] [564 + 3048 + 3) + 2r] 


S[(4x + 1)°*]' 


SE-3(4x + 1)74x + 1)] 
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: AS rte 2. ; , 
HOUURPA Soit f(x) — PE. Déterminons l’équation de la tan- 


gente T à la courbe de f au point P(-2, 4) et de la droite 
normale N à cette tangente au point P(-2, 4). 


Équation d’une tangente 


et d’une droite normale Puisque f'(x) = — OU VON ee SD) ES 
Équation de la tangente Équation de la droite normale 
L Soit y = ax + b. y=f(2) _ “1 
Ainsi, y = -3x + b (a = f'(-2) = -3) : x—(2) F2 
En remplaçant x par -2 et y par 4, De + (F2) =-3) 
nous obtenons H+rA À 
4 = -3(-2) + b, donc b = -2 I 14 
d’où T : y = -3x — 2 THOUNE EE LE 
T:y=-3x—-2 9 3 3 
Dérivation Équation Dérivée Équation Dérivée 
des fonctions ft \ 
exponentielles D Of 1 for _ 1e Y 
et logarithmiques Vo DR CU) y = nf 4e f@) 
= qi _ ' 
in CON y'= [a® ln a]f'@ | |? log, f(x), y'= = 
où a € IR*\{1} où a EIR*\{1} fQ) In a 


HOULUEKE Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Si f() = e%-#, alors  b) Si g() = 9°-?, alors 
fl = e-# (3x2 — 4x)! g'( = [9°-5 In 9](5 — 3r)' 
= (6x — 4) e-# = [9-3 In 9J(5É — 3) 
c) Si g(x) = In* (3 — 5x“), alors DS Ice (RICE NP ES "Alors 
g'@) = in (3 — 5xt)][n (3 — 5x*)]' ee el 21 
= [4 In° G — 5x°)] -20x° (=D In OV PES nav rs 
CEE) PU RS 
__-80x In°(3 — 5x‘) (—92nn10 (2+5)In2 
3 — 5x4 
Dérivation Équation Dérivée Équation Dérivée 
des fonctions RE 
dd y = sinf@x) | y = [cos fl PC y = cos fx) | y’ = [-sin f()] f'@) 
y =tanf(x) | y’ = [sec? f(x)] f'(x) y = cotf(x) | y’ = [-csc?f(x)] f'(x) 
DCS Han CAC Bec; Ses) Co CAE) 
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SOUS Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 


a) Si y = sin (e* — cos’ x?) alors : b) Si SO = _ = alors 
oe [cos (e* — cos’ x?)] “2 (e* — cos’ x?) 1 = (anr)isec tan f (sec 15). 
dx dx : fo es 
= A SE *+6 À A pére mPN € 
EE ECC LE : __ sec? f sec f° — tan f [sec f tan f°] 5f 
sec? 
sec  [sec?r — 5r* tan f tan f] 
c) Si y = cot* 0 — csc 0°, alors sec? f 
Dites S 
EU -3 cot? 0 csc? 0 + 30? csc 0° cot 0° 2 Eu 
d0 sec 
Dérivation Équation Dérivée Équation Dérivée 
des fonctions d f" \ d 7 \ 
trigonométriques _ : Ve X 2 Vo J 
| = Arc sin f(x = Arc cos f(x 
Inverses : At ) dx A /1 = [fo ÿ S( ) dx A /1 ee [FO 
dy f'@ dy 2 ME) 
an do om 
dy LME) dy fo 
= Arc sec f(x — * = Arc csc f(x = # 
d 9  fovVyeær-t ||” Or VE 1 
| Exemple 5 | Calculons la dérivée des fonctions suivantes. 
a) Si f(t) = Arcsin (In f), alors b) Si y = Arc tan e”, alors c) Si g(x) = Arc sec VX, alors 
HUE nee : us (vx) 
V1- In? dx 1 + (e*}? 8 (x) E Vx [VX P =] 
ee _ _2e* UE 
VI — Int nec 2 


Dérivation implicite 


Dans les exemples présentés jusqu’à maintenant, la variable dépendante était expri- 
mée en fonction de la variable indépendante, par exemple y — f(x. Chaque équation 
où une des variables est isolée définit une fonction sous forme explicite. 


*_ Tirées du volume de G. Charron et P. Parent, Calcul différentiel, 8° édition, Montréal, Chenelière 
Éducation, 2014, pages 407-410. 
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Forme explicite 


Forme implicite 


Dérivation implicite 


Dérivation en chaîne 


DOUCE Les équations suivantes définissent des fonctions explicites. 


ne 3x4 — 5x 
? x + 


b) u = e' + sin 3f, où u est la variable dépendante et f, la variable indépendante. 


, Où y est la variable dépendante et x, la variable indépendante. 


Par contre, les équations données sous la forme F{x, y) = G(x, y), où aucune des 
variables n’est explicitée en fonction d’une autre variable, sont des équations de 
forme implicite. 


Les équations suivantes sont de forme implicite. 
a) Certaines équations peuvent définir une ou plusieurs fonctions explicites 
en isolant une des variables. 
1) De l’équation de forme implicite xy = 5, nous obtenons la fonction 
explicite y = =. 
ii) De l’équation de forme implicite x? + y? = 4, nous obtenons les fonctions 


explicites y, — VA — xet M=rVan 
b) Dans certains cas, il peut être difficile, voire impossible, d’isoler une variable: 


par exemple x°y + x°y? = 16y'x? — Vxy + 3. 


| d 3 
Il est toutefois possible de calculer 2. sans isoler une des variables, par la méthode 
appelée « dérivation implicite ». 


Les étapes de la dérivation implicite sont données dans le tableau suivant. 


Pour une équation de la forme F{x, y) = G(x, y), où y est dérivable par rapport à x, 


: : 
nous pouvons déterminer = ou y’ en effectuant les étapes suivantes : 


1) Calculer la dérivée, par rapport à x, des deux membres de l’équation 
pourvu que chaque membre soit dérivable : 


d d 
ANS GE») 


à Te D d 
2) Regrouper d’un même côté de l'équation les termes contenant _. 
LE 


: d À 
3) Mettre en évidence le facteur _ et l’isoler. 


Remarque En général, lorsque y est une fonction de x, nous avons: 


d , , _ d(y) dy _ 
a dy dx 


d AU F— ! 
D'TE GER) où G9=ry"y (FER) 
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dy 
HOUUEKSE Calculons = six — 5xy = y + 7. 
X 


Sy) = LG +7) 


d 
Calculer la dérivée, par 1) (x 
rapport à x, des deux dx 


membres de l'équation d : d d d 
Sx2y) = — (4) + — (7 
a Fr 0 D 


à = d 2 n À ni sd 
3x 5 Le + 69 L 0) 7) DR 


he — se) 13 _ = 4ÿ o 
dx 


dx 
d d 
2e = bons D — 4 2 
D dx dx 
Regrouper d’un même côté 
de l’équation les termes 2) 4ÿ dy + Sx2 dy = 3x2 — 10yx 
contenant Là dx dx 
dx dy 
3) (4 + 5x2) pu = 3x2 — 10yx 
X 


Mettre en évidence 


dy 
le facteur — et l’isoler 
d 


Îx dx _ 4 + 5x? 


Remarque Il est parfois préférable de transformer l’équation initiale de façon à 
faciliter les calculs de la dérivée. Par contre, il faut s'assurer que les deux équations 
ont le même domaine de définition. 


, +2 
SOUS Soit la courbe définie par — = = 2 où x < Det y À 0. 
y x 


a) Calculons y’. 


Méthode 1 
(en ne transformant pas l’équation initiale) 


x}'_f3x+2y| 
NÉ 


@'y 2x0)" _ Gx+2y)'2— (3x +2y)2x) 


De 


OY (2x) 
mr Mn Dr (Oran 2)2 
y 4x 


(2 — 2xyy')4x? = (6x + 4xy' — 6x — 4y)y* 
4x3? — 8x°yy" = 4xy*y' — 45 

2) 43%? + 45° = 4xy*y' + 8x*yy' 

3) 4x? + 45° = (4xy* + 8xy)y' 


atod 


æ _ JG +y) 
4xy*+ 8xy  x(y° + 2x?) 


d’où y 


Méthode 2 
(en transformant l’équation initiale) 


rs , nous obtenons 
y x 


2x = y (3x + 2y), où x # Dety 0 
Pr y ER 2ye 


+ or 
2) 


(distributivité) 


1) @x) = (x +2) 


4x = 3y? + 3x(2yy') + 6y?y' 


: 2) 4x — 3y° = (6xy + 6y°)y' 


: 4x —3y 
à 2) LEP RP 
? 6y+6y 
; _ 2 
me 
6y(x + y) 
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vw 


b) Calculons la pente de la tangente à cette courbe au point P(2, 1), c’est-à-dire y’ 


@,1) 
; CS) 5 . Û ; ; ; … 4(2) —3(1} E 5 
Me Cor C)D IS CR ES ee ee 2e U6(DO@E1) | 18 
— mn: 
d'où en 18 
Courbes orthogonales | Exemple 5 | Soit les courbes définies par XY, — 20 et x? — De = 9, 


Démontrons que les courbes sont orthogonales aux points 
d’intersection R(-5, -4) et S(5, 4), c’est-à-dire que les tangentes 
aux courbes sont perpendiculaires en ces points. 


Courbe 1 : Courbe 2 
xy, = 20 x—y2=9 
(@y,)" = (20) Gr) 0) 
1 53 = DEN = 
( oi n = LE 
Vers = 
ÿ == “4 ! — “# ! = à ! = Sd 
donc y, Fr et y TES donc y, Fr n et y, A: 
“4 \/5 : : > x 
5) =-1 Puisque, dans les deux cas, le produit des pentes est égal à -1, les tangentes aux 
courbes sont perpendiculaires aux points d’intersection. 
Dans certains problèmes, il peut être utile de calculer la dérivée seconde pour déter- 
miner la concavité d’une courbe en un point. 
Concavité d’une courbe DOUNIA Soit la courbe définie par x* + ÿ* = 13y + 4. Calculons y” 
au point P(-2, 3). 
Calculons d’abord la dérivée des Isolons y’ de l'équation 1. 
deux membres de l'équation. 3! — 13y' = -4x 
Gé + y)" = (13y + 4)' y'(3ÿ — 13) = 4x 
| “4 . 
4x3 + 3y2y' = 13y' (équation 1) : y = (équation?) 
3y— 13 


Calculons ensuite y” en utilisant deux méthodes différentes. 


Méthode 1 Méthode 2 
En dérivant les deux membres En dérivant les deux membres 
de l'équation 1. : de l'équation 2. 
a 
4x3 + 3y2y!)' = (13y')' pee 
(x +3y y) = (137) () ) 
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with(plots) : 
c:= implicitplo(X + y = 
lSey dress, 


y = -5..5, color = orange): 


p:= plot({[-2, 31] 
style = point, symbol = 
circle, color = orange): 
displaw(c, p); 


(y) 
12x2 + (6yy')y' + 3ÿ?y" = 13y" 


" 1 Por M -12x(3 2112) + 4x6 ? 
ee Dh, a Gy 13) + 4x (6yy ) 


(SSuS) 
GS —13)=-126 — 6 0Y |: 
nn UE -36x2y? + 156x2 + 24x$yy" 
er Gy 13} 


Pour évaluer y” au point P(-2, 3), il faut d’abord évaluer y’ au point P(-2, 3), car 
nous retrouvons y’ dans les deux expressions de y”. 


ne A2} 16 
, NOUS trouvons y = 


De y’ = 


3ÿ2 — 13 5 3G)-13 7: 
Remplaçons, dans y”, x par -2, y par 3 et y’ par = 
Méthode 1 Méthode 2 
, -12#-6ÿ>'} , -36xy + 156% + 24xyy! 
us = 00 Gy = 13} 


-12(-2} — 65) -36(-2} 3 + 156(-2) + 24(-2} (7) 


" 7 
29 3(3} — 13 Ÿ |e25 (3GY — 13) 
a Face = 
nt 23 343 ? 23 343 


Puisque »"| < 0, la courbe est concave vers le bas au point P(-2, 3). 
(2,3) 


Dérivation logarithmique 


Nous savons que si y = x“, alors y’ = ax“-',VaelR. 
Nous savons également que si y = a’, alors y = a' ma, Va>0eta #1. 


Pour calculer la dérivée de fonctions de la forme y = f(x)”, où f(x) > 0, par 
exemple, y = x', y = (sin 3x)°”, etc., nous pouvons utiliser la méthode suivante, 
appelée « dérivation logarithmique ». 


La dérivation logarithmique pour y, une fonction de x, consiste à: 


1) prendre le logarithme naturel de chaque membre de l'équation ; 


possibles à dériver ; 


3) calculer la dérivée des deux membres de l’équation par rapport à x; 


4) isoler y’ (ou a) 
dx 


5) exprimer la dérivée en fonction de x. 


2) appliquer certaines propriétés des logarithmes pour obtenir des expressions 
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DOUUERE Calculons les dérivées suivantes. 


y : 
4) y’ = y[l + In x] nn) 
5)  y=x(1+Inx) (ay=x): 5) 


a) y = x', où x > 0 b) y = (sin 3x)”, où (sin 3x) > 0 
1) Inmy=Inx 1) Iny=In (sin 3x) 
2) Iny=xlnx (nWM=kmM: 2) Iny=e-*in(sin 3x) (in M' = kin M) 
3) (ny) = (xIn x) 3) (ny) = (e-*In (sin 3x))' 
[à 1 : là 3 
L=imx+x() Y = ein (sin 3x) + 2 COS x 
X y sin 3x 


y'= yf-e"*In (sin 3x) + 3e cot 3x] 


y’ = (sin 3x)" [-e-* In (sin 3x) + 3e cot 3x] 
(car y = (sin 3x)°) 


EXERCICES 1.1 


1. 


12 


Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 
a) (0) = 5x — (rova — _ + } 
x 

b) f@ = (1 — 7r)° 
c) g(x) = (x — 2} (7x + 3) 

_ x —3 
Dy= > 
e) v(i) = 5FVA —1 

__ J1+3x 

DUO 


8) Hu) = [Gé — 5 + w]* 


ax? 
h ee ——— 
PO nee 
dy : . 
. Calculer . pour les fonctions suivantes. 
X + + 
à) y = —— b) y = log, x + 3° 
e* — e* 
c) y — e%* In sec x d) y = sin (In x) — el"* 


e) y=In(secx +tanx) f) y = log (In x) 


. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. 


a) x(0) = sin V8 + Vos 0 
b) g(u) — tan* (24? — 1) 

— 1 

d) y = sin 2x cos (x? — 3x) 
e) f(x) = Vsec (5x — 4) 


f) g(x) = cot (x? + sin x?) 


c) v(f) = csc ( 
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g) f(x) = Arc sin (x — 3x) 


h) g(@) = Arc cos ï 2) 

1) x(0) = Arc tan (sin 6) 

j) HG) = Arc csc (2x — 1) + Arc sec x‘ 
k) f(x) = (Arc sec x)° Arc cot (x? — 1) 


D vf) = (Arc sin f} + Arc sin f° 


4. Soit la fonction f définie par f(x) = x — x? — 6x. 


a) Déterminer l’équation de la tangente à la 
courbe de fet l’équation de la droite normale 
à cette tangente au point Q(b, 0), où b < 0. 


b) Déterminer les coordonnées du point 
P(a, f(a)), où a > 0, si la pente de la tan- 
gente en ce point est égale à 7,75. 
5. Calculer y’ si: 
a) 4x? + 9y? = 36 
b) 3x°2y — 4xy? = 9x + 5y 
c) et? + sec e’ — 3x 
d) Vx+y =5x+l1 
e) ycos x = 7x? — 3x cos y 
JM rP)=rE 
2 
6. Soit? = À. 
Y x 
a) Calculer y’ de trois façons différentes. 


b) Calculer y’ 
1) lorsque x = 1; li) lorsque y = 4. 


7. Pour chacune des équations suivantes, déter- 12. Soit les courbes définies par 
miner la pente de la tangente à la courbe 
: - y, = 3V% et 22+ y? = 11. 


au point donné de la courbe. 
6 : T OT S 
a) cos y = sin x, au point PT, a) Démontrer que les courbes sont orthogonales 
6 3 au point d’intersection et représenter graphi- 
b) e* =" = x — 3, au point P(2, 4) quement les courbes et les tangentes. 


c) y = au point PE 2) 13. Une usine emploie x ouvriers à temps complet 
PU M) et y ouvriers à temps partiel pour une production 
de 141 054 unités par semaine. Des études ont 
démontré que cette quantité d’unités produites 
8. Déterminer l’équation des tangentes à la est donnée par 3x° + 5xy° + 2y*=141 054. 


d) x + y = y — x, aux points d’abscisse x = 0 


. 5x : : | 

courbe définie par x? + 4 = — aux points a) Déterminer _ et interpréter le résultat. 
d’ordonnée y = 1. d 
b) Calculer D lorsque x = 32 et y = 15. 

9. Pour chacune des équations suivantes, évaluer y” dx 
au point donné de la courbe. c) Représenter graphiquement la courbe. 
3y + xy° = 2, int P(1, 1). | | 
Jar» Hpo EU 14. L’équation suivante de Van der Waals 

b) x + x sin y = 3, au point P(3, O). Fer 


2 
V7 an : _ 
c) In (ye*) = x + 1, au point P(1, e). (r + a) (V — nb) = nRT, 


Interpréter le résultat. : - 
u où a, n, b et R sont constants, met en relation 


la pression P, exprimée en pascals (Pa), le 


10. Calculer la dérivée des fonctions suivantes. : à 
volume V (en cm°) et la température T 


a) y =xi* b) FX) = (3x + 1172 (en Celsius) d’un gaz. 
c) v(6) = (sin 6)? d) g(x) = x"* Si pour un certain gaz donné 
e) x = (no D y = (r + &)v — 0.02) = 7,84 
11. Calculer y’ si: 
L déterminer dv au point (4, 1). 
a) y = x(sec x) b) x — y =0 dP 
ce 7 D'y= 6 


1.2 Différentielles 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra calculer la diffé- 
rentielle dy, la représenter graphiquement et l'utiliser dans 
certains problèmes. 


Plus précisément, l’étudiant sera en mesure: 
+ de donner la définition de dxet celle de dy, où y = f(x); 
+ de déterminer la différentielle de certaines fonctions ; 
+ de repérer sur un graphique dx, dy, A x et Ay; 
+ de calculer approximativement certaines quantités 
en utilisant la différentielle. 
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À (delta majuscule) 
correspond à une 
différence entre 
deux quantités 


DÉFINITION 1.2 


La différentielle peut être utilisée pour évaluer approximativement l’erreur absolue 
et l’erreur relative lors de certains calculs. 


Définitions et représentation graphique 
de la différentielle 


Soit la fonction f définie par le graphique 
ci-contre. 


Nous avons déjà vu dans le 
cours de calcul différentiel que 
Ax, l'accroissement de x, est défini par 


Ax= b — a. 


De plus, pour une fonction continue y = f(x), 
Ày, l'accroissement de y, est défini par 


Ay = f() — f(a) 
ou par 


Ày = f(x, + Ax) — f(X,) lorsque a = x et b = x + Ax. 


Soit y = f(x), une fonction dérivable. 
1) La différentielle de x, notée dx, est définie par dx = Ax, où Axe R. 


2) La différentielle de y, notée dy, est définie par 
dy = f'(x) dx, où f'( est la dérivée de f(x). 


Pour déterminer la différentielle d’une fonction, il suffit de multiplier la dérivée de la 
fonction par la différentielle de la variable indépendante. 


HEURE Déterminons la différentielle des fonctions suivantes. 


Fonction 


f@) = 2% + 5x 


Différentielle 


Dérivée 


f'Q) = 6x +5 dy = (6x? + 5) dx 


u(0) = sin? 4 + cos 30 


u'(0)= 2 sin 0 cos 0 — 3 sin 30 du = (2 sin 0 cos 0 — 3 sin 30) dû 


30 60 60 
= 2 — D — —= a —_—_—— 
2 2 +15 LG+15 4e = + = Su 
32 2e 
P=64Vq-@g —175 P'==-2 ap = (2% — 24) 4 
q—4 Va a #4 
L'exemple suivant expose des notions utiles à l’intégration par changement 
de variable (voir la section 2.2, page 69) et à l'intégration par parties 
(voir la section 4.1, page 202). 
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Exemple 2 


a) Soit u — e*. Exprimons dx b) Calculons d(uv) où u et v sont des fonctions de x. 


n fonction t ; : 
ÉRRUESURE PEN ù d{uv) = (uv)'dx (définition de la différentielle) 


Si u = e*, alors du = 5e dx 


» ! ti . , 
: = (uv + uv’) dx dérivée d’ duit 
(définition de la différentielle) : ( ) ÉÉe AnD Sun 


ë = ! ! 
Ainsi, dx = 5 du : = yu'dx + uv' dx 
É : —=vdu+udvy (caru’ dx = duetv' dx = dv) 
: 1 : 
d’où dx = du (car u = es) : d’où d(uv) = v du + u dv 


Approximation en utilisant la différentielle 
Représentons d’abord graphiquement À x, y Ay = f(x, + Ax) — f(x) = QN 
dx, Ay et dy pour une fonction f continue = fo 

et dérivable en x = x,. FO + Ar)... #0; ne 


Soit la tangente à la courbe de f au point 
P(x,, f(x,)), dont la pente est donnée par JG) E---32 
f'(x,), et À x un accroissement donné à x. 


(x, + Ax) 
? un | à 0 
D'une part, Man aa — :à &,) 


Ax = dx 
: MN | | 
et d’autre part, es HE he (voir le graphique) 
. MN _» 
ainsi à DT (6) 
X 
MN = f'(x,) Ax 
MN L f'&,) dx (car dx = Ax) 
_ MN = dy (Car dy = fx) dx) 
d’où dy = MN 


Nous constatons graphiquement qu’en général, pour une fonction continue, plus Ax 
est petit, plus dy est une bonne approximation de Ay. 


Ainsi, | Ay = dy lorsque A x = 0 


Puisque f(x, + Ax) — f(x,) = Ay 
10 FAN = JR) AY 
Se f@,) + dy (lorsque Ax = 0) 


d’où J@, + Ax) 0) 4 nb) dx (car dy = f'(x,) dx) 


Cette approximation est une approximation 
affine de la fonction f(x) en x= x,. 


Linéarisation de la fonction En pratique, pour évaluer la fonction f à des 
JC enx — x, valeurs dans un voisinage de x,, nous pouvons 
utiliser la tangente en P dont l'équation est 
LQ) = fQ@) + f'@)@ — xs), 
où x — x, = dx et f'(x,)x — x,) = dy. 
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DOUURE Soit y = x + 1. 


a) Déterminons et comparons Ay et dy. 


Ày = fG + Ax) — fQ) dy = f(x) dx  (üéfinition 1.2 2)) 
= (x + A + 1 — (GP +1) = (Gé + l)'dx 
= x + 2x Ax + (AxŸ + 1 x — 1 | 
1 d'où Ay = 2x Ax + (Axÿ  d'oùdy=2xdx  Çarf@=2» 
Quantité négligeable 
| lorsque Ax — 0 | 


Quantités égales car Ax = dx 


d’où À y = dy, lorsque Ax — 0. 


Représentation graphique b) Calculons Ay et dy en x = 1 pour les valeurs données de A x, où Ax = dx. 
lorsque A x = 1 
y Ax = dx Ay = 2x Ax + (Ax)? dy = 2x dx 
7 +1] Lx) 1 Ay = 2(1)(1) + (1} = 3 dy = 2(1)(1) = 2 
fO---- 0,1 Ay = 2(1)(0,1) + (0,1)? = 0,21 dy = 2(1)(0,1) = 0,2 
a n ro fe 0,01 |Ay = 2(1)0,01) + (0,01) = 0,0201 | dy = 2(1)(0,01) = 0,02 
11287 7 


Des calculs précédents, nous constatons que plus À x est petit, plus la valeur de 
_— dy est une bonne approximation de Ay. 


La différentielle et la linéarisation peuvent être utilisées pour calculer approximati- 
vement certaines valeurs. Voici un résumé des étapes à suivre. 


1) Déterminer une fonction appropriée. 
2) Déterminer x,. 


3) Calculer la différentielle ou déterminer l'équation de la tangente en x, 
(linéarisation). 


4) Calculer approximativement la valeur cherchée. 


a) Calculons approximativement la valeur de V/52, en utilisant la différentielle. 
1) Déterminons une fonction appropriée. 
Puisque nous voulons une valeur approximative de V52, choisissons F@) = V3. 
2) Déterminons x,. 


Nous choisissons x, — 49, la valeur la plus près de 52 dont nous pouvons 
facilement calculer la racine carrée. 


3) Calculons la différentielle de la fonction déterminée à l'étape 1. 


il 
Puisque f(x) = x, alors dy = Ë dx = 1 dx 
26 2Vx 
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(y) 


4) Calculons approximativement la valeur cherchée. 
Puisque f (x, + Ax) = f(x) + Ay (car f(x, + Ax) — f(x) = Ay) 
YHÉES À x) 6) 


1 1 
VOX OU LE 7 (eurreo = Vretas = VE à) 
V52 = V5 + 7 @ (Can Meter 40) 
V52 = 7 + 0,214 286 (eur _ = 0,214 26) 


d'où V52 = 7,214 286 
b) Calculons approximativement la valeur de V/52 en utilisant la linéarisation. 
1) 0 = V+x 
2) x, = 49 


3) Déterminons l'équation de la tangente en x = 49. 


L(x) = f(49) + f'(49)(x — 49) 


1 1 
— Ji x — 49 ti) = ] 
2V 49 ( ) ni 2Vx 
d’où L(x) = — + J 


4) #52) = L(52) 


V52 = 752) “n = = 7,214 285 7... 


d’où V 52 = 7,214 286 


SOUUERS En mesurant le côté d’un carré à l’aide d’un instrument dont 
la précision est de +0,3 cm, nous obtenons 18,5 cm. 


Erreur absolue a) Calculons approximativement, à l’aide de la différentielle, l’erreur absolue Æ 
de la mesure de l’aire À, où 


AG lbs dr ED où s00 185003 


DOS ER E = | A — AG) |, où A(© = valeur réelle et A(x,) = valeur approximative 


réelle app. 
Ainsi E = |AA| (car A(x) = A(x,) + AA) 
E = |dA| (car AA = dA) 
= |2x, dxl (car dA = A'(x,) = 2x, dx) 


= |2(48,5)<0,3))  (arx, = 18,5 et dx = +0,3) 


LOUE RCE; 
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Erreur relative 


E 


a 


' |valeur réelle | 


E 


a 


Économie 


|valeur app.| 


(y) 


b) Calculons approximativement, à l’aide de la différentielle, l’erreur 


relative E. de la mesure de l’aire À, où 


— (carE = 11,1 et A(18,5) = 18,5?) 


E 
JE = ———"*" — 
7” 1AGS,5)| 
nue 
” D 


d’où E= 0,03, c’est-à-dire environ 3 %. 


c) Calculons approximativement, à l’aide de la différentielle, la précision 
nécessaire dx de l’instrument de mesure pour avoir une erreur relative 


d'environ 1,5 %. 


E = 0,015 
E 
2 = 0,015 
[A(18,5)| 
2(1 
208,9 dl Los 
(18,5) 
0,015(18,5 
le CE) 


d’où dx = +0,139 cm. 


E, 
GR ——— 
É = 


(carE = 2(x) dx, où x, = 18,5) 


= 0,138 75 


Rappelons quelques notions d'économie étudiées dans le cours de calcul différentiel. 


Soit la fonction C représentant les coûts 
en fonction de la quantité q. 


Le coût réel de production de la 
(q + 1) ième unité, noté C., (q), 
est donné par 

Cou(9) _ C(g + D — C(g) 


Le coût marginal, noté C (g), 
est donné par 


C (9 = C9) 


y = C(Q) 
C,(g) = pente 


a LE -_ de la tangente 
! à la courbe 
AC] ms do TC (q) deCau point 
1"  @C@) 


pe 
| q ga+l q 


C,(g) est une approximation de C,,,, (q). 
Cu ® = C,(@) 


De plus, puisque 
C, (a) = C'(a) da, où dg = 1, 
C (a) est une différentielle, où dg = 1. 


m 
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De plus, puisque 
: R,(Q) = R'(Q) da. où dgq = 1, 


: Soit la fonction À représentant les reve- 
: nus totaux en fonction de la quantité q. 


Le revenu réel pour la vente de la 
(g + 1) ième unité, noté R, (q), 
: est donné par 


FR. 10) = Riq +1 = RG) 


mar 


Le revenu marginal, noté À, (g), 
: est donné par 


R, (a) = R'(q) 
y y = RQ) 
R(g + 1) R,(q) = pente 
! de la tangente 
R(qg)t-----#-----rt--2 à la courbe 


de R au point 
(g; R(q)) 


R,(g) est une approximation de À, (q). 


R,.,(@ = R,(q) 


mar 


R, (a) est une différentielle, où dg = 1. 


DOUMUEE Soit une compagnie dont les coûts totaux de production C et les 
revenus À en fonction de la quantité g sont donnés par 


2 
C(q) = Fe + In (g + 1) + 7 et R(q) = 30Va, 


où g € [0, 25], et Cet R sont exprimés en dollars. 


a) Calculons, si c’est possible, la valeur décimale de € (9)et R (9) sans l’aide 
d’un outil technologique. 


C_ (0) = C(0) — CO) 


mar 


mar mar 


DR OE= RADAR) 


mar 


2 2 : 
=+mn+7- (+0 +7). = 30V10 — 30V9 
4 4 
19 11 = 30V10 — 90 
= tof 


d’où nous ne pouvons pas calculer la valeur décimale de C (9)etR (0). 


b) Calculons approximativement C,, (9) et R 


mar mar 


(9) à l’aide de la différentielle. 


mar 


Calculons d’abord C’(q) et R'(q). 


q 
C'@=—+ 
(q) > 
CAOLC © 

D 


d'où C. (0) = 4,60$ 


ga+li 
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RO 

(g) 7 
R. (9) = R'O) 

Les 

V9 


d'où R. (9) = 5,00$ 


EXERCICES 1.2 


1. 


Représenter A x, Ay, dx et dy sur le graphique 
d’une fonction continue y = f{x), croissante et 
concave vers le bas. 


. Calculer la différentielle de chaque fonction. 


| in 9 
a) y= x — 4 +46 D y=— 


c) z = Arctan(f — 1) d) y = e“Arc sin w# 
e) s — 8 Arc sec (In z) f) v=log(f* +1) 


. Exprimer les expressions suivantes en fonction 


de u et de du ou seulement en fonction de du. 
a) (6x? — 3x) dx, si u = 4x — 3x2 


b) e"* cos x dx, si u = sin x 


c) e* cos x dx, si u = e"* 


e* : 
d) dx, siu = e* 
1 —_— e* 


4t+8 
VP+A4+S5 


dt, su=P+4t+s 


4t+8 
1) ———— di,siu = VE +41+5 
VP+4+S5 


4. Calculer Ay et dy si y est définie par chacune des 
fonctions suivantes. 


DICO Ver Li-setd = 0 
b) g(x) = L * = 2ethÿ—-05 


5. Calculer, d’une façon approximative, les valeurs 
suivantes en utilisant la différentielle. 


a) V31,5 b) In 1,1 
6. Soit une fonction f, telle que f(3) = -2 et 


D) = ————. 

f Vx +7 

a) Déterminer l’équation L(x) de la droite don- 
nant l’approximation affine de fen x = 3. 


b) Utiliser le résultat trouvé en a) pour 
déterminer l’approximation affine de 


i) (2.8); üi) (3,1). 
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7. Sous l’effet de la chaleur, le diamètre d’un poêlon c) déterminer approximativement la précision 
circulaire métallique croît de 28 cm à 28,03 cm. du calibre à coulisse pour obtenir une erreur 
Calculer, en utilisant la différentielle, la valeur relative de 1 %. 


approximative de l’augmentation de l’aire À. 
9. Utiliser la différentielle pour déterminer 


approximativement la précision dans la mesure 
des arêtes d’un cube pour que le volume obtenu 
soit de 125 +3 cm°? 


8. En mesurant le diamètre 
d’une balle de tennis à 
l’aide d’un calibre à 
1 coulisse, dont la préci- 
sion est de +0,050 cm, 
nous obtenons 6,5 cm. 
À l’aide de la différentielle, 


10. Soit une compagnie dont les coûts totaux de 
à production C et les revenus À en fonction 
S) de la quantité g sont donnés par 


C(q) = 3q° + 300 Va + 36 et 


a) déterminer approximativement l’erreur 


absolue E° de la mesure du volume V de R(q) = 2500 V2? où ge [0, 100]. 
la balle ; Calculer à l’aide de la différentielle 
b) déterminer l’erreur relative E correspondante ; a) C., (64); b) R,,(64). 


1.3 Théorèmes sur les fonctions continues 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra appliquer certains théorèmes d’analyse à des fonctions continues. 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 

+ d’énoncer le théorème de la valeur intermédiaire ; 
d’énoncer le théorème des valeurs extrêmes; 
d’énoncer le théorème de Rolle ; 
de démontrer le théorème de Rolle; 
d'appliquer le théorème de Rolle: y=f@ 
d’énoncer le théorème de Lagrange; 
de démontrer le théorème de Lagrange ; 
d'appliquer le théorème de Lagrange ; 
de démontrer la validité d’une inégalité à l’aide 
du théorème de Lagrange ; 
d’énoncer les corollaires du théorème de Lagrange ; 
de démontrer les corollaires du théorème de Lagrange ; 
d'appliquer les corollaires du théorème de Lagrange ; 
d’énoncer le théorème de Cauchy; 
d’appliquer le théorème de Cauchy. 


(b. fb)) 


JG) — f() 


es 7) 


Dans cette section, nous allons énoncer et appliquer certains théorèmes relatifs aux 
fonctions continues. Nous ne démontrerons pas tous ces théorèmes, car la démons- 
tration de certains d’entre eux nécessite une connaissance approfondie des propriétés 
des nombres réels. Toutefois, la justification graphique et intuitive de ces théorèmes 
devrait nous convaincre de leur validité. 


Enonçons d’abord le théorème de la valeur intermédiaire ainsi qu’un corollaire étudiés 
dans le cours de calcul différentiel*. 


* Voir G. Charron et P. Parent, Calcul différentiel, & édition, Montréal, Chenelière Éducation, 2014, 
pages 105-106. 
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Théorème de la valeur intermédiaire 
et théorème des valeurs extrêmes 


IL Y A ENVIRON 200 ANS... 


Le théorème suivant semble évident. Pourtant, une preuve rigoureuse n’a été donnée qu'après 
qu’on eut défini précisément le sens de fonction continue. Il est intéressant aussi de remar- 
quer que ce théorème est à la base des quatre démonstrations du théorème fondamental de 
l'algèbre, proposées par le grand mathématicien Carl Friedrich Gauss entre 1799 et 1848. 
Ce théorème dit que tout polynôme de degré n a précisément n racines (réelles ou complexes). 
Énoncé pour la première fois par Albert Girard (1595-1632) en 1629, ce théorème a été démon- 
tré plus de 150 ans plus tard. 


" Péri À 
Carl Friedrich Gauss 


(1777-1855) 
THÉORÈME 1.1 Si f est une fonction telle que 
Théorème de la 1) fest continue sur [a, b], 


valeur intermédiaire 


2) f(a) < L</f(b) Qu fa) 7 L 7 f(b)), 


alors il existe au moins un nombre c € Ja, b[ tel que f(c) = L. 


Interprétation géométrique y y 
du théorème de la valeur f@) >L> f(b) fa) < L< f(b) 
intermédiaire 


fO = L FC) = fC) = FC) = L 


Dans le cas où f(a) et f(b) sont de signes contraires, nous obtenons le corollaire suivant. 


COROLLAIRE Si f est une fonction telle que 
du théorème de la 1) fest continue sur [a, b], 
valeur intermédiaire 


2) f(a) et f(b) sont de signes contraires, 


alors il existe au moins un nombre c € Ja, b] tel que f(c) = 0. 


Interprétation géométrique 
du corollaire de la valeur 
intermédiaire 


fa) > 0 et f(b) < 0 


y =f® 


ÉO)E----- essences 
fC)=fC)=1E)=0 


1.3 Théorèmes sur les fonctions continues 21 


fi=x=13-%—5x-4x: ESOuCRR Soit j la fonction définie par f(x) = 13 — x° — 5x? — 4x sur [0, 2]. 
fsolve(f(x) = 0); 


1140695155 Vérifions, à l’aide du corollaire précédent, que f admet au moins un zéro sur ]0, 2[. 


Mo=B=r-56-4 


1) fest continue sur [0, 2], car f est une fonction polynomiale, 


2) f(0) = 13 etf(2) = -47, donc (0) et f(2) sont de signes contraires, 


d’où il existe au moins un nombre c € ]0, 2[ tel que f(c) = 0. 


THÉORÈME 1.2 S1 f est une fonction continue sur [a, b], alors il existe au moins 


Théorème des 1) unce [a, b] tel que f(o) soit égale au maximum absolu de f sur [a, b] ; 


valeurs extrêmes 
2) un de [a, b] tel que f(d) soit égale au minimum absolu de f sur [a, b]. 


| Exemple 2 | Voici deux exemples graphiques qui illustrent le théorème des valeurs extrêmes. 


a) Soit la fonction f, continue sur [5, 30], définie par le 
graphique ci-contre. 


€ = 30, car f(30) est le maximum absolu de f sur [5, 30], 
d = 5, car f(5) est le minimum absolu de f sur [5, 30]. 


b) Soit la fonction f, continue sur [-3, 5], définie par le 
graphique ci-contre. 


c, — 0, c, — 4, car f(0) et f(4) égalent le maximum 
absolu de f sur [-3, 5], 


d = 2, car f(2) est le minimum absolu de f sur [-3, 5]. 


THÉORÈME 1.3 Si f est une fonction telle que 
1) fest continue sur [a, b], 
2) fest dérivable sur ]a, b[, 


3) ce Ja, b[, où (c, f(c)) est un point de maximum (ou un point de minimum) 
absolu ou relatif de f 


alors f'(c) = 0. 


| Exemple 3 | Soit la fonction f, continue sur [-4, 4] et dérivable sur ]-4, 4f, 


définie par le graphique ci-contre. 


Puisque (-2, f(-2)) est un point de maximum 
relatif de f, alors f'(-2) = 0. (théorème 1.3) 


Puisque (1, f(1)) est un point de minimum 
relatif de f, alors f'(1) = 0. (théorème 1.3) 


Puisque (3, f(3)) est un point de maximum 
absolu de f, alors f'(3) = 0. (théorème 1.3) 
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Théorème de Rolle 


IL Y A ENVIRON 300 ANS... 


Au début du xvrrr siècle, le mathématicien français Michel Rolle (1652-1719) se montre très 
critique envers le calcul différentiel, qu’il voit comme une collection de recettes reposant 
sur des principes douteux. La carrière de Rolle débute au moment où ce calcul commence 
tout juste à être connu de la communauté mathématique. Comme lui, de nombreux mathé- 
maticiens émettent des doutes sur les fondements du calcul différentiel, mais certains autres 
n’apprécient guère ces commentaires négatifs. En 1691, Rolle publie le théorème qui porte 
aujourd’hui son nom. Il est aussi connu comme l'inventeur du symbole 4”. 


THÉORÈME 1.4 Si f est une fonction telle que 

Théorème de Rolle 1) fest continue sur [a, b], 
2) fest dérivable sur Ja, b[, 
3) f{a) = SD), 


alors il existe au moins un nombre c € Ja, b[ tel que f'(c) = 0. 


PREUVE Cas1 fx =-koùkEeR 


Si fest une fonction constante sur [a, b], alors f’(x) = 0 pour tout x € ]a, bl, 


d’où f'(c) = 0 quel que soit c € Ja, bl. 
Cas2 FD Fk 


D’après le théorème des valeurs extrêmes, f possède un minimum absolu et un 
maximum absolu sur [a, b]. (théorème 1.2) 


Puisque f n’est pas égale à une fonction constante et que f(a) = f(b), f possède donc 
un maximum absolu où un minimum absolu sur ]a, b[. 


Soit ce Ja, b[, tel que (c, f(c)) est un point de maximum (ou de minimum); ainsi, 
(CC) = 0: (théorème 1.3) 


Les graphiques suivants illustrent le théorème de Rolle. 
Cas 1 à Cas 2 


y y 


f'c)=0 f@)=f@E)|---2---------- 
| y = fx) y =f0 


be FORT Gogh 


fc) =0 


Ce théorème signifie qu’il existe au moins un c € Ja, bl tel que la tangente à la 
courbe de f au point (c, f{c)) est parallèle à l’axe des x. 
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with(plots): 

with(Student| Calculus11) : 

fers = paf 

ci= plo(f),x = 0.36 

t:= TangenK f(x), x = 2, 
output = plot): 

p:= ploK([[0, 1], [3,1], [2,-3]], 
style = point, symbol — 
circle, color = orange): 

display(c, t, p, scaling = 
constrained) : 


YA FO) = x — 3x2 +1 


Nous utiliserons en particulier ce théorème dans la preuve du théorème 1.5 (unicité 
d’un zéro) et dans la preuve du théorème 1.6 (théorème de Lagrange). 


Soit f(x) = x — 3x + 1 sur [0, 3]. 


a) Vérifions si les hypothèses du théorème de Rolle sont satisfaites. 
1) fest continue sur [0, 3], car f est une fonction polynomiale. 
2) fest dérivable sur ]0, 3[, car f'(x) = 3x? — 6x est définie sur ]0, 3[. 
3) f(0) = 1 et f(3) = 1, d’où (0) = f G). 


Puisque les trois hypothèses sont vérifiées, nous pouvons conclure qu’il existe 
au moins un nombre c € ]0, 3[ tel que f’(c) = 0. 


b) Trouvons cette valeur ou ces valeurs de c. 
Puisque fO=X—-3%2 +1, f'@ = 3x — 6x = 3x(x — 2). 
En posant f'(c) = 0, nous avons 
3c(c — 2) = 0, donc c = Oou c = 2 


d’où c — 2 (car 2 € ]0, 3[ et 0 est à rejeter, car 0 & ]0, 31) 


DOUUB Vérifions si nous pouvons appliquer le théorème de Rolle aux 
fonctions f et g suivantes. ; 


a) Soit f(x) = = sur [1, 5] représentée 
par le graphique ci-contre. 


fn’est pas continue sur [1, 5], car f(3) n’est 
pas définie et 3 € [1,5]. 


Puisque la première hypothèse n’est pas vérifiée, le théorème de Rolle ne 
s’applique pas et nous ne pouvons rien conclure. 


De plus, nous observons à l’aide du graphique qu’il n’existe aucune valeur 
dece ]1, 5[ où f'(c) = 0. 


b) Soit g, définie sur [0, 4] par le graphique 
ci-contre, où g(0) — g(4). 


Graphiquement, nous constatons que la 
première et la troisième hypothèses sont E 
vérifiées ; par contre, cette fonction n’est 

pas dérivable au point (2, g(2)), d’où g ! 

n’est pas dérivable sur ]0, 4[ ; donc, le théorème l 2 3 4 x 
de Rolle ne s’applique pas et nous ne pouvons rien conclure. 


De plus, nous observons à l’aide du graphique qu’il existe une valeur 
dece 10,4[ où g'(c) = 0. En effet, g’(3) = 0. 
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THÉORÈME 1.5 


Unicité d'un zéro 


PREUVE 


Démonstration 
par l’absurde 


Utilisation du 
théorème de Rolle 


Remarque Même si une ou plusieurs des hypothèses ne sont pas vérifiées, 1l est 
possible qu’il existe un nombre c € Ja, b] tel que f'(c) = 0. 


IL Y A ENVIRON 2500 ANS... 


En mathématiques, on peut démontrer un résultat en le déduisant logiquement d’un fait ou 
d’un résultat connu (une preuve directe), ou encore en montrant que la négation du résultat 
cherché en entraîne un autre qui se révèle impossible ou absurde. Selon la légende, au 
v° siècle avant notre ère, le pythagoricien Hippase de Métaponte démontre l’irrationalité 
de V2, constituant ainsi l’exemple le plus célèbre de la preuve par l’absurde. Grâce à elle, 
on montre que si V2 est rationnel, alors il y a un nombre pair qui est égal à un nombre 
impair. ce qui est absurde. 


Nous pouvons utiliser la démonstration par l’absurde et le théorème de Rolle pour 
démontrer le théorème suivant. 


Si f est une fonction telle que 
1) fest continue sur [a, b], 
2) fest dérivable sur ]a, b[, 
3) f{a) et f(b) sont de signes contraires, 
4) f'@ Æ#0,Vxe Ja, bl, 


alors il existe un et un seul nombre z € Ja, b| tel que f(z) = 0. 


Le théorème se démontre en deux parties. 
a) Démontrons d’abord l’existence d’au moins un zéro. 
Puisque 
1) fest continue sur [a, b] et 


2) f(a) et f(b) sont de signes contraires, 
(corollaire du théorème 


alors il existe au moins un z, € Ja, b[ tel que f{z,) = 0. En corn 


b) Démontrons, par l'absurde, l’unicité de ce zéro. 
Supposons qu'il existe dans Ja, b[ un second zéro z, différent de z.. 
Soit z, € Ja, b[ tel que z < z, et {z,) = 0. 
Appliquons le théorème de Rolle à f sur [z, z,], où [z,, z,] € Ja, b. 
1) _fest continue sur [z, z,], car f est continue sur [a, b], 
2) fest dérivable sur ]z,, z,[, car f est dérivable sur Ja, bl, 
3) fG) = 0etf,) = 0, d’où f(z,) = jt.). 
Alors 1 ce ]z,, z.[ tel que f’(c) = 0, ce qui contredit l’hypothèse 4 du théorème, 
donc f{z.) # 0. 
D'où il existe un et un seul nombre z € ]a, b[ tel que f{z) = 0. 


Dans le cas où z, € Ja, b[ tel que z, < z, et f(z,) — 0, la preuve est analogue. 
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HOUUERE Soit f(x) = x + 12% + x — 20 sur[-1, 2]. 


Unicité d’un zéro Démontrons, à l’aide du théorème 1.5, que cette fonction a un 
et un seul zéro sur [-1, 2]. 


Il suffit de vérifier les quatre hypothèses de ce théorème. 
1) fest continue sur [-1, 2], car f est une fonction polynomiale, 
2) fest dérivable sur ]-1, 2[, car f'(x) = 5x* + 36x? + 1 est définie sur ]-1, 2, 
3) f(-1) = -34et f(2) = 110, donc f (-1) et f (2) sont de signes contraires, 
4) fi) 5x 36% F1 = 0, Vre 1. 2[ 


Puisque les quatre hypothèses du théorème 1.5 sont vérifiées, alors il existe 


un et un seul nombre z € ]-1, 2[ tel que f{(z) = 0. 

f=x—x +12:x +x—720: y FD = x + 125 + x — 20 

z:=fsolve({{x) = 0); 
1.124762274 


with(plots) : 

c:= plot(f{x), x = -1..2, color = orange): 

pl:= plon({f-1,fCDI, 12, f2I, style — point, 
symbol = circle, color = orange): 

p2:= plot(([[z, f(2)I], style = point, symbol = 
circle, color = orange): 

display(c, pl, p2); 


Théorème de Lagrange et théorème de Cauchy 


IL Y A ENVIRON 250 ANS... 


Italien de naissance, Joseph-Louis Lagrange obtient en 1766 le poste de directeur des 
mathématiques de l’Académie des sciences de Berlin qu’il quitte en 1787 pour s’installer 
à Paris. Il devient professeur à l’École polytechnique fondée dans la foulée des grandes 
réformes du système d’éducation de la Révolution française. Pour la première fois dans une 
grande institution d’enseignement supérieur, le calcul différentiel et intégral est à la base de 
l’enseignement. Sensible aux nombreuses critiques des fondements de ce calcul, Lagrange 
publie alors son ouvrage Théorie des fonctions analytiques (1797) dans lequel il tente de 
baser ce calcul sur la notion de développement en série, sans y réussir totalement. La nota- 


No. me tion f” pour la dérivée vient de lui et a été largement utilisée dans ce livre. 


Nous appelons également ce théorème le théorème des accroissements finis 
ou le théorème de la moyenne. 


THÉORÈME 1.6 Si f est une fonction telle que 
Théorème 1) fest continue sur [a, b], 
de Lagrange 

EURE 2) f'est dérivable sur Ja, BI, 


alors il existe au moins un nombre c € Ja, b| tel que 


f(a) 


10 — 
ne 


(wi 
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à 


V 


PREUVE Définissons une nouvelle fonction H(x) dont la valeur absolue correspond à 


la distance verticale entre la courbe de f et la sécante passant par (a, f(a)) et 
(b, f(b)), dont l'équation est donnée par 


= OO (x — à) + fo 


(voir les exercices préliminaires, n° 6 b), page 3). 


Soit H(x) = f(x) — gx), pour x € [a, b], ainsi 


H( = fG) É TT 5 + fa) 


Utilisation du Vérifions s1 H satisfait les hypothèses du théorème de Rolle. 

théorème de Rolle : : . , 
1) H est continue sur [a, b|, car la somme de deux fonctions continues est continue. 
2) H est dérivable sur ]a, b[, car la somme de fonctions dérivables est dérivable. 
3) H(a) = 0 et H(b) = 0, d’où H(a) = H(b). 


Puisque les trois hypothèses du théorème de Rolle sont vérifiées, il existe au moins 
un nombre c € Ja, b] tel que H'(c) = 


Or, H'(x) = f'(x) — J@) = JG) == = (a) . En remplaçant x par c, 
nous obtenons H'(c) = f'(c) — te Ainsi, 
, J() — f(a) us 
0 = f'(c) ess (Car A(C) — (0) 


a D = _ 


Les graphiques suivants illustrent le théorème de Lagrange. 


0 - jo OS - jé = © 
> > > — ee 
Pente de Pente de Pente de Pente de Pente de 
la sécante la tangente la sécante la tangente, la tangente, 


Le théorème signifie qu’il existe au moins un c € Ja, b] tel que la tangente à la 
courbe de fau point (c, f(c)) est parallèle à la sécante passant par (a, f(a)) et (b, f(b)). 


1.3 Théorèmes sur les fonctions continues 27 


DOUURE Soit f(x) = x? — 4x + 5 sur [1, 4]. 


a) Vérifions si nous pouvons appliquer le théorème de Lagrange à cette fonction. 
1) fest continue sur [1, 4], car f est une fonction polynomiale. 
2) fest dérivable sur ]1, 4[, car f'(x) = 2x — 4 est définie sur ]1, 4f. 


Puisque les deux hypothèses du théorème de Lagrange sont vérifiées, 


L nous pouvons conclure qu’il existe au moins un nombre c € ]1, 4[ tel 
ue D SD L po, 
b) ae la valeur de c. SL =x 4 +5 BUG) 
di DJ fQ) ne 
f@) =5,fD =2 e = 2c —4 
Lu 1=2c—4 
d’où c = S 


Le théorème de Lagrange peut être utilisé pour démontrer certaines inégalités. 


HOUUA Utilisons le théorème de Lagrange pour démontrer 
que (1 +Inx) = x, Vxefl, +. 


Dans le cas où x = 1, 
nous avons 1 + In 1 = 1, ainsi 1 + In x = x. 


Dans le cas où x > 1, 
appliquons le théorème de Lagrange à la fonction f définie par f(x) — In x sur [1, x], 
où x € ]1, +co[, après avoir vérifié si les deux hypothèses du théorème sont satisfaites. 


1) fest continue sur [1, x], car f est continue sur ]0, +, 
; 1 es 
2) fest dérivable sur ]1, x[, car f'(x) = — est définie V x € ]0, +oof, 
x 


alors il existe un nombre c € ]1, x[ tel que 


x 1 
—— 1 2 ro 
Do Pen (eur fc) = x er = 3) 
1 C de 
In x 1 
= (car In 1 = 0) 

Fi & 
Er < 1 (eur < 1. Vel.) 
= I € 


Inx<(x—1) (ca(—-1)>0) 
d’où (1 +Inx) = x, Vxelfl, +o. 
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Sif(x) = k, Dans le cours de calcul différentiel, nous avons démontré que la dérivée d’une fonc- 
alors f’(x) = 0 tion constante est égale à 0. 


Dans le corollaire suivant, nous allons démontrer que si une fonction a une dérivée 
égale à 0, V xe Ja, bl, alors la fonction est une constante sur [a, b]. 


COROLLAIRE 1 Si f est une fonction telle que 
du théorème 1) fest continue sur [a, b], 
de Lagrange 

de 2 f'@=0,Vxe la, bl, 


alors f(x) = C, V xEe {a, b], où C est une constante réelle. 


PREUVE Soit x, < x,, deux nombres quelconques de [a, b]. Appliquons le théorème 
de Lagrange à f sur [x,, x,]. 


Puisque 
1) fest continue sur [x,, x,], car f est continue sur [a, b] et [x,, x,] € [a, b], 
2)Festdémvable sur, x' caro Mre Nr LE 


ainsi, il existe un nombre c € ]x,, x, [ tel que 


fa) fa), 
Fu 
OC) : 
ES = 0 (car f'(x) = 0,Vxe Ja, bl) 
ÉD) O0 
fG,) = fG) 
d’où f@ = C, Vxre [a, b] (car x, et x, sont quelconques) 


SOUMUCKE Soit une fonction f continue sur [1, 5] telle que f (2) = 8 
et f'(x) = 0, Vxe ]1, 51 Calculons (3). 


Puisque 

1) fest continue sur [1, 5], 

2) f' =0,Vxel]l, 5, 
ainsi f(x) = C, Vxefl,5l]. (corollaire 1) 
De plus, f(2) = 8, donc f(x) = 8, Vxell,5] 


d’où f (3) = 8 
COROLLAIRE 2 Si f et g sont deux fonctions telles que 
du théorème 1) fet g sont continues sur [a, bl], 


de Lagrange 
ce no = re ed 


alors f( = g(x) + C, Vxe [a, b], où C est une constante réelle. 
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PREUVE Soi HQ) ec 0). 


Puisque 


1) Æ est continue sur [a, b]|, car f et g sont continues sur [a, b], 
2) H'(9 = 0,VxEe la, b, car f'(9 = g'(, V x e Ja, bI, 
ainsi, H(x) = C, Vxe Ja, b| (corollaire 1) 
F@ — 8@ = C (car HD = FX) — 8) 
d’où f(x) = g(x) + C, Vxela, bl|. 


[fo = 20 + c 


80) 


bar 


OUR Soit f(x) = sin’ x et g(x) = -cos” x, deux fonctions continues 
et dérivables V x e IR. 


a) Démontrons que f(x) = g(x) + C. 


En calculant f'(x) et g’(x), nous obtenons f'(x) = 2 sin x cos x 
et g'(x) = 2cos x sin x. 


Puisque les hypothèses du corollaire 2 sont vérifiées, nous avons 
OO = g@) + C 


c’est-à-dire sin? x = -cos? x + C 


fQ@) = sin? x 
b) Déterminons la valeur de C. 


Pour déterminer C, il suffit d’évaluer 
l’expression pour une valeur quelconque de x. 


Soit x = 0, sin 0 = -cos 0 + C 
0=-1+C 


sin? x + cos x = 1 doùC=1 


Remarque Lorsque f(x) = g(9 + C, Vxe [a, b], le graphique de f est une 
translation verticale du graphique de g sur [a, b]. 


Énonçons maintenant le théorème de Cauchy, qui est une généralisation du théorème 
de Lagrange. 


Nous appelons également ce théorème le théorème des accroissements finis 
généralisé ou le théorème de la moyenne généralisé. 


Ce théorème nous permettra de démontrer la règle de L'Hospital. 


THÉORÈME 1.7 Si f et g sont deux fonctions telles que 
Théorème 1) fet g sont continues sur [a, b], 
de Cauchy 


2) fet g sont dérivables sur ]a, bl, 
3) g'HZ40,VxE Ja, bl, 


alors il existe au moins un nombre c € ]a, b| tel que 


fE) — fa) _ FO 
FOFOMTIO 
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ET soif = 2 — 5 et = x + 3 sur [0, 3]. 


Vérifions si nous pouvons appliquer le théorème de Cauchy à ces 
fonctions; si oui, déterminons c. 


1) fet g sont continues sur [0, 3], car feet g sont deux fonctions polynomiales. 
2) fest dérivable sur ]0, 3[, car f’(x) = 2x est définie sur ]0, 31. 
g est dérivable sur ]0, 3[, car g (x) = 4x est définie sur ]0, 3[. 


3) Puisque g’(x) = 4x 
g'(x) = 0 seulement si 4x = 0, c’est-à-dire x = 0, or 0 & 10, 3[ 
donc g'(x) £0, Vxe]0, 3[ 


Puisque les hypothèses sont satisfaites, il existe au moins un nombre c € ]0, 3[ 


FO) (0) = CE) 


tel que 


gG)—g(0) g'(c) 
4—(-5) _ 2c 
84—3  4c 
pale 
81 2c? 
@ =4isS, 
doncc= VASouc=-V45 (rejeter car-V4,5 € J0, 30) 
d’où c = V4,5 


EXERCICES 1.3 


e) vO =(t—3}$ + (1-3) — 2sur[2, 4] 


fx si O<x<I1 
D 1O=f_, si 1=x=72,sur{0,2] 


g) h(x) = x — 3x° + 2x sur [0, 2] 
h) x(9 = F — 121 + 1 sur [0, 2V3] 


1. Utiliser le théorème de la valeur intermédiaire ou 
© son corollaire pour démontrer que : 


_ a) sif(x) = 1 + Vr + 2 Vx, 
alors 1 c € ]1, 4[ tel que f(c) = 10, et détermi- 
ner c, à l’aide d’un outil technologique. 


b) si f(x) = 4x — 3x + 2x — 1, 
alors 1 c € ]0, If tel que f(c) = 0, et détermi- 
ner c, à l’aide d’un outil technologique. 


3. Démontrer, à l’aide du théorème de l’unicité 
© d’un zéro, que les fonctions suivantes ont un et 
un seul zéro sur l’intervalle donné et déterminer 


2. Pour chacune des fonctions suivantes, déter- 
miner si les hypothèses du théorème de Rolle 
sont vérifiées. Si oui, déterminer la valeur de c, 
sinon donner une des hypothèses qui n’est pas 


vérifiée. 

a) f(x) = x? + 3x — 4 sur [-5, 2] 
nr) 

DA sur [0, 2] 
__ x — 3x 

c) fx) = D sur [0, 3] 


d) ge) = VX + 5 sur [-1, 1] 


ce zéro, à l’aide d’un outil technologique. 
a) fx) = -x + 3x — 1 sur [-2,-1] 
b) g(x) = Arc tan (x + x + 3) sur [-2, 2] 


. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer la 


valeur c du théorème de Lagrange après avoir vérifié 
si les hypothèses de ce théorème sont satisfaites. 


a) f(x) = 3x + 4x — 3 sur [1,4] 
b) g(x) = x° — 3x? + 3x + 2 sur [-3,3] 
c) f() = 31 + + sur [1,4] 
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© 
(@) 


32 


d) f() = 31 + * sur [-1, 4] 
e) AG = VX — 1 sur [0, 4] 
f) f@) = Vx — 1 sur [-2, 2] 


g) fQ) = In x sur [1, e?] 
h) g(8) = cos 26 sur [0, 7] 


. La position d’un mobile en fonction du temps # 


est donnée par x(#) = 5? — 1° + 21, où x(r) est 
en mètres et fe [0 s, 4 s]. Déterminer à quel mo- 
ment la vitesse instantanée du mobile est égale à 
la vitesse moyenne du mobile sur [0, 4]. 


. Soit f(x) = x° — 5xt + 3x + 10x? — 14x + 17, 


où x e [-2, 4]. 

a) Déterminer l’équation de la sécante S passant 
par A(-2,/(-2)) et par B(4, f(4)). 

b) Vérifier si les hypothèses du théorème de 
Lagrange sont satisfaites. 


c) Déterminer les valeurs c, du théorème de 
Lagrange. 


d) Représenter dans un même système d’axes la 
courbe de f, la sécante S et les tangentes aux 
points (c, f(c.)). 


. Utiliser le théorème de Lagrange pour démontrer 


que: 


T 
a) SR 


b)eZzx+l,oùüxe [0, +1. 


. a) Soit une fonction f continue sur [-2, 3] telle 


que f(-1) = 7. Sif'(x) = 0,Vxe]-2, 31, 
déterminer f(x). 
b) Soit f(x) = Arc sinx + Arc cos x, une fonction 


continue sur [-1, 1]. Démontrer que f(x) = C, 
où C € IR, et déterminer C. 


. Appliquer le corollaire 2 du théorème de 


Lagrange aux deux fonctions continues et 
dérivables sur l’intervalle donné et déterminer 
la valeur de C. 


a) f(8) — 2 cos’ 6 et g(0) — cos 26, où 8 € IR 
b) f(x) = In (3 sec x + 3 tan x) et 
g(x) = -In (5 sec x — Stan x),où x € Lo z| 
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10. Pour chacune des fonctions suivantes, déter- 


miner la valeur c du théorème de Cauchy, après 
en avoir vérifié les hypothèses. 


a) f(x) = x + 1 et g(x) = x? + 4x + 1 sur [0, 3] 


b) x(0) — sin 8 et y(8) — cos 6 sur Lo 7. 


. Déterminer si les propositions suivantes sont 


vraies ou fausses. Justifier votre réponse. 


a) Sif(x) = 5 sur [1, 10], alors f(x) = 0 
sur ]1, 10[. 


b) Soit f(x) = . sur [-1, 1], alors il existe au 


moins un Le ce]J-1, 1[ tel que 
OLD 
Te ie 


c) Si une ou plusieurs hypothèses du théorème 
de Rolle ne sont pas vérifiées sur [a, b], alors il 
n'existe aucun c € Ja, b[ tel que f'(c) = 0. 


Soit f continue sur [2, 7] et f(2) = 10, 
i) sif'(3) = 0, alors f(x) = 10,Vxe [2,7]; 


ni} SO) = SC = TES) = f(6) = 0, 
alors f(x) = 10,Vxe [2,7]; 

ii) si f'(x) = 0,VxEe ]2, 7[, alors f(x) = 10, 
Vxef[2,7]; 


d 


Lez 


1v) si f(7) = -5, alors il existe au moins un 
nombre c € ]2, 7[ tel que f(c) = 0; 


v) sif(7) = 5, alors il existe au moins un 
nombre c € ]2, 7[ tel que f(c) = 0; 


vi) sif(7) = 5, alors il peut exister un 
nombre c € ]2, 7[ tel que f(c) = 0. 


12. a) Soit une fonction f qui vérifie les hypothèses 


du théorème de Lagrange sur [a, b] et telle 
que f(a) = f(b). En appliquant le théorème 
de Lagrange à cette fonction, quel théorème 
obtenons-nous ? 


b 


Lez 


Si, dans le théorème de Cauchy, g(x) = x, 
quel théorème obtenons-nous ? 


1.4 Règle de L'Hospital 


Objectifs d'apprentissage 
À la fin de cette section, l'étudiant pourra lever certaines indéterminations en utilisant la règle de L'Hospital. 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 
- de lever des indéterminations à l’aide de transformations 


algébriques : Règle de L’Hospital 

+ d’énoncer la règle de L’Hospital ; JO _ f'@) 

* de démontrer la règle de L’Hospital dans des cas particuliers ; nu EC) à 0 

+ de lever des indéterminations de la forme S à l’aide de la règle de si cette dernière limite existe 
L’Hospital ; ou est infinie. 

* de lever des indéterminations de la forme = à l’aide de la règle 
de L’Hospital ; 


+ de lever des indéterminations de la forme (+c — ce) ou (- + ce) à l’aide de la règle de L’Hospital ; 
* de lever des indéterminations de la forme 0 + (+ce) à l’aide de la règle de L’Hospital ; 
+ de lever des indéterminations de la forme 0°, (+)° et 1*7 à l’aide de la règle de L’Hospital. 


Avant d’aborder le calcul de limites indéterminées, rappelons quelques résultats de 
calculs de limites déjà étudiés dans un premier cours de calcul différentiel. 


Dans un quotient, lorsqu’en évaluant la limite, le dénominateur tend vers 0 et le 
numérateur tend vers une constante k différente de O, alors le quotient tend vers +co 
ou -c, selon le signe de la constante k et le signe du dénominateur. 


Valeur Forme de Résultat none 
de k l'expression de la limite P 

k 
= —co lim Si — 00 (rorme 3) 
0 x—07 0 

Si k > 0 Re ruiecaicieleneniuenienelenleillosermiineanltaeclemusenenthacnualnhiennenleniesntsiiaenlentieslede client 
k ES | 7 
= Fes — +0 forme — 
0+ 22 (Gr — 2) (0 
K jee lim ne (rorme 2) 
07 x—4t 4 ut F. 

Si k Æ 0 tele relie tn cret cie ieleniel es il oise niet sereinement : De 3 D OT ANS mo I OC UE 
k = m es — -c (rorme | 
0+ ES Cu | 0* 


Dans un quotient, lorsqu’en évaluant la limite, le dénominateur tend vers +c° ou -c 
et le numérateur tend vers une constante k, alors le quotient tend vers 0. 


Résultat 
. : 
Forme de l’expression due Exemples 
nes 0 lim —— —\() (rorme = 
nee X——00 (x = 2} +co 
ne 0 lim 2 = ( (rorme _ 
—Co X—+00 (4 = x} —0co 
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Indéterminations de la forme . 


Nous avons déjà vu dans le cours de calcul différentiel que, pour certaines fonctions, 


Ù 5. 
nous pouvions lever des indéterminations de la forme 0? à l’aide de transformations 
algébriques (factorisation, simplification, multiplication par un conjugué, etc.) dans 
le but d'éliminer les facteurs causant l’indétermination (voir les exercices prélimi- 


naires, n° 7, page 5). 


Nous allons maintenant énoncer et démontrer un théorème, appelé règle de L’Hospital, 


: à in nee 0 
qui nous permet de lever des indéterminations de la forme d 


IL Y A ENVIRON 300 ANS... 


Guillaume de L’Hospital, marquis de Sainte-Mesme, publie en 1696 un traité, Analyse des 
infiniment petits, pour l'intelligence des lignes courbes, qui connaît un succès immédiat. 
Pour la première fois, sous une forme bien organisée, il expose les règles du calcul différen- 
tiel conçues une vingtaine d’années auparavant par Leibniz, et jusqu'alors disséminées et 
peu accessibles. Pour la rédaction de ce livre, Guillaume de L’Hospital puise abondamment 
dans les notes de cours donnés par le mathématicien suisse Jean Bernoulli. Doit-on parler de 
plagiat ? La règle de L’Hospital devrait-elle s’appeler la règle de Jean Bernoulli ? La question 
reste ouverte encore aujourd’hui. 


Guillaume de L’ DIE 
(1661-1704) 


THÉORÈME 1.8 Si f et g sont deux fonctions continues sur [b, d] telles que 
Règle de 1) lim f(x) = 0 et lim g(x) = 0, où a € ]b, dl, 
L'Hospital es nat 


2) f' et g' sont continues en x = a, 
3) g'H40,Vxe ]b, d[ \{a}, 


fo _… fo 
Do Te 


, Si cette dernière limite existe ou est infinie. 


Nous allons démontrer la règle de L’Hospital dans le cas où g’(a) 4 0. 


PREUVE 1 PREUVE 2 
Puisque f est continue en x = a, alors Puisque les fonctions f et g satisfont les hypothèses 
lim f(x) = f(a), d’où f (a) = 0. (par 1)) : du théorème de Cauchy, appliquons ce théorème sur 


De façon analogue, g(a) = 0, ainsi fe ES SE 
: Alors il existe un nombre c € ]a, x{ tel que 
Re re) 
lim = lim (car f(a) = 0 et g(a) = 0): 
SPORT ET) : @-j@ _fFO 


gQ) — g@)  g'(c) 
(ao = = (en divisant le numérateur Or, par hypothèse, f(a) — 0 et g(a) = 


= [im etle dénominateur par : , 
4 (E @) sa) (x _ a), où x Le a) #0) : Donc J@X) = Ÿ (c) 
Xx— a 8@  gc) 
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:m4® = fa) FO _ HO] 
He = (car la limite d’un quotient : Ainsi, lim ii nn 
: x a ; NE et gQ) xt g(c) 
@) — g(a) égale le quotient des limites, : 
im 8% EX puisque g'(a) 0) 1 f'(c) 
ac X—a lim =—= I e (CAE CE) 
’ xat g(Xx) cat g (c) 
= J'(a) (par définition de 
g'(a) la dérivée) lim 2 2 Jim ZX 
lim f'(x) : rat gx) sat 8 Le) 
= © (car f'et g' sont continues ? Nous avons déjà démontré la règle de L’Hospital sur 
lim g'@ CR) : [a, x], c’est-à-dire x — a*. 
Li Le) Pour le cas où x — a7, il s’agit d'appliquer le théo- 
pes g'(x) : rème de Cauchy sur [x, a], où x € ]b, al, 
d’où lim ee = Jim f@ : d’où lim —— oe im Fo 
x—a g(x) x—a fe (x) : x—a g(x) x—a f (x) 
Remarque De façon générale, après avoir vérifié l’hypothèse 1, c’est-à-dire 


que nous avons une indétermination de la forme _ nous appliquons la règle de 
L'Hospital sans nécessairement vérifier les hypothèses 2 et 3, car ces hypothèses 


sont vérifiées pour les problèmes de ce manuel. 


Règle de L’Hospital ä 

=. (110) 
/ d. 

Here im fa ou lim eo = Jim ER 

x—a g(x) x—a {2 (x) x—a £g(x) x—a d 
2x0) Net a 0) 

forme — forme — à 

0 0 
si cette dernière limite existe ou est infinie. 


SOUUCRE Réévaluons, à l’aide de la règle de L'Hospital, les limites indéterminées de la forme : 


des exercices préliminaires n° 7 c) et 7 f) (voir page 3). 


3x — 12 0 0 
a) lim des: => (ind. e D lim VAR = \3 (na ï 
d : 
er : 
: Sn RH Ti ù ) (rè de 2 PC pe. C0) 
D, ——pE  — Se Em = >= lin 
xt (4d— x) sut d : L'Hospital) 333 Vx— V3 23 (Vx— V3) 
76 — x) : 
x 
— 5 — (en dérivant) in —— 
ES DR en deérivan a 
x4t -2(4 — x) 3 


= 12V3 


(en évaluant la limite) 


(rome &) 
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et = letcos0 = 1 


0e domf 
0 e dom g 
0€edomh 


__ cos@ 
” sn0—1 


DIS Ÿ------ 


0 
f(@) = cos 4 
g(@)= sing —1 


La règle de L’Hospital est particulièrement utile lorsque la fonction donnée ne peut 
pas être transformée algébriquement de façon élémentaire. 


DOUNEPA Évaluons les limites indéterminées suivantes. 


Cm CH + te 
a) lim ——— est une indétermination de la forme D 


x0 Sin x 0 
UC nr mel , 
Lim —— = Jim EPST (règle de L’Hospital) 
x50 Sinx x0 (sin X) 
ji crient . 
= [im ————— en dérivant 
Le CO ( ) 
= 2 (en évaluant la limite) 


En représentant dans un même système d’axes les courbes 


fQ) = e' — et, g(x) = sin x et A(x) = sr) 
sin x 

nous obtenons le graphique ci-contre. 
HER NCTCRE CR 
g:= x — sin (x): 

X 
Hs. 
plot (Lo. 80), AGO], x = . : = hQ) = ——— fO=e-e* 


g(x) = sin x 
color = [blue, green, oran 


: _ Tir 
Nous constatons sur le graphique que les _ 


courbes f et g passent par O(0, 0) et que lim f(x) = 0 
la courbe de h s’approche aussi près que nous eu 
le voulons du point P(0, 2). Cependant, ce 
point n’est pas un point de la courbe de h. 


S Re nee 
b) lim — est une indétermination de la forme 
(et Sin0 — 1 0 
(5) 
de (cos 0) 
COS Orne d0 
Se ——2— (règle de L’Hospital) 


IN ÉSemmecc 
OR T 


: -sin Ô 
lim . ñ (en dérivant) 
A) ES 
= ] 
— +00 forme — 
0 


Remarque Dans le cas où f (a) — 0, g(a) = 0, f'(a) — 0 et g'(a) = 0, et que les 
fonctions f” et g’ satisfont également les hypothèses de la règle de L'Hospital, nous 
pouvons de nouveau appliquer la règle de L'Hospital. Ainsi, 
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fO=x+1—-e 
h(x) = 


lim f(x) = 0, lim g(x) = 0 
x—0 x—0 


lim C9) 2 1 
eng) 2 


24x—30 18 3 
im = — = 
x2 24; —36 12 2 


itisé 
x2 


FO) a Ce GO) 


lim : = : 

x—a g(x) x—a & (x) X—a (g (x)) 
0 0 

forme 0 forme a 


si cette dernière limite existe ou est infinie. 


+ tale nr ve 0 
AQOUNCEZ Evaluons lim ————, qui est une indétermination de la forme 0: 
x—0 X 


nn Ce Ga) 


lim 
x—0 x x—0 (2) ÿ 
hi Le (en dérivant, nous obtenons une nouvelle 
0 2x indétermination de la forme a 
2) 
= li (el = ) (en appliquant de nouveau la règle 
x>0 (2x) de L’Hospital) 
= lim (en dérivant) 
x—0 
1 ; : à 
= 3 (en évaluant la limite) 


Nous pouvons généraliser la règle de L’Hospital de la façon suivante lorsque les 
hypothèses de la règle de L’Hospital sont vérifiées pour chaque nouvelle limite. 


! 2 (n — 1) (n) 
lim fQ) eu lim f@ er f@ House Ê : _ ee Ê ë 
D 0) Get) 
forme ù forme o forme il forme o 

0 0 0 0 


si cette dernière limite existe ou est infinie. 


DOUUCES Évaluons les limites suivantes, qui sont des indéterminations 


de la forme s 


MOTO SE MTEES Ar Sr enr nd 


: : 0 
l de 
Re un 1 in = ind.) 
RES 12x2 — 30x + 12 0 
= | ind, — 
PC PET 7 (ind. à) 
RE fin 24x — 30 
x—2 24x nn 36 
3 er 
= 2 (en évaluant la limite) 


© 
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(y) 


Te 1 + Are tan x + À 
M pranlére c tan x : X 
Arc tan 0 = 0 b) lim ELA E Ë lim (ind. 5 
a LENS 7% Arc tan x + 
+ x 


Remarque Il peut être utile, ou même essentiel, de transformer et de simplifier 
l'expression avant d'appliquer la règle de L’Hospital. 


1+x +(1+x) Arctanx +x—1 


Le Î 5 
1-0 (1 + x?) Arc tan x + x 
1+x 
2+x+(+x 
se x + x + (1 + x°) Arc tan x ina c 


30 (1 + x?) Arctan x + x 


1+x 
2x + 1 + 2x Arc tan x + 
RE Î se 
— Jim 
: + 2 
7 2x Arc tan x + nur 
1+x 
= | (en évaluant la limite) 


Nous pouvons également appliquer la règle de L’Hospital dans le cas où lim f(x) — 0 
et lim g(x) = 0. Ainsi, nous avons EE* 


X— +0 


12 
lim one lim jus , Si cette dernière limite existe ou est infinie. 
X— #00 g(X) 120 g'(x 
À 


(en simplifiant) 
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Indéterminations de la forme — 


Dans certains calculs de limite, il peut arriver que nous ayons à déterminer le résul- 


tat d'opérations avec +00, 


Ainsi, pour ke IR et n e IN*, nous avons 


Forme de l’expression Résultat de la limite 
+00 + 00 +00 
+00 + & +00 
SRE IR — net ten ane nate eme emenn ans drone an rennes eee 
oo + k 69 
k(+co) +00 
. a ii 
A ee s D 
K(+0c) -c0 
a nn . D APE TT D hi 
(sr 0 
Si n est pair (-c)" Les 
Si z est impair (-co)" co 


Nous avons déjà vu dans le cours de calcul différentiel que, pour certaines fonc- 


, . ‘ # . E +oo & , 
tions, nous pouvions lever des indéterminations de la forme —— à l’aide de transfor- 


+oo 


mations algébriques (voir les exercices préliminaires, n° 7, page 3). 


Cependant, la règle de L'Hospital nous permet également de lever des indéterminations 


+oo 
de la forme —., Aïnsi, nous avons 


+oo 


M DM ae) Fr ec 


- et li ; 
ma gx) xx g'() ts Q(X) 2 g'(x) 
> Re — 
forme _. forme = 


si, dans chaque cas, la dernière limite existe ou est infinie. 


Nous ne démontrons pas ces résultats, car la preuve dépasse le cadre du cours. 
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DOUCE Évaluons les limites indéterminées suivantes. 


Sr 7x. | ne : .. nx nn — 
Din (ns) he. {) (=) 
Se CU : 
D era à 
ë X 
0 nr 
= lim = ; x=0+ ) x=0+ -1 | 
x—+00 _ 
: X À 
= 5 (en évaluant la limite) : . + 
: = lim (-x) (en simplifiant) 
x—0 
= 0 (en évaluant la limite) 
,. Te +00 . e* + 5x +00 
c) lim ind. — : d) lim di 
) lim ina.) Do = 
Li X + X2RH L 4x + 2x à = ji e + 5x ru bi 267 +5 ( : = 
im im Fe 5 oo om 000) PRE 
X——00 e* XD 00 ces Me : X— +00 de: + 3x2 x+e 4e* + 6x Fe +0 
nr ES 2 un M 4e* a 
E X——00 Ca cu FES) 0 4e* + 6 “ Ce 
RH 24x = RH 8e” ce 
— Jim nd = lim nb 
Con = EL C MC D se C7 +00 
RH : 9 : 
: lim e* - a lim De (en simplifiant) 
= (rome _ = ée 


Remarque La règle de L’Hospital ne permet pas de lever certaines indétermina- 
tions, comme dans les exemples suivants. 


Après avoir appliqué la règle de L’Hospital, nous obtenons une limite qui 
n'existe pas. 


2 >. Ur OC Dre nt 
DOUURPA Évaluons lim ——-, qui est une indétermination de la 
x 


X—+00 


FG) = 3x + 8 cos x forme 2. 
+00 
. 3x +8cosxren.. 3—8sinx 
50 En — —z= Jim —— 
X— +00 X X— +00 1 
20 x 
Jim FO = + Or lim (3 — 8 sin x) n’existe pas, car elle oscille entre -S et 11 (car -1 = sinx = 1). 
i = AE ; x FE 
Le Ainsi, la règle de L'Hospital ne peut pas être utilisée. 
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Nous pouvons lever l’indétermination en utilisant le théorème «sandwich ». 
hr 3x + 8 cos x -3:x+8 


Puisque (car -1 < cos x = 1) 
X X X 
; 8 . 3x +8cosx ; 8 
lim E-* £Æ im —%<lmI|3+— 
X— +00 26. X— +00 x X—+00 X 
y SR 
ht) = 3x + 8 cos x 
7 y = 3 3 
. 3x +8cosx 
3 £< [im —— < 3 (en évaluant les limites) 
X—+00 26 
‘ .…. 3x +8cos x 
lim JO) _ d'où lim — = 3 (théorème sandwich) 
24 L(X) nues X 


Après avoir appliqué la règle de L'Hospital un certain nombre de fois, nous obtenons 
une limite analogue à une limite rencontrée précédemment. 


DRE 
SOLUCES Évaluons lim ARS qui est une indétermination de la 


+00 


forme —. 


16x 
V16x? — 5 ru bi Me) 


Deere rues 3 
= entr ( d … 
ind. 
eos = 
1 
© Jim ô 


VAGSS 
_ AR) | = 


en simplifiant ; ind. — 
X——00 x ES) 


ue | 3(16x) ) 


Cette dernière limite est analogue à la limite initiale. 


Nous pouvons vérifier que, en continuant à appliquer la règle de L’Hospital, nous 
obtiendrons des limites analogues aux précédentes. Ainsi, la règle de L'Hospital 
ne permet pas de lever cette indétermination. Dans ce cas, nous devons lever 
l’indétermination sans utiliser la règle de L’Hospital. 


2 5 (en mettant en évidence 
NV TEE x |16—— 2 2 
FU. ICS en X x au numérateur et 
me or ans 7 x au dénominateur) 
ES ne 


Ve Tee 
X 


= lim 
HR" (3 + 1 
x 
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RICE = 
= lim DE (puisque x < 0, VX = -x) 
i x (3 SF 1 
X 
cD16- À 
= lim 7 (= earx #0) 
ur 
X 
4 er 
= 3. (en évaluant la limite) 


Indéterminations de la forme (+ — +) OÙ (-c + ce) 


Dans certaines indéterminations de la forme (+o — co) ou (-c + ce), nous pouvons 
appliquer la règle de L’Hospital lorsque, après avoir transformé la fonction initiale 


ET e) 


: Te ; ; 0 
sous la forme d’un quotient, nous obtenons une indétermination de la forme - ou 


0 £co 


Exemple 1 Évaluons lim (csc 0 — cot 4), qui est une indétermination 
9—0 


de la forme (+co — co), 


1 : : 1 cos 0 
csc 0 = — lim (csc 0 — cot 0) = lim | — - (en transformant ; ind. (+oo — ce)) 
sin 0 8—0+ 9-0+ \ sin 0 sin @ 
sé . l—-cos0 , 0 
sin 4 = in —— dénominateur commun ; ind. 0 
o0t Sin 0 
RE. sin @ 
= lim 
9-0* COS À 
= 0 (en évaluant la limite) 


2 : x 1 : Ron — 
HOUURPE Evaluons lim | ae | qui est une indétermination 
x1 | X — n x 


de la forme (-c — (-c)), c’est-à-dire (-co + co), 


: ï 1 rime (fi) _— 0) 
lim — — | = [in —— dénominateur commun ; ind. = 
-|x—1  Inx x (x — 1)Inx 0 


né a nés ar (| il 
lim - 
xl 5e 
In x + 
X 
: x In x _. Ù 
= lim ind. 0 
et pimg dés Î 
lim FG) = - id “lim mt 
‘e _ x>17 In x 
Aie Se : L 
ln FE — 8@) =; = 3. (en évaluant la limite) 
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csc 40 = — 
sin 40 
14 
7x In (5x) = 1 
F _ 
ou 
76 In (59 = MED 


G 


Indéterminations de la forme 0: (:c) 


Dans certaines indéterminations de la forme 0 : (+), nous pouvons appliquer la 
règle de L’Hospital si, après avoir transformé la fonction initiale sous la forme d’un 
+co 


| .  : 0 
quotient, nous obtenons une indétermination de la forme pou 


+co 


Exemple 1 Évaluons lim [(1 — tan 8) csc 40], qui est une indétermination 
ef) 


de la forme 0: (+co),. 


Him [(1 — tan 0) csc 40] = lim Ê = En À (en transformant; ind. ï 
(7 {7 Sn 20 


RH -sec? 0 
= Jim | ————— 
ve) 4 cos 40 


2) 


—— (en évaluant la limite) 


La transformation d’un produit en quotient peut également se faire comme suit: 
109 809 = JO où ft 869 = #0 
Le | J a 
DOUTER Évaluons lim 7x In (5x), qui est une indétermination de la 
x=0+ 


forme 0 + (-co). 


En transformant de deux façons 7x° In (5x) sous forme de quotient, nous obtenons 


lim 7x 1n (5x = lim ind. 
vtr 0 


+00 


1 (se) 


(na 2 Jim 7x In (5% = lim 
: x—0+ x=0+ 
= _ 
2 1 
SR 1) 
x—0+ -1 : RH 5x 
— : SE 
Ê (In —. 
= lim [-21x° (In (5%)°] 
x0+ 


Cette dernière limite est plus complexe : 


que la limite initiale. = 0 (en évaluant la limite) 


D'où lim [7x° In (5x)] = O (solution de droite) 
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Indéterminations de la forme 0°, (+-)° et 1°° 


HOUUERE Voici des exemples de types d’indétermination de la 
forme Of, (+00) et 1*”. 


a) lim (sin 0) est une indétermination de la forme Of. 


8—0+ 
L ee re 
b) lim x' est une indétermination de la forme (+ce)°. 


1 x=34e 


2 
c) lim(1 + x)’ est une indétermination de la forme 17”. 


x—07 


Avant d'appliquer la règle de L'Hospital pour lever ces indéterminations, il faut d’abord 
utiliser la fonction logarithme naturel, certaines propriétés des logarithmes et des trans- 


+oo 


formations algébriques de façon à obtenir une indétermination de la forme : ou —. 


+oo 


DOUUEPA Évaluons lim (sin 0)’, qui est une indétermination de la forme 0°. 
4-0 


En posant À = lim (sin 0)° et en prenant le logarithme naturel de chaque membre 
9—0+ 


de l’équation, nous obtenons 


In À =In (lim (sin OS (GarsiA > 0,B>0etA = B, alorsinA = InB) 
9-0 
In (lim fa) = lim (In (f)) = lim (In (sin 0)°) (car In est une fonction continue) 
x—a x—a Ex 
= lim (8 In sin 0) (in (M) = kin M) 
0-0 
.  Insin 0 _— 
= lim (en transformant ; ind. = 


8—0+ a 
() 


= Jim —— 
0=0+ -] 
oO 
. _-#2cos Û 0 
= Jim Da en transformant ; ind. 0 
0-0+* Sin 


_ -20 cos 0 + 6°? sin 0 
9—0+ cos 0 


= (en évaluant la limite) 


lim sin 0 = 0 
8-0* 


lim 8=0 Puisque In À = 0, donc A = e° = 1 
8—0* 

lim (sin 8} = 1 d’où lim (sin 0Ÿ = 1 

6—0* 8—0+ 
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h(x) = (1 + xÿ 


y 


5 
f=1+x 


-] 


lim (1 + x = 1 
x—07 


2 
lim (1+x} =e 
x=—07 


: 2 
DOUMUCERE Evaluons lim (1 + x)", qui est une indétermination de la forme 17”. 
x—07 


2 
En posant À = lim (1 + x)", nous obtenons 
407 


in À =In (im a + ») 
x—07 


= lim [in (OL ») (car In est une fonction continue) 
x—07 
.. 2n(i+x) NU 
—= 2 In (M) = k In M; ind. = 
x—07 X 0 
(+ 
a 1x 
ni 
Un 1 


= (en évaluant la limite) 


Puisque In À = 2, donc À = e? 


a 
d’où lim (1 + x)' = e? 
x—07 


Le tableau suivant présente un résumé des étapes à suivre pour lever des indétermi- 
nations à l’aide de la règle de L’Hospital. Il faut se rappeler que, fréquemment, une 
simplification de l'expression facilite le calcul de la limite. 


Indéterminations oeihe 
de la forme 
. et _ Appliquer la règle de L’Hospital, lim _ = lim _. À 
0: (+co) 1) Transformer le produit (f(x) g(x)) sous la forme d’un quotient pour obtenir une indé- 
termination de la forme ù ou _—_ 
2) Appliquer la règle de L’Hospital. 
+00 — co 1) Transformer la différence sous la forme d’un quotient, à l’aide de transformations 
et algébriques telles que : identités trigonométriques, dénominateur commun, conju- 
iii gué, etc., pour obtenir une indétermination de la forme ou _ 
2) Appliquer la règle de L’Hospital. 
O9, (+) et 1** | 1) a) Poser À égale à la limite à évaluer. 
b) Prendre le logarithme naturel de chaque membre de l'équation. 
c) Puisque In est une fonction continue, In (im fa) = lim (In (f))). 
d) Utiliser la propriété des logarithmes, In (M) = k In M. 
e) Transformer la fonction k In M, pour obtenir une indétermination de la forme ï ou _ 
2) Appliquer la règle de L’Hospital pour trouver In À et déterminer À, 


sachant que si In À = Z, alors À = e’. 
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EXERCICES 1.4 


1 


46 


. Parmi les limites suivantes, déterminer lesquelles 


sont des indéterminations, en précisant la forme 
d’indétermination dont il s’agit, et évaluer les 
limites qui ne sont pas des indéterminations. 


a) lim (xe*) b) lim (xe”) 


Il .… 

c) lim + d) lim 

tte 1s0+ É 

1\ ". 

e) lim (x — à f) lim(l+snx)* 

X—+00 X x—0 

Ca . 

e) lim (1) di) ju ee 

xit y—0 Yy 
i) lim(e* — 1} j) lim (cos 2x)" 

x—0 x—0 

— 1 

k) lim (' = =) 1) lim e + in ) 

u=1 2 In U x0+ | x 

. Répondre par vrai ou faux en expliquant votre 
réponse. 
x — 16 ru 2x 
a) lim = lim 
) 24 Vx 4 x—4 1 | 
2Vx 
— 32 (en évaluant la limite) 


2x +2 —20cosx 
2e* — 2e* 


RH lim 2 +2 sin x 
x20 4eX* — 2e* 


2 + — 1 
bin 2x 2 Sin X RH 


x=0 e* — 2e* x—0 


— 1 (en évaluant la limite) 


. Evaluer les limites suivantes. 


x +4x —5 X — 3x — 4x 
En ———— b) im ———— 
É. me x — 3 — x? ee rer 
V/2x + Vx-4 -4 
o Le 16 — x? ) PERD 
X — + COS X Le. 
e) En —— lim 
(8 V2x-r LR. us 
3 sin (tan 0) In (cos 0) 
Un in60) np 
1 
X __ &x 3x 
in CR 
x—0 X 
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4. Évaluer les limites suivantes. 


+. x A + 4x 
x2 X — 3x + 4 
FA Ce 


x30 X — Sin x 


x? + 2x — sin 2x 
x0  e* — 3x +2 


X — 10x + 20x72 — 15x + 4 


m 
x>1 3 + 3x — x 


2 cos x — 2x? + x? — 2 
m ue 
x—0 X° Sin X 


. Evaluer les limites suivantes. 


5x — 7 
bi 
a) Er 2 2 8x° 
7t + In 5t 
b) lim ——— 
done nor 
9 ip + 
2 == 
dÿ die SX + 7x — 1] 
X— +00 7x + 3x + 7 
4x — e* 
in —— 
S. Sn HD 
In x? 

Him ——— 
ACTES 
g) lim 

x—0 e* 

tan 20 


h a 
) (2) 1 + sec 20 
4 


6. Évaluer les limites suivantes. 


a) lim (xe*) 


X—+00 


b) lim (x In x) 

x—0+ 
: : 1 

c) lim (ax sin 5) 
X— +00 5x 

d) lim (e* — 1) csc 2x 
x—07 

e) lim 4x? In (In? x) 


f) lim e*In (e-* + 1) 


X—+00 


7. Évaluer les limites suivantes. 


slim | + | 


st |s—2 4—, 
. ex 1 
b) 1 _ 
) pe | 5x tan mA 


if 1 
9) im | x MG — 


d) lim a 1] 
Arctanx x 


e) lim ES 0 — 2 ] 


ÿ in É _ — 
x0t | x 1 — cos x 


8. Évaluer les limites suivantes. 
1 


a) lim (1 +x) 
x—0 
1 
b) lim ( + 1 
X— +00 X 


9. Évaluer les limites suivantes. 


a) lim x* 
x0* 
3 
b) li | 
) ne e 
c) lim ( + 4) 
X— +00 X 
3x 
d) lim ( = 3 
X—+00 X 
3x 
e) lim ( + 5) 
x=0+ X 


f) lim [| L 
x17 1 —x 


g) lim (In 2x)" 


h) lim (x — 5)°6-# 
x=5+ 


10. Utiliser, si c’est possible, la règle de L’Hospital 
pour lever les indéterminations suivantes. Si la 
règle de L’Hospital ne peut s’appliquer, lever les 


indéterminations en utilisant une autre méthode. 


._. Vx+l 
a) lim on 


11. 


2x — —2x 
Hess 
x0 26% — 2e 
3eX* — 3e 
mn ——— 
L ns 26% — 2e 
.. VI—-cosx 
d) im — 
x0+ sin x 


Évaluer les limites suivantes. 


. 2—Vx+3 
a) lim 
x=1 X — 1 
b) lim +——< 
x—0 X 
2 2 
jen POSE 
ÿ— +00 4y* 
d) lim > i 
3x sin o 
e) lim 5 


60 V1 —tan 70 — 1 


x? + 2x — 2 sin x 


f) lim 


x—0 e* — 2e* 


g) lim (in V9x +2 — In V4x +5) 


X—+00 


h) lim (1 + cos 0)? 
T7 
2 


1 2 
1) lim Ë —_— | 
x0 | X sin 2x 
et +e*—1—-2cost 
1-0 [A sin t 


k) lim e“(de* +1) 


“ls 


1) lim (e* —1) 


X— +00 


. V16x — x — 2Ÿ4x 
x—2 2 — Ÿ 2x 


n) lim | | ” | 
ff [2-3 V2r-3 
3 
o) lim (1 + 6x)* 
x=0+ 


p) lim (1 + 6x) 
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Réseau de concepts 


Formules de dérivation Différentielle Théorème de Rolle 
= 
Pages 5, 6, 7 Si y = f(x), alors dy = S1.f est une fonction telle que 
1) fest continue sur [a, b], 
2) fest dérivable sur Ja, b[, 
Dérivation implicite 3) f@) = FE), 


P alors 
Dérivation logarithmique Du graphique, 
Page 11 Ay — 
dy = 
Ày= , Si Ax = 
Théorème de Lagrange Théorème de Cauchy 
S1 f est une fonction telle que S1 f et g sont deux fonctions telles que 
1) fest continue sur [a, b], 1) fet g sont continues sur [a, b], 
2) fest dérivable sur Ja, b[, 2) fet g sont dérivables sur Ja, bl, 
alors 3) 8" # 0, V x € Ja. bL, 
alors =" 
Corollaire 1 Corollaire 2 
S1 f est une fonction telle que Si f et g sont deux fonctions telles que 
1) fest continue sur [a, b], 1) fet g sont continues sur [a, bl], 
2) f'@ =0,Vxe la, bl, DANCE 10), la 2 
alors alors 


Règle de L'Hospital 
Si lim est une indétermination de la forme ou : 
x—a £g x 


Pour les indéterminations des formes suivantes: 
Étape 1 : Transformer sous la forme 


Étape 2 : Appliquer la règle de L'Hospital 
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Exercices récapitulatifs 


& Administration 
\ Sciences de { M) Sciences 
W lanature 7 humaines 


Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes de 
synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies 
à la fin du manuel. 


_ . 
L® Chimie Le Physique 


AN outil 
© technologique 


1. Calculer: 
dy : L _. 
den si 2xty2 — 5xiyt = 5 
d 
b) . si cos (w°) = & 
c) G5} si sin (x? + y?) = 2y + 5x 
dx|\o.0) 
d) y” si e — e* = 3xy? 
(0, 0) 
dy 2x : = 
E) = si e” In y + sin 3x cos y = 1 
dx|0.0 
2 
f) ce si y — 2xy = 6x — 23 
dx =3 
g) 52 ce 
dxlx=2 


2. Soit la courbe définie par x? + y? — 6x — 8y = 0. 


a) Déterminer les points de la courbe où la 
tangente à celle-ci est 
1) horizontale ; li) verticale. 
© b) Représenter graphiquement la courbe et les 
tangentes précédentes. 


3. Soit les courbes définies par y* — 2x° = 14 et 


_ = + + 2 In x. Démontrer que les courbes sont 
2 
orthogonales au point P(1, 2). 
4. Utiliser la dérivation logarithmique pour calculer _. 
a) = (sin cn) 5x b) 1 — L— y 
=. sil 
c) y = (nx"* & »= (| x) 
x 
: _ œ > : dy 
5. Soit y = f(x)}‘”. Déterminer nn 
x 


6. Soit f(x) = 3(2x).. 


a) Déterminer l’équation de la tangente T 
à la courbe de f lorsque x = 1. 


b) Déterminer l’équation de la droite normale N 
à la tangente à la courbe de f lorsque x = 1. 


© c) Représenter graphiquement la courbe de f 


7: 


10. 


ainsi que T et N. 


Calculer d’une façon approximative les valeurs 
suivantes en utilisant la différentielle. 


1 : : 
a) Sn b) (1,98) c) V26 + Ÿ26 


. Un cube mesure 30cm d’arête. On recouvre 


ses faces d’une couche de peinture de 0,01 cm 
d’épaisseur chacune. 


a) Calculer dV, l'augmentation approxima- 
tive du volume, et AV, l’augmentation réelle 
du volume de ce cube. 


b) Calculer dA, l'augmentation approxima- 
tive de l’aire des faces du cube, et AA, 
l’augmentation réelle de l’aire des faces. 


. La fabrication d’un cylindre droit fermé aux 


extrémités nécessite moins de matériau lorsque 
la hauteur du cylindre est égale à son diamètre. 
En mesurant la hauteur d’un tel cylindre à 
l’aide d’un instrument de mesure dont la préci- 
sion est de +0,02 cm, nous obtenons 14,3 cm. 
Calculer approximativement, à l’aide de la 
différentielle : 


a) l'erreur absolue Æ de la mesure de l’aire À ; 
b) l'erreur relative E ; 


c) l’erreur relative E , en fonction de h et 
de dh, si la mesure de la hauteur et de 
la précision sont quelconques lorsque le 
cylindre satisfait les conditions énoncées. 
-T T 
Soit f(x) = sin x, où x E =. 2 
f DA) 
a) Déterminer l’équation L(x) de la droite don- 
nant l’approximation affine de f en x = 0. 


b) Représenter graphiquement, dans un même 
système d’axes, la courbe de f'et celle de L. 


c) Utiliser le résultat de a) pour déterminer 
l’approximation affine de 


D sin (TT): 


ü) sin (0,1). 
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11. 
(so) 


12: 


13. 


14. 


50 


La demande D d’un produit en fonction du prix 
p en dollars est donnée par D(p) = V 324 — p, 
où 0 < p = 324. Utiliser la différentielle pour 
déterminer approximativement la variation du 
revenu lorsque le prix du produit passe de 

99 $ à 100$. 


Soit la fonction ? 
f définie par le 
graphique 
ci-contre. 


Déterminer, parmi les intervalles [0, 1], [1, 2], 

[2, 31, [3, 4] et [4, 5]: 

a) les intervalles où les hypothèses du théorème 
de Rolle sont satisfaites ; 


b) les intervalles où la dérivée de la fonction s’an- 
nule en au moins un point de l'intervalle donné. 


Pour chacune des fonctions suivantes, 
déterminer la valeur c du théorème de Rolle 
après avoir vérifié les hypothèses de ce 
théorème. 


a) f(x) = x — 2x? — 5x + 6 sur [1, 3] 
b) g(x) = 5 + [x — 3| sur [1,5] 


c) y) = À + = sur Ë + 


d)_ F0 = 2 sur F1, 1] 
X 

e) fe = 11 sur | 2] 
X 


f) AG = VX sur [1,9] 

g) f(x) = V(x + 3) sur [-4, -2] 

h) g(0) = tan 0 sur [0, 7] 

il) x = — 38 + 1sur[-3,3] 

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer 


la valeur c du théorème de Lagrange après avoir 
vérifié les hypothèses de ce théorème. 


a) f@) = x sur [-2, 1] 

D GG = 6 donle a 
c) f@ = Ÿx — 1 sur [0, 8] 
d) f(x) = Arc tan x sur [-1, 1] 
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15. 


16. 


17. 


18. 


e) f(x) = x + 2 sur [-1,1] 


3 
ff = (4 — Va? sur [0, 16] 
g) f@x) = |cos x] sur [0, 7] 
h) f(x) = 3,8x° — 38x° sur [-3, 3] 
Démontrer les égalités suivantes et déterminer 
la valeur de C, où CE IR. 


a) In (csc x + cot x) + In (csc x — cot x) = C, 
où x e ]0, 7| 

b) (In x?)(n 2x) — (In x}? = (In 2x} + C, 
où x € JO, +co| 


Î = 5% 
2 


Arc ta 
Gt de 


]= Are an (a + C,oùxelIR 


Utiliser le théorème de Lagrange pour 
démontrer que: 


a) sin x = x, où x € |-0, 0] 

b) sin? x = 2x, où x € [0, + 

c) VI+2x< 1 + x, où x € [0, +co[ 
d) e“>ax+l,oùxe ]0, +[eta>0 


e) (1 +x) > (1 + nx),oùn > letx > 0 


7 


a) Soit f(x) = x”"(x — 1)", où m et n sont des 
entiers positifs et x € [0, 1]. 


1) Après avoir vérifié les hypothèses 
du théorème de Rolle, déterminer c du 
théorème de Rolle. 


11) Déterminer le rapport de la longueur 
de 0 à c,sur la longueur de c, à I. 


Soit g(x) = x*(x — 1}, h(x) = xx — 1}? 

et k(x) = x/(x — 1), x ef0, 1], satisfaisant les 
hypothèses du théorème de Rolle. 
Déterminer les valeurs respectives cc, et 

c, du théorème de Rolle pour les fonctions 
g,hetk. 


b 


7 


Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer 
la valeur c du théorème de Cauchy après avoir 
vérifié les hypothèses de ce théorème. 


a) f(x) = sin 2x, g(x) = cos 2x sur EÆ . 


b) fG) = e*° — 1, g(x) = e*° + 1 sur [0, 1] 


19. Soit deux fonctions continues sur [0, 8] et déri- 
vables sur ]0, 8[, définies par f(x) = x? + 4 et 
gx) = x + 1. 

a) Déterminer la valeur c, du théorème 
de Lagrange pour f. 

b) Déterminer la valeur c, du théorème 
de Lagrange pour g. 

c) Déterminer la valeur c du théorème 
de Cauchy pour ces deux fonctions. 


Évaluer les limites suivantes. 


20. 


Sin X — X 
2 


a) lim 


x—0 x 


F) lé x — tan x 


x=0 


X Sin x 


c) lim (e* Arc tan e*) 


X—+00 


e* + 4x — 7 
d) lim ——— 
ut CE 4 3% — il 


e) lim (2)"? 


. x — Arctan x 
D) mm 
x>0 X — Arc sin x 


g) lim nl 


x=0 ex 


h) lim xin (in lu ) 
x—0 a 


i) lim (7° sec x — 4x tan x) 


x 7 


Du É + 1) 


X—+00 3x = 1 


ne 
e* — 1] 


D lim 2(tan 7x) =? 


: 1 
k) lim EE = 


x—0 


nt) 


x + x sin 2x 


ji 
mn A X — Sin 2x 

_ VI+x+VIi-x-2 
n) lim - 

x—0 X 


o) lim x(4* — 1) 


XD +00 


p) Fe. Sin x 


0 1 — cos Vx 


q) lim ( ie —= 
x—0+ 


r) lim É _ Va +4 + 25) 


S) 


Ù 


21. Soit f(x) = Arc tan G) où x € JO, +oo|, 


et A(x), l’aire du rectangle délimité par les axes 


x +00 


. 2x + 50 
li 
x—-00 = Sy 
DL 
lim —< 
x=0+ X 


dont la base est x et la hauteur f(x). Déterminer 
À lorsque la base du rectangle tend vers l’infini. 


22. La vitesse, exprimée en m/s, d’un parachutiste 
Qù en chute libre, r secondes après sa sortie de 


\EE7 


[ES ñ 25 ñ 
mg e\ m = e \ m 
v,() on k Te CE 


où m est la masse en Ed 
kilogrammes du parachu- F 
tiste, k, le coefficient de 

la résistance de l’air et g, 


l’avion, est donnée par 


e Vm! 


ET 
eY\m + 


l'accélération gravitation- 


nelle égale à 9,8 m/s. 


B— 


a) Déterminer théoriquement la vitesse v, 


b 


) 


c) 


23. a) 


b 


7 


d’un parachutiste après un temps infini. 


Déterminer cette vitesse en km/h si 
k=0,let 
i)m = 75 kg; üi) m=110Kkg. 


Lorsque k = 0,1, représenter dans un même 
système d’axes sur [0 s, 20 s] les courbes 
v.,.(®), où m = 75 kg, v.,,(, où m = 110 kg, 


et AU = 9,81, la fonction donnant la vitesse 


110 


théorique d’un objet en chute libre sans tenir 
compte de la résistance de l’air. 


Évaluer les limites suivantes. 
: : 1 1 
1) lim = = — | 
mp LE sin x 
Re 1 1 
ii) lim LE sin? : 
te 1 1 
oo . L sin” = 
Déterminer lim 


1 1 
= — … selon la 
x—0 


valeur de n, où n e IN. 
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24. a) Évaluer les limites suivantes. 
i) limx ii) lim x°° 
x=0+ x=0* 
ii) lim (xY 
x—0+ 
© b) Représenter graphiquement, dans un même 
système d’axes, les fonctions f(x) = x, 
gx) = x°et h(x) = (x), sur [0 ; 1,5]. 


25. Utiliser, si possible, la règle de L’Hospital pour 
lever les indéterminations suivantes. Si la règle 
de L’Hospital ne peut s’appliquer, lever les 


indéterminations en utilisant une autre méthode. 


: 3x2? + sin 2x 
à) En ——— 
RE IC OSIOT 
b) lim (3e — e-% 
X——00 
c) lim (x JÈ Can) so 
Dis 


d) lim (VE + ax =. 


lim : — Eu 
© ex 
Ds tan 5x 


(7) tan 3x 
.. (5 +2cosx)Inx 


X— +00 D 


. Sin (sin x) — x 
im Sin (Sin 2) 


x—0 
1) lim (In x — e*) 


EE . fi 
j) limxsin = 


x—0 


(cos 2x — 1) sin 4x 


k) lim = 
1-0 X° COS x 
. Sin (3x) In x? — x In (x + 5x) 
D © 
x-0+ x In x? 


m) lim 32 2 
x—+0 1 + 8x 


26. Évaluer les limites suivantes, où a > 0 et b > 0. 


a) i) lim (1 + ax) ii) lim (1 + ax) 
x0+ X— +00 


bx 
ü) lim ( " £ 
X 


x—0* X—+00 


b) i) lim ( F 2 i 
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27. La valeur finale À, d’un capital initial À, est 


&) donnée par 4, = A [1 + à , où x est le 


nombre de capitalisations annuelles, j, le taux 
d'intérêt nominal et f, le nombre d’années. 


a) Déterminer À, lorsque x — +ce. 

b) Déterminer À, lorsque x — + et lorsque 
DA AIOOUR ESS 7Etr= sans. 
ii) À, = 9000$, j = 4%ett = 7 ans. 


28. Sachant qu’une fonction, définie par 
F0) = px + gx + s,où p,getse IR, etp # 0, 
est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, bl, 
démontrer que la valeur c du théorème de 
Lagrange est la valeur située au milieu de [a, b]. 


29. Le nombre N de maisons vendues dépend 
du taux d'intérêt i. Soit 3N° + iVN + à = 383 
la relation entre N et i, où N est le nombre 
de maisons vendues (en milliers) et à, le taux 
d'intérêt en pourcentage, i € [2; 6,5]. 


a) Calculer le taux de variation de N par 
rapport à à, lorsque N = 9eti = 5%, 
et interpréter le résultat. 


b 


Let 


Si la Banque du Canada estime que le taux 


_ diminuera de 0,5 % durant la prochaine 


aN 
année, calculer _. lorsque N = 9eti=5%, 


et interpréter le résultat. 


© c) Représenter graphiquement la relation entre 
Du 


1. Soit fx) = 4 É — 2 cos Æ D) )} 


© a) Compléter le tableau suivant. 


x 1 10 20 30 
fx) 


© b) Évaluer, si c’est possible, à l’aide du tableau 
précédent, lim FX). 


100 


c) Évaluer, en utilisant la règle de L'Hospital, 
lim f(x). 


d) Déterminer laquelle des réponses de b) ou 
de c) est exacte. Expliquer votre réponse. 


2. Calculer dy si: 
dx 
x 3] 
b) »=( 
Y 
d) y=X2+(3x+1)* 


f) y = x*% + (tan x) 


e (1 — x*)e* 
h) y = (5x2 — 2x+1) 


a) x = In (x + 1) 


c) y = x" (cos x) 


e) e° cos (27) — Le tan y 


10° cos 3x 


Vx sin x 


op 


3. Soit la courbe définie par 
Arc sin y + 4 Arc tan x = 2xy + 7. 


a) Déterminer l’équation de la tangente et de la 
droite normale à cette tangente à la courbe au 
point P(a, 0), aprés avoir déterminé la valeur de a. 


© b) Représenter graphiquement la courbe, la tan- 
gente et la droite normale. 


4. Soit la lemniscate de Jacques Bernoulli 
(1654-1705) définie par (x? + y?)? = x? — y2. 


a) Déterminer algébriquement les coordonnées 
des points P(x, y), où x Æ y, de la courbe où la 
tangente à la courbe 


1) est horizontale; 
ii) est verticale. 


© b) Représenter graphiquement la courbe et les 
points trouvés en a). 


5. Soit le folium de Descartes (1596-1650) défini 
par x° + y* = 3axy, où a > 0. 


© 9 


Problèmes de synthèse 


a) Déterminer algébriquement les coordonnées 
du point P(x, y), où x Æ y, de la courbe où la 
tangente à la courbe 
1) est horizontale ; 


li) est verticale. 
b) Déterminer l’équation de la tangente à la 


courbe au point d’intersection du folium de 
Descartes et de la droite y = x lorsque x Æ 0. 


Pour a = 1, représenter graphiquement 
le folium de Descartes et les tangentes 
trouvées en a) et en b). 


. Déterminer le point d’intersection R des droites 


perpendiculaires à la courbe définie par l’équa- 
tion (xy° + y)? = x? + 16 lorsque x = 0. 


. soit l’ellipse d’équation 


ne 5 de AN de à) = I} 
a) Trouver le point de maximum A et le point 
de minimum B de l’ellipse. 


b) Déterminer l’équation des droites verticales 
D, et D, qui sont tangentes à l’ellipse. 


© c) Représenter graphiquement l’ellipse, les 


8. 


10. 


points À et B ainsi que les droites D, et D.. 


Soit la courbe définie par x — y? + 4y = 7. 


a) Trouver l’angle aigu 6 entre les tangentes 
à la courbe lorsque x = 7. 


b) Trouver les points A(x, a) et B(x, b) de 
la courbe, de façon que l’angle entre 
les tangentes soit de 90°. 


. Soit f(x) = x", où x > 0. Construire le tableau 


de variation relatif à f” et à f”, et tracer 
le graphique de cette fonction. 
Soit g(x) = 1 +2Inx,oùxe ]0,2]. 


a) Déterminer l’équation L(x) de la droite 
donnant l’approximation affine de g en x = 1. 


b) Représenter graphiquement, dans un même 
système d’axes, la courbe de g et celle de Z. 


c) Utiliser le résultat de à) pour déterminer 
l’approximation affine de 


i) 1 + In (0,64); 
ii) In (1,21). 
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“hr 


© e) 


12 
e 


S) 


13. 
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La concentration C (en mg/ml) d’un médi- 
cament dans le sang d’un patient, f heures après 
l'injection, où f € [0h, 10h], est donnée par 


9. 


OP 


a) Utiliser la différentielle pour déterminer 
approximativement la variation de la concen- 
tration pour les intervalles de temps suivants : 


C(?) = 


1) lhet1,5h après l'injection; 
1) 2het2,25h après l'injection. 
b 


= 


Déterminer approximativement, à l’aide de 
la différentielle, le temps nécessaire pour 
avoir une variation de concentration du 
médicament de -0,056 mg/ml 


1) 5 heures après l’injection; 
li) 7 heures après l’injection. 


c) Déterminer à quel instant la concentration 
sera maximale et calculer cette concentration. 


d 


7 


Déterminer l’intervalle de temps pendant 
lequel la concentration du médicament est 
supérieure à 0,1 mg/ml. 


Représenter graphiquement, dans un même 
système d’axes, les courbes de C(r) et C'(r). 
Soit une compagnie dont les profits P, en 
fonction de la quantité d’unités g d’ ques 


vendus, sont donnés par P(q) = 
où g e[0, 4001]. 


a) Déterminer approximativement, en utili- 
sant la différentielle, l'augmentation en 
pourcentage du profit lorsque la quantité 
d’objets vendus passe de 


1) 100 à 105; 
ii) 150 à 160; 
iii) 250 à 254. 


50 qe, 


b 


7 


Déterminer à partir de quelle valeur de g 
l’augmentation en pourcentage du profit sera 
négative. 


Soit l’équation tan x = 1 —x;oùxe 0, 1[. 


a) Démontrer qu’il existe une solution à 
l’équation en utilisant le théorème de 
la valeur intermédiaire. 


b) Démontrer qu’il existe une solution à 
l’équation en utilisant le théorème de Rolle 
où f(x) = (x — 1) sin x sur [0, 1]. 
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© 


14. 


". 


\ 7 


15. 


16. 


17. 


18. 


Le fonction À donnant 


c) Représenter graphiquement les fonctions 
g(x) = tan x et h(x) = 1 — x,oùxe[0, 1],et 
déterminer approximativement la valeur de 
ce ]0, 1[ telle que g(c) = h(c). 


La position d’un mobile en fonction du temps 

est donnée par x(f) = 61? — f + 4, où x(f) est en 

mètres et f € [0, 4] est en secondes. 

a) Déterminer les temps où la vitesse instantanée 
du mobile sera égale à la vitesse moyenne 
de ce mobile sur [0, 4]. 


b) Déterminer le temps où la vitesse instantanée 
du mobile est maximale et calculer cette 
vitesse maximale. 


c) Représenter dans un même graphique les 
fonctions position, vitesse et accélération 
sur [0, 4]. 


Soit les courbes xy = cetx? — y = k,oùc 
etke R:. 


a) Trouver les points d’intersection P (a,, b) 
et P,(a,, b.) des courbes précédentes en 
fonction de c et de k. 


b) Démontrer que les courbes précédentes se 
rencontrent perpendiculairement. 


Soit f(x) = 3x° — 20x°. Déterminer la valeur c 
du théorème de Lagrange sur [x,, x,], où 
P,(x,,.f (x,)) est le point de maximum relatif 

de f'et P,(x,, f(x,)), le point de minimum re- 
latif de f. 


Utiliser le théorème de Lagrange pour 
démontrer que: 


x 
—"— < +co 
Pie n(x+1)=<x,oùxe [0, + 


3 
b) , - # < sin x = x, où x € Lo 7 
6 2 
On estime que la 


la hauteur, en mètres, 
entre un télésiège 
et une droite 
horizontale issue de 
la base du premier 
poteau, est donnée par 

h(x) = 0,006x° — 0,1x + 9, où x représente 

la distance horizontale, en mètres, entre le 
télésiège et le premier poteau, sachant que la 
distance entre les deux premiers poteaux est de 
100 mètres. 


19. 


20. 


21. 


22. 


a) Trouver la distance maximale D entre 
la corde rectiligne reliant le sommet des 
deux poteaux et le télésiège. 


b 


Trouver la distance minimale d entre 
le télésiège et le sol. 


Le 


c) Sachant que la vitesse horizontale du télésiège 
est de 1,8 m/s, déterminer la vitesse verticale 
du télésiège si celui-ci se trouve à une 
distance de 
1) 5 m du point de départ; 

ii) 5 m du point d’arrivée. 


d 


7 


Représenter sur le graphique ci-dessus les 
distances D et d. 


Soit la courbe définie y 
par Vx + Vy = C,où 
CE R. La droite L est 
une tangente quelconque 
à la courbe. Démontrer 
que r + s = k, où 

ke KR, et déterminer 

la valeur de k. 


R(O, r) 


S(s, 0) x 


Soit f(x) = e *, où x E[O, +oof. 

a) Déterminer le point P sur la courbe de f 
où l’aire À du triangle rectangle délimité 
par les axes et la tangente à la courbe de f 
est maximale. Déterminer cette aire maximale. 

b) Déterminer À lorsque la base du triangle 
tend vers l’infini. 


a) Démontrer l'égalité suivante et déterminer, 
selon la valeur de x, la valeur de C, où C ER. 


Are tn + = = Arc tan x + C 


b) Représenter graphiquement la courbe de 
ar 


Arc tan et celle de Arc tan x. 


Utiliser les propriétés des limites et la règle 
de L’Hospital, si nécessaire, pour évaluer 
les limites suivantes. 
(50°? + 7) sin 30 

0e’ 


a) lim 
9-0 


23. 


Don = Æ 
+ X 


x—0 
t 
(+) 
E) on = 
it (21 + Inf) 
s LV, | 
s— Vs 


tn 
X 


+ anal 


d) lim 


S—>+c 


Le 


ex 


CG — Arc tan x | 
2) 
=5 
im [== 2 + xsin (2) É | 
X— +00 26 X 
; x5831 + 1 
Den 


h) lim x ( — xsin (D) 
X— +0 X 


X—+00 


| 
1) Jim e = In x 
De V2aix — x — a V ax 


4 
ax° 


a 


a — 


Évaluer, si c’est possible, les limites suivantes 
en justifiant votre réponse. 


a) 
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25. 


© C) 


27 
© 
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. Soit f(x) = 


sin (tan x) — tan (sin x) 


Évaluer lim f(x) et représenter graphiquement 
x=0 


la courbe de f. 


Soit f(x) = [2 _ 4ÿ]® = 2) 
a) Trouver les valeurs de x telles que f(x) = 1. 


[2 — doc si x£a 
k S) = 


b) Si g(x) = 


trouver la valeur de a et celle de k pour que 
la fonction soit continue en x = a. 


c) Représenter graphiquement la courbe de g. 


. On ensemence un lac avec des truites. Des 


écologistes estiment que le nombre N de 
truites en fonction du temps f, en mois, 
31 + 240061 
Su ec 


a) Déterminer le nombre 


de truites ensemencées. 


est donné par N(f) = 


b) Selon cette estimation, 
déterminer théorique- 
ment le nombre de 
truites présentes dans 
ce lac après une très 
longue période de temps. 


Trouver l’équation de LS 
l’asymptote horizontale correspondante 
et représenter la courbe de N et l’asymptote 


trouvée. 


Déterminer algébriquement, s’il y a lieu, 

l’équation des asymptotes verticales et 

horizontales pour chacune des fonctions 

suivantes. Représenter graphiquement 

les fonctions et les asymptotes. 
Dress 

DO ere 


CHAPITRE 1 Dérivées et théorèmes d'analyse 


Arc sin (Arc tan x) — Arc tan (Arc sin x) 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


b) f(x) = ( dE . sur JO, +col 


X 


c) f(x) = 

) f) DOC nt 2 

Un lanceur de marteau doit idéalement laisser 
partir le marteau de façon à ce que la trajec- 
toire du marteau soit perpendiculaire à la ligne 
arrière du terrain. 


L: lanceur 


Déterminer la distance officielle du lancer si le 
marteau franchit 80 mètres à partir des points : 
a) M(1,7;b), où b> 0; 

b) M,(1,75; b), où b < 0. 


Nous appelons a une valeur fixe d’une fonction f, 
sif(a) = a. Démontrer que si f est dérivable et que 
f') Æ#1,VcEelR, alors la fonction f possède au 
plus une valeur fixe. 


Soit f une fonction continue et dérivable sur IR. 


a) Démontrer que si f” a k zéros distincts, alors 
fa au plus k + 1 zéros distincts. 


b) Sif” est définie et a k zéros distincts, déter- 
miner le nombre maximal de zéros que f 
possède. 


c) Sif” est définie et a k zéros distincts, déter- 
miner le nombre maximal de zéros que f 
possède. 


Énoncer et démontrer le théorème de Cauchy, 
en appliquant le théorème de Rolle à la fonction 
H(x) = [fb) — fa)] 80 — [8(b) — g(a)l fx), 


pour x € [a, b]. 


Démontrer que si lim ns est une indétermination 


X—D+00 a 
de la forme is alors lim 0) = Jim fo) 
0 ete g(X) x+e g'(x) 
dernière limite existe ou est infinie. 


, Si cette 
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2.2 Intégration à l'aide d'un 
changement de variable 


2.3 Résolution d'équations 
différentielles 


2.4 Applications de l'intégrale 
indéfinie 

Réseau de concepts 

Exercices récapitulatifs 


Problèmes de synthèse 


Intégration 


ans le cours précédent, nous avons vu qu’à partir d’une 

fonction f il était possible de trouver une nouvelle fonction 

f'appelée «dérivée de f». Nous verrons maintenant com- 
ment procéder de façon inverse, c’est-à-dire comment trouver une 
fonction dont la dérivée est donnée; c’est ce qu’on appelle «inté- 
grer». Nous donnerons la définition de l'intégrale indéfinie ainsi 
que ses propriétés. Quelques formules d'intégration de base et la 
méthode du changement de variable nous permettront d'intégrer cer- 
tains types de fonctions. D’autres méthodes d'intégration, vues au 
chapitre 4, peuvent être étudiées immédiatement après la section 2.2. 
Nous verrons également des applications de l’intégrale indéfinie 
dans différents domaines, tels que la physique, l’économie, la démo- 
graphie, etc. 


En particulier, l'étudiant pourra résoudre le problème suivant. 


Pour endormir un chat au cours d’une opération, on lui administre 
un produit ayant une demi-vie de 3 heures. Une quantité mini- 
male de 18 ml/kg du produit est nécessaire pour qu’un chat reste 
endormi pendant une opération. Déterminer la dose à injecter à 
un chat de 5,5 kg pour qu’il reste endormi durant 45 minutes, 
sachant que le taux d'élimination de la quantité de médicament 
est proportionnel à la quantité présente. 


(Voir les problèmes de synthèse, n° 12, page 121) 


(1 


2) LA : 4 


PERSPECTIVE : HISTORIQUE 


Le calcul différentiel et intégral: 
un calcul qui associe ce qui semble a priori sans lien 


ans le cadre de la recherche de méthodes pour 

déterminer l’aire d’une surface délimitée par 

une courbe et ce que nous appelons aujourd’hui 
l’«axe des abscisses », le mathématicien français Grégoire 
de Saint-Vincent (1584-1667) remarque que l’aire A(z) 
sous le graphe de l’hyperbole équilatère, y = 1/x, entre 
0 et z, a la propriété A(xy) = A(x) + A(y). Or, cette pro- 
priété est caractéristique de la fonction logarithme. Dès 
lors, le calcul de l’aire sous le graphe de la fonction 
y = 1/x devient un moyen de calculer des tables de loga- 
rithmes. Toutefois, le calcul d’aire reste à l’époque une 
question difficile. Evangelista Torricelli (1608-1647) le 
montre clairement avec son paradoxe. Si on considère 
qu’une surface est formée de la somme des segments qui 
la composent, alors, dans un rectangle de hauteur 1 et de 
longueur 2, les deux triangles déterminés par une diago- 
nale devraient être d’aire différente. 


En effet, le rapport des segments a et b étant toujours 1/2, 
le triangle du haut devrait avoir une aire qui représente la 
moitié de celle du triangle du bas. C’est en réaction à ce 
genre de paradoxe que les mathématiciens du xvrI° siècle 
ont commencé à considérer les surfaces comme étant 
composées de rectangles dont la base est infinitésimale. 
Parallèlement, ils s'intéressent aussi au problème de la 
détermination des tangentes à une courbe et à celui de 
la détermination de la longueur d’une courbe en associant la 
pente de la tangente à un minuscule triangle rectangle dont 
les cathètes sont aussi des infinitésimaux et l’hypoténuse 
se confond avec la tangente. Peu à peu, on cherche à mettre 
en place un genre d’arithmétique des infinitésimaux. Il en 
découle un usage de plus en plus répandu des séries pour 


représenter, et calculer, les fonctions les plus courantes. 


C’est dans ce contexte que, de passage à Paris en tant que 
diplomate de 1672 à 1676, l'Allemand Gottfried Wilhelm 
Leïbniz (1646-1716) s’initie aux mathématiques de pointe 
de son époque. Il remarque que, si on a une suite crois- 
sante de nombres À, B, C,..., X, alors X — A est égal à 
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la somme des différences successives de ces nombres, ce 
qui découle du fait que l’addition et la soustraction sont 
des opérations inverses. Il constate que cette observation 
s'apparente au fait que les sommes d’expressions infini- 
tésimales qui sont utilisées dans les calculs d’aire ou de 
longueur peuvent être calculées si on connaît les deux 
«extrémités » d’une suite qui ont ces expressions comme 
différences. Après avoir longtemps cherché un symbolisme 
pouvant exprimer ce résultat, 1l 


en vient à le noter par | dy = y, 


d signifiant différence et [ sym- 
bolisant somme, que nous appe- 
lons maintenant «intégrale ». Ces 
deux symboles apparaissent donc 
comme des opérateurs inverses, 
lun annulant l’autre. Ce résultat 
est ce qu’on appelle le «théorème 
fondamental du calcul différentiel 
et intégral» (voir le théo- 
rème 3.8, page 147). Quelques 
années auparavant, l'Anglais 
Isaac Newton (1642-1727) était 
arrivé à une conclusion semblable 
par des chemins très différents et 
plus complexes. 


Isaac Newton 
(1642-1727) 


L'importance de ce résultat est 
tout de suite reconnue par la 
communauté mathématique du 
temps. C’est pourquoi chacun des 
deux mathématiciens veut être 
reconnu comme le fondateur du 
nouveau calcul. La vive contro- 
verse qui s'ensuit envenime pendant une centaine d’années 
les relations entre les mathématiciens anglais et les mathé- 
maticiens de l’Europe continentale. Elle se manifeste entre 
autres dans les notations utilisées. Même si Newton n’a 
pas développé de notation vraiment efficace pour effectuer 
les calculs, les Anglais restent fidèles à la façon d'écrire 
du grand physicien jusqu’au début du xix° siècle. De leur 
côté, les Européens du continent adoptent plutôt la notation 
de Leibniz, qui facilite grandement l’acquisition d’automa- 
tismes dans les calculs. Les notations actuelles découlent 
de celle de Leibniz. 


Gottfried Wilhelm 
Leibniz 
(1646-1716) 


Exercices préliminaires 


1. Déterminer l’aire totale À et le volume V 
a) d’un cube d’arête c; 
b) d’un cylindre de rayon r et de hauteur h; 
c) d’une sphère de rayon r; 


d) d’un cône de rayon r et de hauteur h. 


2. Compléter les égalités. 
a) cos? 0 + sin? 0 = ____ 
b) 1 + tan? 0 = ____ 
c) 1 + cot? 0 = _____ 
d) sin (A + B) = ____ 
e) sin (À — B) = ____ 
f) cos (A + B) = 
g) cos (A — B) = ____ 
3. a) Exprimer sin 20 en fonction de sin 8 
et cos 6. 


b) Exprimer cos 20 en fonction de sin 0 
et cos 0. 


c) Exprimer cos 20 en fonction de cos 0. 
d) Exprimer cos 20 en fonction de sin 0. 
e) Exprimer sin? 0 en fonction de cos 26. 
f) Exprimer cos? 6 en fonction de cos 26. 
4. Effectuer la multiplication des expressions 
suivantes par un de leur conjugué et exprimer 


le résultat à l’aide d’une seule fonction 
trigonométrique. 


a) 1 — cos 0 


b) 1 +sect 


5. Exprimer N en fonction de f, si: 


a) nN=5t 

Dinde 

5) ln (à) 7. 
100 


d) In (SN) = -4t + In 100 


6. Exprimer les expressions suivantes sous la 
forme a?. 


il 25 
a) oui 5) 
—] 3 
b) Fo (Dx 
7. Effectuer les divisions suivantes. 


2x? — 3x2 — 7x +9 
x +1 


a) 


3x + 7x +5 


b 
) 3 4e € 


8. Démontrer que In |sec x| = -In |cos x|. 


9. Compléter. 
LPO) EE 
DAIAGIE——SS 
c) Lf@ 8@)]" = —_ 
DECO 
10. Soit f(x) = -In (csc x + cot x) et 


g(x) = In (esc x — cot x). 
Démontrer que f'(x) = g'(x). 


11. Déterminer la valeur de C dans les équations 
suivantes. 


1 
à 
a) »-(2e+c) , Si y = 4 lorsque x = 3 


b) y= ++ C, si y = -3 lorsque x = 1 
c) y = C(e* + 5), si y — 10 lorsque x = 0 


d) y = Csin 26, si y = 3 lorsque 8 = 


12. Compléter le corollaire 2 du théorème 
de Lagrange. 


Si f et g sont deux fonctions telles que 
1) fet g sont continues sur [a, b], 
2) FO = g'Q), Vxe la, bT, 


alors 
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2.1 Intégrale indéfinie et formules de base 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra donner la définition de l'intégrale indéfinie, 
énoncer certaines de ses propriétés et déterminer l'intégrale indéfinie de certaines fonctions. 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 


+ de donner la définition de primitive (ou d’antidérivée) ; 
* d’utiliser la terminologie et la notation de l’intégrale indéfinie ; | FO) dx = FQ) + C, 
* d'appliquer les formules d’intégration de base ; si F'( = f@ 


* d'utiliser certaines propriétés de l’intégrale indéfinie ; 
* de transformer la fonction à intégrer afin d’utiliser, si c’est possible, les formules de base. 


Intégrale indéfinie 
Dans le cours de calcul différentiel, nous avons calculé des dérivées de fonctions. 


Nous amorçons maintenant l'étude du processus inverse, c’est-à-dire déterminer 
une fonction dont la dérivée est donnée. 


DÉFINITION 2.1 Une fonction F est appelée primitive (ou antidérivée) d’une fonction f si 
F'@ = fo 


SOUUERE Donnons quelques exemples de primitives. 


F(x) est une primitive de. … f(x)... … car F'(x) = f(x) 
a) F(x) = 2x + e* FQ) = 8x + 5e* | (2x4 + ee)! = 8x + 5e* 
=. ot 
b) F(x) = 7Vx +5 FO = 7 (7VXx +5) . 
c) F(x) = sin 3x — 6 fx) = 3 cos 3x (sin 3x — 6)" = 3 cos 3x 


| Exemple 2 Vérifions qu’une fonction f peut avoir une infinité de primitives. 
x* est une primitive de 4x’, car (xt)! = 4x; 
(x* + 3) est une primitive de 4x°, car (x* + 3)’ = 4x’; 
(x — 4) est une primitive de 4x4, car (x* — 4)" = 4x, 


De façon générale, si C € IR, alors 
(x + C) est une primitive de 4x’, car (x* + C) = 4x. 


Ainsi, 4x° a une infinité de primitives. 


Remarque Soit F(x) et G(x), deux primitives d’une fonction f(x). 
Puisque F'(x) = G’(x (car F'(x) = f( et G'(x) = fx) 
d’après le corollaire 2 du théorème de Lagrange, nous avons 

Gi = Fr) + C,où CEIR. 
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DÉFINITION 2.2 Nous appelons intégrale indéfinie de la fonction f(x), notée Î fQ) dx, toute 


expression de la forme F(x) + C, où F(x) est une primitive de f(x) et C € IR. Ainsi, 


[ro dx = Fo + C, si F'( = f(X 
Le symbole il est appelé signe d’intégration. 


La constante C s’appelle constante d’intégration. 


La fonction f(x) est appelée intégrande. 
Le x de la différentielle dx nous indique que x est la variable d'intégration. 


[ fQ dx = F(x) + C Ainsi, Î f@ dx = F(x) + C (si F'(x) = fx) 


| | | | 


Intégrande Variable d'intégration  Primitive Constante d’intégration 


Remarque Nous pouvons également écrire: 


[ro à = su + c : [La fooa- 00 +c 


SOUMUCKE Identifions l’intégrande, la variable d’intégration, la primitive et la 
constante d’intégration dans les intégrales indéfinies suivantes. 


[ 3x2 dx = x +C Î 2 dx = Le = (ei (car ()' = 3x2) 


Intégrande Variable d'intégration Primitive Constante d'intégration 


| | | | 


[ sec? 0 dû = tan0 + C | sec? 0 d0 — tan0 En C (car (tan 0)’ = sec? 0) 


Formules de base pour l'intégrale indéfinie 


Dans cette section, nous donnerons des formules d'intégration de base essentielles 
pour calculer des intégrales indéfinies. 


D | ! x 
= — (x) = — (5x) = xt, nous avons | xt dx = —+cC. 

5 5 5 

1 


Puisque É 


5 
Hd r + 

De f énérale, si r À -1, = +1} = 

e façon générale, si r E—) TS ) el 


x” = x’, 


ainsi nous obtenons la formule d’intégration suivante. 


r+l 
FORMULE 1 [ra - + CoèreRetr#-l 
10 
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fa-xte 


FORMULE 2 


OUURE Calculons les intégrales suivantes. 


x ti x!° 
9 dx = tort 
» Ja MD) 10 
T7 + 1 
D fra=2 Ce 
Tnt. 


Il faut parfois transformer l’intégrande avant de pouvoir utiliser la formule 1. 


| Exemple 2 | Calculons les intégrales suivantes. 


Le F) 3 
2 
s4+i 53 =il 
— ds = | 5-4 ds = CC 
o | 7 ds [s ds ae (C = C 3 C 


L 
3 


Es +1 - 
o [+ a=|Fa-s +HC= +c=3vric 


HO 


4 : 1. 1 
Dans le cas où l’exposant r = -1, nous avons à trouver Î x”! dx, c’est-à-dire Î . dx. 


En calculant la dérivée de In | x| pour x # 0, nous obtenons 
: ; , I 
six>0,In|x|=inx,  alors(in|x|} = (In x) =. 


six < O,1n [x] = In (-x), alors (In |x|) = (In (-x)) = = = . 


Le | 
Donc, (In |x|) = > ainsi nous obtenons la formule d'intégration suivante. 


[Ex = lai + c 
ï 


Le tableau suivant contient les formules de base 1 et 2 ainsi que les formules 
d'intégration de base obtenues à partir des formules de dérivation des fonctions 
trigonométriques (formules 3 à 8), exponentielles (formules 9 et 10) et trigonomé- 
triques inverses (formules 11 à 13). 
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Formules de dérivation 


Formules d'intégration de base 


xt! 0 x't! 
| = x, sir £ -l Formule 1 fra- + C sir £-1l 
Fr il pool 
nt, 1 
{in |x)' =— Formule 2 —dx=In|x| +C 
# x 
(sin x)’ = cos x Formule 3 Î cos x dx = sin x + C 
(cos x)’ = -sin x Formule 4 Î sin x dx = -cos x + C 
(tan x)’ = sec? x Formule 5 | sec? x dx = tan x + C 
(cot x)’ = -csc? x Formule 6 | csc? x dx = -cot x + C 
(sec x)’ = sec x tan x Formule 7 | sec x tan x dx = sec x + C 
(csc x)’ = -csc x cot x Formule 8 Î csc x cot x dx = -csc x + C 
(e*)' = e* Formule 9 [e dx=eæ+cC 
(@)' = ælna,aeR*\{1} | Formule 10 Jeep ae R*\{1} 
1 
ATC Sin x) = ——— Formule 11 |— dx = Arc sin x + C 
Me Vie 
(Arc tan x)’ = : Formule 12 = AT ANX E C 
Il + 
(Arc sec x)’ = ne Formule 13 Eu dx = Arc sec x + C 
Ve — |] Ve — il 


Propriétés de l'intégrale indéfinie 


Lorsque nous ne pouvons pas utiliser directement une des formules d'intégration de 
base précédentes, les théorèmes suivants permettent de transformer l’intégrande afin 
de possiblement utiliser une ou plusieurs de ces formules de base. 


Rappelons d’abord deux théorèmes, relatifs aux dérivées, étudiés dans le cours de 


calcul différentiel. 


(FO) = kF'@ 


et 


2.1 


GO + 8@) = ff" + 8" 
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THÉORÈME 2.1 Si | fQ) dx = F( + Cet Î g@) dx = GX + C,, alors 
a) [arc = k J rc a oùke R 


b) Î LG + gQ)] dx = Î fQ dx + Î g@) dx 


PREUVE a) F'(x) = f(x) (eur [ fQ) dx = F(x) + C,, définition 22) 
Ainsi [k FX]! = kF'(x (propriété de la dérivée) 
= kf@ (car F'() = f) 
Nous avons alors 
| kfQ@) dx = k Fo) + C (car [k FX]! = kf() 
= & FQ) + KC , où KC, = C 
= K(F(® + C) 
= k [re dx (ar [ro dx = F(x) + c) 
b) F'(ù) = f(x) et G'(x) = g(x) (ex [ F6) dx = F(ù + Cet [ 80 dx = GG) + c) 


F@ + GA] = F'Où + G'( (propriété de la dérivée) 
= fQ + 8X (ar F'( = fo et G'() = g0) 
Nous avons alors 
Î L@ + 801 dx = F@) + GO) + C (car [FQ) + GG! = fQ) + 8) 
= FX + GO +C +C,oùC +C,=C 
ROC) GC) 


= [rod + [ ec à 


(ax | CO dx = FE IC'et [ 20 dx = GX + c) 


Le théorème 2.1 a) signifie que: 


l'intégrale du produit d’une constante par une fonction est égale au produit 
de la constante par l'intégrale de la fonction. 


Le théorème 2.1 b) signifie que: 


l'intégrale d’une somme de fonctions est égale à la somme des intégrales des 
fonctions. 


64 CHAPITRE2 Intégration 


D 'OUUCRE Calculons les intégrales suivantes. 


[ 3x7 dx = 3 [ {at dx a) Î 3x’ dx = 3 [ x’ dx, ainsi nous pouvons utiliser la formule de base 1. 
k_ | 
x 
= É + c) (formule 1) 
8 
= _. +3C 
8 
= +0 (où C = 3C) 
[urco + eo ù [(2+ L Ja [a+ _” intégrale d 
x x)] dx = x = j x 
FQ) + g@)] dx " 11% F 11% (intégrale d’une somme 
fre dx + eco dx — In |x| + Cr HArCIantE UC (formules 2 et 12) 
= In |x| + Arc tan x + C @ùC=C+c) 


THÉORÈME 2.2 


Remarque Dans les intégrales indéfinies où plusieurs C, devraient appa- 
raître, nous pouvons effectuer toutes les intégrales et ajouter la constante 
d'intégration C à la fin seulement. 


2 2 
c) Î (se “ = dx = Î 3e* dx + Î — dx (intégrale d’une somme) 
= 3 Î e dx + L Î sec? x dx [ kfC dx = k [ fœ) à) 
4 
= 3e + ; tan x + C (formules 9 et 5) 


Le théorème 2.1 peut être généralisé de la façon suivante. 


Si [ro Er C pou 121 alors 


[geo + kr + F + pad k | jose | so a+ _ 24, ro 


La preuve est laissée à l’étudiant. 


DOUUPA Calculons les intégrales suivantes. 


a) [7 


1 =3 
Sas féa-$f d-3 [la (théorème 2.2) 
| 75 5 7 1) & 


= ——— ——In|x| +C (formules 1 et 2) 


VE 7Vé 51 
DAV SN SAME 
5 5 7 
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7 7 1 
b [= +2 sin 23 606 4) du = DE] du + 2] sin u du -3 cos u du 
NE VAE: 


(théorème 2.2) 


7 : : 
= —= Arc sin u + 2 (-cos u) — 3 sin u + C (formules 11, 4 et 3) 


V5 


7 
= —= Arc sin u — 2 cos u — 3 sinu + C 
V5 


c) [te = SF + à dx = [+ Cm [> dx + | 6) dx (théorème 2.2) 


À  (C (formules 1 et 10) 


d) le x IEXM) = L fear + fr ax +2 [sec xtan xx (théorème 2.2) 
3 5 5 . f 


9 
e* SCC EE Ce (formules 9, 1 et 7) 


à 
= 1 1 xt! 
3 


Transformation de l'intégrande 


Lorsque l’utilisation des théorèmes 2.1 et 2.2 ne permet pas d’obtenir une formule de 
base, nous pouvons transformer l’intégrande à l’aide d’artifices de calcul afin d’utili- 
ser des formules de base. 


HOUUCRE Calculons les intégrales suivantes. 


En élevant au carré 

et en distribuant le 
produit sur la somme, 

@ + bÿ = @ + 2ab + b? 
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ile 
a) Î GE + 4PVx dx = | (+ 82 + 166 dx 
13 7 1 
= | ( + 8x° + 16) dx 


3 7 1 
= [a+ 8 far + 16 [a ax 


(en élevant au carré) 


(en distribuant) 


(théorème 2.2) 


SE 16 
x 8x 16x 
+ + + 
us ro E C (formule 1) 
3 3 3 
/ 16 4/10 
—— EE Line 


En décomposant l’intégrande 


b) TE HE) à = f (ax _ 

en une somme de fractions, + 2 
ÉDUR À BE 1 

D D D D a [ras [Lars fr ds 


a 


2 | Li. 
… 


2 + — 
En factorisant et en c) [E no dx = | (x + 3) dx 
simplifiant l'intégrande, x—2 
Pa 6 . F3?) = | x dx +3 Î dx (théorème 2.2) 
x—2 &G—2 
=x+3 


2 + br + C (formule 1) 


SOUURPA Calculons les intégrales suivantes. 


En utilisant une identité trigonométrique adéquate, 


:) [rar 0 do = 6 he À b) b CEE a 
(an 9 = sec° 0 — 1) : cos 0 sin 0 sin 0 cos 6 sin 
= | : d0 
= [sec 0 ao — 1 | do sin” 0 
(théorème 2.2) : = Î csc? 0 d 
=tang—-0+cC 
(formules 5 et 1) : = -cot0 + C 


1 


1 + cos 0 db. 


ŒOUUERKE Calculons | 


(en décomposant 
et en simplifiant) 


(théorème 2.2) 


(formules 1 et 2) 


(en simplifiant) 


1 — 2 
sin 0 GES ) 


(formule 6) 


En multipliant le numérateur et le dénominateur par un conjugué d’une expression 
p P jus P 


que l’on retrouve dans l’intégrande, 


1 ” 1 1 — cos 0 
Éenalerole 


J 


Conjugué 


1 — cos 0 
1 — cos? 0 


in? 8 + cos 9 = 1 | = 
sin cos —— nn 
A-B À B = [| 1 2 

é € € sin 0 sin 0 

L = csc 6 = [{osc 0 - . cos?) do 
sin 0 sin 0 sin 0 
sand = [ose 9 40 —  ese 0 cot 0 a0 
sin 4 


-cot 0 + csc 0 + C 


2.1 


Intégrale indéfinie et formules de base 


(1 — cos? 0 = sin? 6) 


(en décomposant) 


(formules 6 et 8) 
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Voici un résumé des étapes à suivre pour calculer des intégrales indéfinies. 


1) Vérifier d’abord si nous pouvons utiliser directement une formule de base. 


Si oui, utiliser la formule de base adéquate pour intégrer. 


Si non, passer à l'étape 2. 


2) Transformer, si nécessaire, l’intégrande à l’aide d'artifices de calcul. 


a) Appliquer le théorème 2.2. 


[ur RC Cle [re dx =&, [A0 De, 


4, ] rc à 


b) Intégrer, si chaque intégrale obtenue permet d’utiliser une formule de base. 


1: 


EXERCICES 2.1 


Déterminer si F est une primitive de f lorsque: 

a) FH) = e +e" +3 et f(x) = e* + e* 

b) F(0) — sec? 50 et f(0) — 10 sec? 50 tan 50 

2 
4f—1 

tan? x — 7 et f(x) — 2 sec? x tan x 


c) F(f) = Arc sin 2f et f(f) = 
d) F@ = 


2. Pour les fonctions F suivantes, trouver une 


expression de la forme Î f@) dx = F(x) + C. 


a) F(x) = x b) F(x) = Arc tan x 
c) FD = e" d) FG@) = In (&@ + 1) 
3. Calculer les intégrales suivantes. 
a) [ra [La 
x 
c) Î VŸv dv d) Î du 
e) fat o [= Vr)a 


4. Calculer les intégrales suivantes. 


3 5 x 1 
o [(sr-5 jar” +) 


1 
b | 3 sin 0 +5)4 


CRT 


à | 4 sec u tan u — 


Tire — 6 csc°? 4) du 
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à [SL + 4 ] au 
3 JTuV'u —1 
7 Il 
f ———- — 2csctcotft + —|dt 
la %) 


. Calculer les intégrales suivantes. 


a) Î [x — 2)(3 — 4x)] dx 


3 D, 
b) le > Le 
æ 


c) Î Va (vs 1. >) dx 
Vs _ 2 
d) - = dx 


3 5 
et) 


. Calculer les intégrales suivantes. 


a [{u++) du 


(x — 4)(x + 1) 
— ———— {x 
| Vx 


2; 

o |: _ 
v—2 

o [VF à 

f) las 
2x +1 


tan D 
sec FL 


e) fe — 1}x dx 


8) Î (cos? 0 + sin? 0) d@ h) l 


| 3 sin f sin 2, cos 20 
) fé D [a 5 sin 0 vies 


k) [ose in x + cotx) dx 1) Î cot? u du 0) Î (cos 2x — 2 cos’x) dx p) [— 


dd 
1 + sin œ 


2.2 Intégration à l'aide d'un changement de variable 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra résoudre certaines 
intégrales en utilisant la méthode du changement de variable. | tan x dx = -In |cos x| + C 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 
° de résoudre une intégrale à l’aide d’un changement Î cot x dx = In {sin x| + C 
de variable ; 
* de déterminer des formules d’intégration pour 
les fonctions tan x et cot x, et de les appliquer; sec x dx =In|secx+tanx| 5 C 
* de déterminer des formules d’intégration pour 
les fonctions sec x et csc x, et de les appliquer ; | csc x dx = -In |ese x + cotx| + C 
+ de calculer des intégrales après avoir utilisé 
certains artifices de calcul ou certaines identités 


trigonométriques. 
Changement de variable 
Dans la section précédente, nous avons utilisé des transformations algébriques pour 
effectuer certaines intégrales. 
SOUAUERE Calculons d’abord [e — 1)°x dx (voir les exercices 2.1, n° 6 e), 
page 68) à l’aide de transformations algébriques. 
(a — b} = | (x? — 1x dx = | G= Er rar (en élevant à la puissance 3) 
—=3@b+3ab-E6 
= | (x7 — 3x5 + 3x5 — x) dx (en effectuant) 
8 
= à — à + . — : C (en intégrant) 


Cette façon de procéder peut s’avérer longue pour de grandes puissances, par 
exemple pour Î (@? — 1)°x dx, et impossible pour certaines puissances fraction- 


naires, par exemple pour Î 5x? V 2x5 + 1 dx. Il serait à propos, dans de tels cas, 


de rechercher une nouvelle façon d’intégrer. Cette méthode s’appelle changement 
de variable ou intégration par substitution. L'objectif de cette méthode est de 
transformer l’intégrande et la variable d'intégration de manière à pouvoir utiliser 
les formules d’intégration de base (voir la section 2.1, page 63). 
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THÉORÈME 2.3 


S1 G est une primitive de g, alors | g(f@) f'@ dx = G(F) + C. 


PREUVE En posant u = f(x), nous obtenons du = f(x) dx 
d'où Î 8). FC dx = | g() du 
= G(u) + C (car G est une primitive de g) 
= GG) + CC Garu = fa) 


| Exemple 2 | Recalculons | (x? — 1)°x dx à l’aide d’un changement de variable. 


Le tableau suivant présente les étapes à suivre pour calculer une intégrale à l’aide 


d 


’un changement de variable. 


Î g(fx)) f(x) dx 


Î (x? — 1)x dx 


1) Choisir dans l’intégrande une fonction f{x) si 


f'@ multipliée par une constante se trouve dans u=x—1 
l’intégrande, et poser 4 — f(x). 
2) Calculer la différentielle de u. 
du = 2x dx (car du = (2 + 1)’ dx) 


du = f'(x) dx 


3) Exprimer l'intégrale initiale en fonction de la 
variable u et de la différentielle du. 


Puisque du — 2x dx, ainsi x dx — du 


1 
u du CE “ 
este CE Rester es one 
Î 860) f(x) dx — [ «0 du @— xdx= | @—1)Ÿxax 
1 
. . — Î uw — du (par substitution) 
Si | g(u) du ne permet pas d’utiliser une formule 2 
de base, choisir u de façon différente. = : il nr Hans 2 12 
4) Intégrer en fonction de la variable # en utilisant 1 fu“ 
une formule de base. 72 fe Li c) (formule 1) 
— 4 
[ sud du = u + © 0 (nc, =5c) 
5) Exprimer l'intégrale indéfinie précédente . ; 
en fonction de la variable initiale x. D’où Î (GE — 1x dx = (x : 1) +C, 
(cau=x—1) 


Î 860)" G9 dx = GO) +C (car u = f(x) 


Exemples 1 et 2 
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8 


_ x 
Nous pouvons vérifier que 


8 


2 2 — 4 
4 c) et ET + C; sont égales, à 


2 2 


une constante près (corollaire 2 du théorème de Lagrange). 
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Le choix de # dépend en fait du type d’intégrale indéfinie que nous avons à effectuer. 
Nous choisissons généralement de poser = f(x) dans une intégrale donnée lorsque 
nous retrouvons dans cette même intégrale la dérivée f (à possiblement multipliée 


par une constante non nulle. 


Nous constaterons dans les prochains exemples que la méthode du changement de 
variable facilite beaucoup les calculs nécessaires à la résolution de certaines intégrales 
et permet même d’effectuer certaines intégrales impossibles à effectuer directement 


avec les formules de base. 


SOUACKE Calculons les intégrales suivantes. 


1 1 
a) [+ (2x + 1)? dx = s[ex + 1) x dx 


u=2x +1 = sf à du 
du = 6x dx 
Fdx = + du = 2 fi du 
; - 
= = EC (formule 1) 
É) 
=ier ar 1ÿ dr C 
(u = 26 + D: 
Le, 


nn 
c) [sine + are [sine +5 dx 


ne = | (sin Lai 

du = 4 dx 

De =} [sinuau 
n 4 


1 
= A(Ccosu)+C  (fomule3 ! 


_ =cos (4x + 3) 
4 


se (C 


(u = 4x +3) : 


u = 7x +2 = + [Fu 
7 7) 


4 
dx = — du = 7 In |u| + C (formule 2) 


= Tin |x+21+C (u = 7x +2) 


DT) ir 


HAUTE 


af noue dx = Éric . 


2.2 


x 


= Vx = | (sec utan 1 2 du 
1 
dx 
2VXx 
= 2 | sec tan du 
= 2 du 
= 2secu + C (formule 7) 


= 2 sec Vx + C [u = Va) 
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E 1 du 


RS 
e) [sr 30 cos 30 d0 = | (sin 30 cos 30 dO 
: = | a 

u = sin 30 3 
du = 3 cos 30 dû 
cos 30 dO = = du 


1 u$ 
= + C (formule 1) 
- 
= + c (u = sin 30) 
dv 
is 
o | : du = 4] 7” 
ulnu (In u) u 
(ER 
V 
=] 
É 1 “af la 
dv = — du W 
=4n|v|+cC (formule 2) 
= 41n/|Inu| +C (v=Inu) 


u 3 du 
: alé "( 
:f) [se ()< 6) do = fe É) sec2(?) do 
| 3 : 
= [es du 
6 
ns 
À = 3 Î e" du 
) 
sec? | — 
= : 3 do = 3e" + C (formule 9) 
e 
Sécs É de = 3 du 36" 0 + C C = tan (£)) 
u du 
=. Arc tan x 
: h) Î ù dx = Î OS _ dx 
: se dE il 38 2e Îl 


= Î 10° du 


u = Arc tan x 


0 
I ar 5 = In 10 + GC (formule 10) 
Arc tan x 
= _. 10 + (C (u = Arc tan x) 


Dans certains cas, il y a différents changements de variables possibles. 


DOUUEE Calculons les intégrales suivantes. 


a) | e** cos x dx à l’aide de deux changements de variables différents. 


Changement de variable 1 


do = Kiné 


HI COS AUX 


du 


Le — 
cos x dx 


e 


—— 
| ex cos x dx = Î CE 
= Î e" du 


= e“ + C 
— esnx + C, 
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(formule 9) : 


(u = sin x) : 


Changement de variable 2 


D — en Fa 


dy = ef": cos x dx 


[errcosxa = | 
= [a 


Tite 
_ eSnx + C, 


dv 


LE, 
e LACOS x AX 


(formule 1) 


(v = ess) 


b) Î tan 0 sec° 0 dO à l’aide de deux changements de variables différents. 


Changement de variable 1 


u = tan 0 
du = sec? 0 dû 
u du 


ms ee 


[uno sec? 0 d0 = | tan 0 sec? 0 dO 


= [udu 


= D Te C (formule 1) 
; 
= 4e, (u = tan 8) : 


Nous pouvons vérifier que 


constante près. 


Den, 
Jran 0 set 6 a9 = [Sec 0$ec oan0 


tan? 0 


+ Cet EE 
2 


Changement de variable 2 


v = sec Ô 
dv = sec 6 tan 0 dO 


dy 


= 7. Lu C, (formule 1) 
sec’ 0 
= > JF C, (v = sec 6) 
2 
es + C, sont égales, à une 


Nous aurons occasionnellement à transformer la fonction à intégrer avant 


d'effectuer un changement de variable. 


l'exemple 5 Re Î 


: 3 


du = 5x* dx 


1 
x* dx = — du 
5 = 3 


= Ÿ Arc tan u + C 


dx en transformant l’intégrande. 


——— Gi (care (t)) 


(formule 12) 


= À Are tan x + C (u = x°) 


Nous aurons parfois à utiliser plus d’un changement de variable pour calculer 


certaines intégrales. 
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u = Cos 30 
du = -3 sin 30 d0 
a du = sin 30 d0 
5 
y = sin 30 


dy = 3 cos 30 d0 
sd — cos 30 dO 


w = 30 
dw = 3 d0 
1 
— dw = dô 
3 
FORMULE 14 
tan x ss 
 — 
tan x sec x 
Lan x = —— 


SEC x 


DOUTER Calculons Î sin 30 (cos* 30 + sin 30 cos 30 — 1) dO, notée 1. 


I = [sin 30 cos* 30 + sin? 30 cos 30 — sin 30) dû 


= [sn 30 cos* 30 d0 + [sw 30 cos 30 d0 — [sm 30 dO0 


Il 


[ges 30) sin 30 d0 + ein 30 cos 30 d0 — | sin 30 dO 
7 La —— —— EE ——— + Ef 


7 — y? — dv w — dw 
3 3 3 
= 1 : 
ET 
7 3 
nn” 1 y + on < C: (formules 1 et 3) 


à 4 33 3 
E 4 + 
_ =COS 30. sin 30 | cos 30 | 
12 9 3 


C (u = cos 30, y = sin 30 et w = 30) 


Intégration des fonctions tangente, cotangente, 
sécante et cosécante 


Jan x = -]n [cos x| + C (ou Jen x ax = m |sec x| + c) 


Déterminons Î tan x dx à l’aide de deux changements de variable différents. 


Changement de variable 1 : Changement de variable 2 
fran rar = FH a à franxdr- [er 
COS x sec x 
u = COS Ô v = sec X 
du = -Sin x dx : dv = sec x tan x dx 
sin x dx = -du 
-du dv 
de er : ee 
tan x dx = (sin x dx) : | tan x dx = (sec x tan x dx) 
COS x : sec x 
Ra F = — 
u v 
= | = Î £s 
u v 
= -In|u] + C (formule 2) =In|v| +C (formule 2) 
= -In [cos x| + C = ]n [sec x| + C 


Nous pouvons vérifier que 


In {sec x| = -In | cos x| (voir les exercices préliminaires, n° 8, page 59). 
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Nous laissons en exercice (voir les exercices récapitulatifs, n° 3 a), page 113) 
la démonstration de la formule d'intégration suivante. 


FORMULE 15 Jeot x ax = In |sin x| + C (ou foot x ax = -In |cse x| + c) 


SOUURE Calculons les intégrales suivantes. 


1 : 
ne : _u 2du 
FAR eo) ci 
a) [tan 60 dû = |tan60 d0 : b) | = dx — [eo (5 + 1) — dx 
Nx Vx 
1 
u = 60 = [tan 0 Lu u=e"+1 = [ot 2 du 
du = 6 dû es 
dé=-du 6 tan u du e 7 = 2 J'eotu du 
ù —— 4h = Zu 
Vx 
= < (in [cos ul) + © formule 14) : 9 in |sinx|+C 
: (formule 15) 
= in [eos 66] + C (u = 60) : = 2 In [sin (eŸ* + 1)| + C 
: GE ee il) 
FORMULE 16 [sec x dx = in [sec x + tan xl + € 


Déterminons Î sec x dx. 


…: Sec x (sec x + tan x) sec x (sec x + tan x) 
sec x dx dx car secx = 
(sec x + tan x) (sec x + tan x) 


du 


qe ——_—_—_—_—_—_—_—. 
sec x (sec x + tan x) dx 


1 
UE SeCxcRan x -| 
(sec x + tan x) 


du = (sec x tan x + sec? x) dx 


du = sec x (tan x + sec x) dx u 
sec x (sec x + tan x) dx = du = [Eau 
u 
=Inlu| +C (formule 2) 
= In | sec x + tan x| + C (u = sec x + tan x) 
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ET cacuons | sec (1 — 30) 40 


_ du 
u 3) 
li —— 
NS 0 [sec a — 39) 48 = [see ( — 30 d0 
du = -3 dô 
-1 
dp == du = [sec 7 du 
a | sec u du 
5 
-1 
= 3 In |sec u + tan u| + C (formule 16) 
-1 
= 7 misec(l — 38) +tan(1 — 38) +C (u = 1 — 36) 
Nous laissons en exercice (voir les exercices récapitulatifs, n° 3 b), page 113) 
la démonstration de la formule d’intégration suivante. 
FORMULE 17 [ose rar = -In |cscx + cotx| + C (ou f'esex ds = In |cscx — cotx| + c) 
L'étudiant peut vérifier que In |esc x — cot x| = -In |csc x + cotx|. 
2x 
l'exemple 3 Re Ctte | ee, 
sin e 
L du 
u 
Sas en pus 1 , 
DEC ee in NN Co Cat CAT I CSC ICE 
sin e* sin €? 
du = 2e” dx 
1 
REX — : 2 = 3 | (csc u) 2 du (par substitution) 
= | csC u du 
2 
3 


2 (-in |cse u + cot u |) ci Co: (formule 17) 


= 
= D In |csc e* + cot e*| + C (u = e*) 


76 CHAPITRE2 Intégration 


Utilisation d'artifices de calcul pour intégrer 


. Re 6 » X Co" A 
Division de polynômes Lorsque la fonction à intégrer est de la forme ee où f(x) et g(x) sont des polynômes 
g(x 


tels que le degré du numérateur est supérieur ou égal au degré du dénominateur, nous 
pouvons d’abord effectuer la division avant d'intégrer. 


fine SF . 
SUV Calculons Î en dx en effectuant d’abord la division. 


3 + Îl 
dihes |ér1 HUE Lu 
ui LE [= X 3 ax = [ler + à > [ax 
+ 4x3 + 4x É x TE 1 x SF 1 
3x4+35 3x 5 
= ||4x + + d 
Î ; CN | à 
L du 
1 : 1 
u=x +1 =a fra +s [= rR+5| dx 
5e Jp 3 ar il 
du = 2x dx ue 
1 
dx = —d 11 1 
ob = [ra+3flla+s ]= dx 
u 2 se de il 
= 2x + 2, lu] + 5 Arctanx+C (formules 1,2 et 12) 
2) 
= 238 + Sin (+ 1) + 5 Arc tan x + C &u=x+ 1) 
Identité trigonométrique Pour calculer l'intégrale de certaines fonctions, il peut être utile d’avoir recours à des 
identités trigonométriques. 
1 
DOUNIA Calculons | —— 4x 
1 — cos 2x 
1 1 : 
cos (À + B) = dx = F = dx (car cos 2x = cos? x — sin? x) 
cos À cos B — sin À sin B 1 — cos 2x 1 — (cos*x — sin” x) 
1 
= Î = dx 
(1 — cos? x) + sin? x 
| | 1 
sin? x + cos? x = 1 = - dx (car 1 — cos? x = sin? x) 
2 sin?x 
il 1 
— = SC = 1 [oser dr 
sin x 2 
= nn + C (formule 6) 


Remarque Nous pouvons également calculer l’intégrale précédente à l’aide 
d’un conjugué. 
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= 1 + cos 20 
| Exemple 3 | Calculons | cos? 3x dx, en utilisant cos? 0 = ET 


2 1 + cos 6x 1 + cos 6: 
cos? 0 — EE | cos? 3x dx — | no (eur cos? 3x = _—— 


=; [0 + cos 6x) dx 


1 
D =N(G$: = 2 [fra + [cos si à | 
D Sr 
du = 6 dx u 1 . 
1 6" 
dx = a du I I 
= — dx + — | cos u du 
s [fa + à J'eosua 
=1fc+ lin] + © (£ les 1 et 4) 
= = OfrmulIes € 
2 6 
=1 fs Lime] + c ( 6x) 
= — = car u = 6x 
2 à U X 
Expression de x Pour calculer l'intégrale de certaines fonctions, où nous avons posé u = f(x), il peut 
en fonction de u être nécessaire d'exprimer x en fonction de u pour résoudre l'intégrale. 


D'OUUEER Calculons Î x V8x + 1 dx. 
1 


a 17 
u 8 
u = 8x + 1 proue EU 
du = 8 dx Lever ar = [rçer + 0f a 
el 1] 
8 = [ri £au 


Avant d'intégrer, il faut exprimer x en fonction de w, car on ne peut pas intégrer 
avec plus d’une variable dans l’intégrale. 


en 
Puisque u = 8x + 1, 8 
= Dar 
x="* L = fu au 
8 8 
jet sl, 
64 8 
1 


ni 
= [a -2u + Du du 
512 


= u 
512 
1 5 3 1 

= —— Jeé du — 2 J 18 du + [8 du 
SIL2 


our 


3 dl 
2u° - à) du 
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(formule 1) 


# 5 3 
= 2 Gé [2 + ui) ne 
SZ =) 5! 


2. 
25% 


SL 
2 


Ce +1) — Lx DE Br + 1] + C 


(car u = 8x + 1) 


ni LE FD _2V@r+), V@+ | F 
PE 5 3 


Dans les exercices 2.2, nous devons transformer, si nécessaire, l’intégrande en effec- 
tuant des opérations algébriques et (ou) des changements de variable, de façon à obtenir 
une des formules d’intégration de base (voir page 63) ou une des formules suivantes. 


Formules d’intégration 


Formule 14 [an u du = -In |cos u| + C 


Formule 16 [see du = Insee u + mul + € 


Formule 15 [ect du = ]n |sinu| + C 


Formule 17 [ose u du = -In |csc u + cotu| + C 


EXERCICES 2.2 


1. Calculer les intégrales suivantes. 


a) Î V3 +2xdx 


c) Î 4x5 — 3x2) dx 


[iv 
M 


- 7 
w [S 7er 


3 "40 à 
f [issse sec 


e) Î sin x COs x dx 
tan* 40 


b) | V5 sa 


g) [ram sec rar 
d) Î (x — 4x dx 


6f + 12r 
(34 + 12Pÿ 


1 
ba 


h) [4 csc? (1 — 40x) dx 
csc? p 


| sec? (3 _ Va) 
4 ù [SE 6 » | Vx ji 


b [Es e(? Jun ( Ja 1) [co (ja 
m) 1 sin2xcost2xdx  n) Î siné Ë cos () PT) 
Jean ofre 


1 
——— | dt ——— dx 
) p) Î V5 —4sinx 


3. Calculer les intégrales suivantes. 


1 
D ——— XX 
Dre 


Ja n | ne 


rx 0 


2. Calculer les intégrales suivantes. 


a) Î cos 0 e"° dO 


b) Î e* sin e* dx 


a) [5 cos 30 dO 


c) Î 8 sec? () dt 


b) Î 4 sin (-@) dg 


@ | xsin (1 — 3x2) dx 


d) Î (Se + 1} e* dx 


c) Î e* dx 
e* 


Vlnt 
1e p [À 
+ 
9) [a fers COSX ; 
3t e* er 
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ec sin x 
1) Î 10% sec? 30 dO j) [== = dx 7. Calculer les intégrales suivantes. 
. [0 Il 
217 a 
k) Î Ti n Î _ x . ] sn Ê le É, Î 1 + cos 36 
csc ge 1+e* l 
L à [S- cos” f d) [ ue, 
m) | du m JS dx ere 258 + 100 
2 & 
e” e 
3 1 1 e Î Re Î — 
0) ee dx p) [Æ + à dx ) \/1 = ù V1 6 
4 e* 
———— d h) | ——_— 4 
4. Calculer les intégrales suivantes. 8) Î Vex —] L ) Î (1 + eY M 
a) Î tan (59 + 1) d@  b) Î csc F : ) dt 8. Démontrer les formules d’intégration suivantes 


en utilisant un changement de variable approprié. 
: cot (In x) 
c) | de*sec(3e*) dx  d) ne dx 


1 
Je 
Es sec? 0 He + Î cos 6 sec? (sin 8) de : 
” tan (tan 6) ) tan (sin 6) b) Î Nr du=-Vé-w+cC 
1 


du = Are sin (1 }+c 


Se PRIE les intégrales suivantes. à l 1 es TL Are an (Le |] +c 
Gé —1llc+s mar ut a 
a) 7 3; 4 À b) +] dx 
_ u Le 
ee __. fe, D | du = na + u7) + C 
c) Le d) dx 
x + 2x — 1 1 
= e) au see [1e }+c 
o JS ns ; dx nf F a =" a 
x 2 


9. Utiliser les formules de l’exercice 8 pour calculer 
6. Calculer les intégrales suivantes. les intégrales suivantes. 


a) EE b [res + nas [4 b LE < 
" V9 — x : 4xVe — 7 - 
——— —— 1 
ETES E-rTrr TS o fé vJss# 
| x d p [EE 49 | -5x ' o | : 
JA 1 — cos 26 PET VE u 


2.3 Résolution d'équations différentielles 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra utiliser la notion d’intégrale 
indéfinie pour résoudre des équations différentielles. 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 
+ de donner la définition d’une équation différentielle ; 
+ de donner la définition de solution d’une équation différentielle ; 
+ de résoudre des équations différentielles ; 
+ d’identifier des familles de courbes ; 
* de déterminer, parmi une famille de courbes, la courbe qui 
satisfait certaines conditions. 


80 CHAPITRE2 Intégration 


Équations différentielles 


Une équation différentielle, dite ordinaire, est une équation à deux variables 
dans laquelle nous retrouvons soit 
* une fonction inconnue ainsi qu’une ou plusieurs de ses dérivées successives, 
* une ou plusieurs dérivées successives d’une fonction inconnue, 
* des différentielles. 


SOUURE Les équations suivantes sont des équations différentielles. 


d x+ D =) :b) y'+ y =0 ic) y dy = Vxdx 
7e 
DÉFINITION 2.4 L'ordre d’une équation différentielle est égal à l’ordre de la dérivée la plus élevée. 


ET Donnons l’ordre des équations différentielles suivantes. 


5 : 2 
a) m4 7p+s = 0 est d’ordre 3. : b) HE D bo 
ÿ ù 


dx dx 
cette équation correspond au déplacement 
d’une masse m, accrochée à un ressort. 


aT : ; di di nee : , 
C) ” K(T — A) est d’ordre 1; : d) L dP + R Fe de () 0 est d’ordre 2; 
cette équation correspond à la loi cette équation correspond à l’intensité à 
de refroidissement de Newton. du courant qui traverse un circuit. 
Une solution d’une équation différentielle est une relation entre les variables, 
dans laquelle il n’y a aucune dérivée et aucune différentielle, et qui satisfait cette 
équation. 


Exemple 3 


a) Vérifions que la fonction définie par y — e” est une solution de l’équation 


: : dy dy 
différentiell 3— +92y = 0. 
ifférentielle de 
, tue ee 
Puisque y — e?, 4 2e” et du 4e? 
En remplaçant ces valeurs dans l’équation différentielle, nous obtenons 
dy _, dy > - 
de 3 na + 2y = dex — 3(2e7) + 2e? 
= 4ex — 6e + 2e* = ( 
= : _ : A 0 dy 
d’où y — e” est une solution de l’équation différentielle on 3 +2y = 0, 
x BE 


car elle satisfait cette équation. 


(y) 
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Nous pouvons vérifier que les fonctions définies par y = 3e”, y = -5e* et 


y = ke”, où k EIR, sont également des solutions de l’équation différentielle 


2 
Le 3 Li + 2y = O, car elles satisfont cette équation. 
dx dx 
b) Vérifions que les fonctions définies par y = 2 sin 36 et par y = -4 cos 38 sont 
des solutions de l’équation différentielle y” + 9y = O. 
y = 2 sin 30 : y = -4 cos 30 
y’ = 6 cos 30 y’ = 12 sin 30 
y" = -18 sin 30 : y’ = 36 cos 30 
En remplaçant ces valeurs dans l’équation différentielle y” + 9y = 0, nous 
obtenons 
y" + 9y = -18 sin 30 + 9(2 sin 36) y" + 9y = 36 cos 30 + 9(-4 cos 36) 
= -18 sin 30 + 18 sin 30 = 36 cos 30 — 36 cos 30 


d’où y = 2 sin 36 et y = -4 cos 36 sont des solutions de l’équation 
différentielle y” + 9y = 0, car elles satisfont cette équation. 


De façon générale, puisque, au départ, nous ne connaissons pas les solutions d’une 
équation différentielle, résoudre une telle équation consiste à trouver une fonction ou 
une relation entre les variables qui satisfait cette équation. 


DÉFINITION 2.6 Toute équation différentielle que nous pouvons écrire sous la forme 
80) dy = f@) dx 


est appelée équation différentielle à variables séparables. 


Vérifions que les équations différentielles suivantes sont des 
équations différentielles à variables séparables, en regroupant les 
termes de l’équation différentielle de façon à obtenir une équation 
de la forme g(y) dy = f(x) dx. 


a) D 2 & cos y M) = er 
dx ue y 
ï dy = e* dx (en regroupant) ce ci = es (eu y! = : 
cos y y dx y dx 


3y dy = Se dx (en regroupant) 


D'où les équations différentielles initiales sont des équations différentielles 
à variables séparables. 


Dans ce cours, nous nous limiterons à la résolution d'équations différentielles 
à variables séparables. 
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Solution générale 
implicite 


Solution générale 
explicite 


Condition initiale 


Solution particulière 


implicite : explicite 


Rd — L 
| Exemple 5 | Soit l’équation différentielle _. = _ à variables séparables. 
| y 


a) Trouvons une solution à cette équation différentielle. 
En regroupant chaque variable avec sa différentielle, nous obtenons 
y? dy = x dx 


Pour résoudre cette équation, il suffit d'intégrer les deux membres de l’équation. 


fra fra 


3 
= se C, — = + C, (en intégrant) 
3 
an Ë=E+c, CC RC 


Cette solution est appelée solution générale implicite. 


Remarque Dans les intégrales indéfinies où plusieurs C, devraient apparaître, 
nous pouvons effectuer toutes les intégrales et ajouter la constante d’intégra- 
tion C à la fin seulement. 


b) Exprimons y en fonction de x, pour trouver une solution générale explicite. 


De l’équation précédente, nous avons 


x 
3=3|[—+0C 
| 040 
»=S+c, (C, = 3C) 


il 
d’où y — _ = G) 
Cette solution est appelée solution générale explicite. 


c) Déterminons la solution particulière implicite et la solution particulière 
explicite, si y = -2 lorsque x = -1. 


Il suffit de remplacer y par -2 et x par -1 dans la solution implicite et dans 
la solution explicite. 


Solution particulière implicite  : Solution particulière explicite 
Â 1 
des sh L 
Ur = E F c) 
S il 
GR CID 3CL) 3 
: Te 0 : DE 
= 335 ; 
Te = : + C,, ainsi C, = _ 
a =): 
eo ce É 4 
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DÉFINITION 2.7 1) La solution F{(x, y, C) = 0, où CE R, est appelée solution générale implicite 
de l’équation différentielle. 


2) La solution y = f(x, C), où C € RR, est appelée solution générale explicite 
de l’équation différentielle. 


3) La condition imposée y = y, lorsque x = x, est appelée condition initiale. 


4) La solution satisfaisant la condition initiale précédente est appelée solution 
particulière (implicite ou explicite). 


Voici un résumé des étapes à suivre pour résoudre une équation différentielle 
à variables séparables. 


° __ Regrouper chaque variable avec sa différentielle dans un des mem- 
bres de l'équation ; chaque différentielle doit être au numérateur. 


Intégrer chacun des membres de l’équation (solution implicite). 


°__ Exprimer, s’il y a lieu, une variable en fonction de l’autre 
(solution explicite). 


Solution générale 
e 


Solution particulière 


Déterminer la constante d’intégration à l’aide de la condition initiale 
et remplacer cette constante dans la solution générale implicite ou 
explicite. 


HOUUERX Résolvons l’équation différentielle (4y? — 3)x dy — (2 — x)y dx = 0, 
où y — e* lorsque x = -4, et exprimons, si c’est possible, y en 
fonction de x. 


(4y° — 3)x dy = (2 — x)y dx 


— = dy = É = :| dx (en regroupant) 


e-e-E 
eee 


Solution générale 2 —31n ly| =21In [x | = ee (en intégrant) 
implicite 


Dans cette solution implicite, il est impossible d’exprimer y en fonction de x. 
En remplaçant y par e* et x par -4, nous trouvons 
2(e5}ÿ — 3 In e° = 21n|-4| + 4 + C, ainsi C = 2ef — 13 -2In4 


Solution particulière d’où 2y? — 31n |y| =2In [x| — x + 2ef — 13 -21n4 
implicite 
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Familles de courbes 


HOUMUCRE Soit y — 2x = 0. 


a) Résolvons l’équation précédente. 


dy _ nr) : as 
re 2x = 0 (er Voir notation de Leibniz} 
D = 2x 
dx 
dy = 2x dx (en regroupant) 
Î dy = Î 2x dx 
Ve + C (en intégrant) 


d’où y = x° + C'est la solution générale explicite. 


Remarque Une équation différentielle admet une infinité de solutions, ces 
solutions étant toutes définies à la constante C près. 


Toutes les solutions d’une équation différentielle sont donc distinctes, leurs 
courbes représentatives n’ont aucun point d’intersection les unes avec les autres. 


b) Représentons graphiquement des courbes définies par y = x? + C en donnant 
à C différentes valeurs. 


Les courbes y, y, y, et y, ci-contre ont été obtenues en donnant à C les 
valeurs -2, O, 1 et 4. 

Nous pouvons obtenir une infinité d’autres courbes en donnant d’autres 
valeurs à C. 


Nous appelons l’ensemble de toutes les courbes définies par y = x? + C 
«famille de courbes ». 


Remarque Il faut et il suffit d’une condition, appelée condition initiale, pour 
obtenir une courbe particulière de la famille de courbes. 


c) Déterminons, parmi la famille de courbes précédente, celle qui passe par 
le point P(-5, -7). 
En remplaçant x par -S et y par -7 dans l’équation y = x? + C, nous trouvons 
-7 = (-5ÿ + C, ainsi C = -32 


d’où y — x? — 32 est l’équation de la courbe cherchée. 


DÉFINITION 2.8 Nous appelons famille de courbes l’ensemble de toutes les courbes que nous 
pouvons écrire sous l’une des formes suivantes, où C € IR. 


F(x, y, C) = 0 (forme implicite) ou y = f(x, C) (forme explicite) 
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Solution générale implicite 


Solutions générales explicites 


86 


CHAPITRE 2 


DOUX Soit yy' = -x. 


a) Résolvons cette équation différentielle. 


M TE 
ds _., ,_& 
y 7 GE 
y dy = -x dx (en regroupant) 
Pæ-fcoa 
y -x2 
9 = > TC (en intégrant) 
10 me 
RC. (où C = 2C) 


d'ou = NCERCNEON CEE 


Représentons graphiquement quelques éléments de la famille de courbes définie 
par la solution implicite ou par les solutions explicites. 


b 


7 


Dans ce cas, il est avantageux d’utiliser la solution implicite écrite sous la forme 
x + y = C, car cette équation représente un cercle de centre O(0, O0) et 
de rayon Ne 


Les courbes C, C,, C, et C, ci-contre ontété obtenues en donnant à C les 
valeurs 1, 4, _ et 24. 


Dans le cas particulier où C = 0, nous obtenons le point O(0, 0). 


a) Trouvons l’équation représentant la famille de courbes dont la pente de la tan- 
gente à la courbe, en tout point P(x, y), est égale au triple du carré de l’abscisse. 


Puisque la pente de la tangente est égale à 3x°, nous avons 


dy = 3x2 
dx 
dy = 3x? dx (en regroupant) 
Î dy = Î 3x? dx 
Des 50 (en intégrant) 


d’où y = x + Cest l’équation représentant la famille de courbes. 


b) Déterminons, parmi toutes les courbes de la famille, celle qui passe par Q(-1, 5). 
Ainsi, la condition initiale est donnée par y = 5 lorsque x = -1. 
En remplaçant x par -1 et y par 5 dans l’équation y = x° + C, nous obtenons 
5 = (-1$ + C, ainsi C = 6 


d’où y — x° + 6 est l’équation cherchée. 


Intégration 


DOMUES Déterminons la fonction f, où dom f — ]0, +ce[ telle que 
2 
f"@) = 4 + — et telle que la pente de la tangente à la courbe 
X 
de f au point P(1, -2) est égale à 3. 


Trouvons d’abord f(x), où f’(x) est une primitive de f(x). 


[re dx = | (4 % : dx (eur '60 si 2 


f'@) = 4x — 2 “r (C (en intégrant) 


Avant d'intégrer une deuxième fois pour trouver f{x), il est préférable de détermi- 
ner la valeur de la constante C. 


Puisque la pente de la tangente à la courbe de f au point P(1, -2) est égale à 3, 
nous avons 


ES 
a -$+c=3 
ü=i 


donc f'(x) = 4x — = +] 


Représentation graphique 


ie sus Trouvons maintenant f(x), où f(x) est une primitive de f(x 
with(Student{CalculusI]) : JG), où f(x) P f'@). 
t:= Tangent(2 + x —2: , 2 | ; 
In +x—5,x= 1, f'@) dx = So Gal dx NA EEE 
output = plot, « 


view = [0.25 ..1.75, 


4.4]: fQ@) = 2x — 21n [x] + x + C (en intégrant) 
f:= plot(2 + x — 2: In(x 

+x—5,x= 0.2, JO 2 nr C (car x € ]0, +co[) 

color = orange): 
display(f, à ; Puisque la courbe passe par P(1, -2), nous avons 
; (De 
2 22 In Ie 

"+ C =-5 
P(1, -2) 1 

fx) =2%2-2Imx+x—5 d’où f(x) = 2x? —2Inx +x—5 
DÉFINITION 2.9 Deux courbes sont orthogonales en un point d’intersection des courbes si les 


tangentes respectives à chaque courbe en ce point sont perpendiculaires. 


Les courbes y, et y, ci-contre sont orthogonales en leur 
point d’intersection. 
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ETES DOVE — CAL = — 2 où x > = Vérifions que 


y, et y, sont orthogonales en leur point d’intersection P(I, 1), en 
calculant la pente m, de la tangente T, à la courbe y, ainsi que la 
pente m, de la tangente T, à la courbe y, au point P(1, 1). 


d c = : 
SR AL In (3x 2) - 1 
-27=In (3x2) dx dx d dx 9 3(3x — 2) 
=) - En 
dx x=1 dx x=1 3 


Les tangentes respectives T, et T, à chaque courbe, au point d’intersection P(1, 1), 


sont perpendiculaires, car le produit de leur pente 3 F est égal à -1. 


D'où les courbes sont orthogonales en leur point d’intersection. 


DÉFINITION 2.10 Deux familles de courbes sont orthogonales si chaque courbe de la première 
famille est orthogonale à chaque courbe de la deuxième famille en leur(s) point(s) : 
d’intersection. 


Les familles F = {f,f,./,.7, .….} et G = {g,, g,, ...} 
sont orthogonales. 


DOUX Soit la famille F de courbes définie par y = KV%, où ke R. 
a) Déterminons la famille G de courbes orthogonales à F. 


En un point quelconque P(x, y) de chaque courbe définie par y = KV, 
la pente m, de la tangente à la courbe est donnée par 


none (rés 
=9 2" D 
m, Fe AE car 7e ( x) Ave 
RS 
Vx ( 
= y = KV dome = 
2Vx É Vx 
mn 
25e 
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_ La pente m, de la tangente à chaque courbe orthogonale y passant au même 
point P(x, y) est 


m, = m, (car m(m,) = -1) 
= = 7e (eur m, = D et m, = x) 
6) 
y dy = -2x dx (en regroupant) 
bo = Î (-2x) dx 
y 
En NL IC (en intégrant) 
y 


d’où x? + Si — Cest la famille G de courbes cherchée. 


b) Représentons graphiquement dans un 
même système d’axes les courbes de la 
famille F obtenues en remplaçant succes- 
sivement k par -3, -2, 0, 1, 2, 3 et 4, ainsi 
que les courbes (ellipses) de la famille G 
obtenues en remplaçant successivement C 
par 5, 10, 15 et 20. 


c) Déterminons la courbe de chaque famille qui 
passe par le point Q(3, 5). 


En remplaçant x par 3 et y par 5 dans les équa- HONTE 
tions suivantes, nous obtenons Ge + _ 2e 
y = KVx (famille F) x + _ = C (famille G) 
: : 
= : De ee 
ve è 2 À 
: 2 4 
droùy = VV d'où + À = À 


EXERCICES 2.3 


1. Vérifier que y est une solution de l’équation 2. Résoudre les équations différentielles suivantes, 
différentielle donnée. en donnant la solution générale implicite et, si 
c’est possible, la solution générale explicite. 


a) À dy = VSy + 4 dx 
X 


a) y=e+sinx si y” +7y— 2e* 


Dy=VOrr à az 


X y b) dy _et+i 
c) y=xe* si xy' = y(1 — x) dx  3xe 
d) y = 3e” cos 4x — 2e” sin 4x c) (y — 8) dx + 5x dy =0 
si y” —4y" +20y = 0 d) 7x ( — 2 sec? (2) dy -(@—5)dx=0 


e) x dy = (yx — 4y) dx 
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3. Déterminer la solution particulière explicite des 


équations différentielles suivantes. 


dy 


a) = = x — 2x + 4et f(1) — 4 
dx 
dx 

b) pe = -9,8f + 12 et x = 10 lorsque r = 0 
dy x 

c) — = — et la courbe passe par P(2, -1) 


dx y 
d) xy' = y, où y > 0 et y = 4 lorsque x = -1 


e) y’ = 2xy° et la courbe passe par P(-3, 4) 


f) e = Vi, où v > 0,1 > Det la courbe passe 
A 


par P(4, 9) 
dQ , _ _ 
g) ne -50, où Q > 0 et O — 22 lorsque f = 0 


h) y’ dx = x dy, la courbe passe par P(1, -1) 
etx > 0 


; dy É 1 
1) sec 0 —— — y*et la courbe passe par PI —, — 
4 ? PRRSRRENSZ 


. Pour chacune des équations différentielles 
suivantes : 


1) déterminer la solution générale ; 
11) déterminer la solution particulière ; 


iii) représenter graphiquement certaines 
courbes de la famille de courbes ainsi que la 
courbe représentant la solution particulière. 


» À. 


2 et y — 6 lorsque x = -2 
dx 


b) 2x dx + 8y dy = 0 et y = -1 lorsque x = V8 


c) _ = À où y > 0 et la courbe passe par P(0, 2) 
X 


3 
d) dy = 4V y dx et y = 4 lorsque x = 3 


. Trouver l’équation de la courbe définie par y = f(x): 


a) si f"(x) = 3, f'(2) = 5 et la courbe passe par 
le point P(-2, 3); 
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b) passant par le point Q(3, -2) et dont la pente 
de la tangente en tout point P(x, y) est donnée 
par 2x? +3; 


c) passant par le point P(1, 6) et dont la tangente 
à la courbe en ce point est parallèle à la droite 


définie par gx) = 3x + 1 et telle que y" = =: 
X 


d) passant par le point P(0, -7) et dont la pente 
de la tangente en tout point P(x, y) est égale 
à l’ordonnée augmentée de 5 unités ; 


e) si f(x) — 12x — 4 et la courbe passe par les 
points P(0, 3) et Q(-2, -5). 


. a) Trouver l’équation de la famille de courbes 


dont la pente de la tangente en tout point 
P(x, y) est égale au carré de la fonction. 


b 


= 


Déterminer l’équation de la courbe appartenant 
à la famille de courbes précédente et passant 
par le point 


: 1 . 1 Me -1 
1 E ( 3) üi) P, 5 2) il) P, C :} 


Représenter graphiquement dans un même 
système d’axes les trois courbes trouvées 
en b). 


. a) Trouver l’équation de la famille de courbes 


orthogonales à la famille de courbes définies 
par f(x) = x +k,oùx>0etkel. 


b) Des familles précédentes, trouver l’équation 
des courbes passant par le point 


1) P(1,5), 1) Q(2, 3). 


c) Représenter graphiquement dans un même 
système d’axes les quatre courbes trouvées en b). 


. Soit F, la famille de courbes définie par y — kx?, 


où kERR. 


a) Déterminer la famille de courbes G orthogonales 
àF. 

b) Déterminer la courbe de chaque famille qui 
passe par le point 


i) PG, -5), üi) Q(-2, 7). 
c) Représenter graphiquement dans un même 


système d’axes les quatre courbes 
trouvées en b). 


2.4 Applications de l'intégrale indéfinie 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra résoudre des problèmes à l’aide de l'intégrale indéfinie. 


LE DÉPRne JEU ne a ue ARTE ; Loi de refroidissement de Newton 
* de résoudre des équations différentielles reliées à la physique ; aT 
+ de résoudre des équations différentielles reliées à des problèmes = K(T — A) 


de croissance et de décroissance ; 
+ de résoudre des équations différentielles reliées à l’économie. 


De façon générale, pour résoudre une équation différentielle modélisant une 
situation concrète, nous pouvons procéder comme suit: 


*_ définir l'équation différentielle correspondant à la situation ; 

*_ résoudre l'équation différentielle, en séparant d’abord les variables, s’il 
y a lieu, et en intégrant chaque membre de l’équation ; 

* utiliser la condition initiale donnée pour évaluer la constante d’intégration, 
ainsi que les autres conditions données pour évaluer, s’il y a lieu, la constante 
de proportionnalité, afin de déterminer la solution implicite et, si possible, la 
solution explicite décrivant la situation donnée ; 

* répondre aux différentes questions en utilisant l'équation adéquate, trouvée 
précédemment. 


Position, vitesse et accélération 


Rappelons d’abord quelques notions de physique étudiées dans le cours de calcul 
différentiel, afin de résoudre certains problèmes de physique, en particulier des pro- 
blèmes de mouvement rectiligne uniformément accéléré. 

Soit les fonctions x, v et a, où 


Physique x représente la position d’un mobile en fonction du temps, 
v représente la vitesse d’un mobile en fonction du temps et 
a représente l’accélération d’un mobile en fonction du temps. 


Ces fonctions sont reliées par les équations différentielles suivantes. 


Physique Mouvement rectiligne uniformément accéléré 


Dans ce type de mouvement, l'accélération a, où a Æ 0, de la particule est 
constante à tout instant f. 


2.4 Applications de l'intégrale indéfinie 91 


De la terrasse d’observation, située à 342 mètres du sol, de la 
Tour CN, nous lançons une balle verticalement vers le haut avec 
une vitesse initiale de 25 m/s. Nous savons que l’accélération a 
de la balle est constante et égale à 9,8 m/s? vers le bas. 


a) Déterminons la vitesse y de la balle en fonction du temps, et calculons sa 
vitesse après 1 seconde et après 4 secondes. 


dy a : 
et Puisque 7 — -9,8 (équation différentielle correspondante, où a = -9,8) 
dt 


dv = adt dy = -9,8 dt (en séparant les variables) 


[a = Je dt | 9,8 dt 


v = -9,8t + C (en intégrant) 


— 
Ë 
Il 


En remplaçant # par 0 et v par 25 (condition initiale) 
dans l’équation précédente, nous obtenons 


25 = -9,8(0) + C, ainsi C = 25 
d’où y = -9,8f + 25, exprimée en m/s, ainsi 
v(1) = 15,2m/s et v(4) = -14,2 m/s. 


b) Déterminons la hauteur h de la balle par rapport au sol en fonction du temps, 
et calculons sa hauteur après 2 secondes et après 7 secondes. 


dh : dh . (équation différentielle correspondante, 
+ Puisque PTE -9,8t + 25 où v = -D.8r+ 25) 
dh = (-9,8t + 25) dt (en regroupant) 
[ar = [eos + 25) dt 
h = -4,9P + 251 + C (en intégrant) 
t=0;h = 342 En remplaçant f par O et h par 342 (condition initiale) 
dans l’équation précédente, nous obtenons 
342 = -4,9(0) + 25(0) + C, ainsi C, = 342 
d’où h = -4,98 + 25r + 342, exprimée en mètres, ainsi 
h(2)=3724m et h(7) = 276,9 m. 

c) Déterminons le temps f nécessaire pour que la balle atteigne sa hauteur 
maximale ; déterminons cette hauteur ainsi que la distance totale parcourue 
par la balle lorsqu'elle aura touché le sol. 

h À la hauteur maximale de la balle, v = 0, ainsi -9,8r + 25 = 0 


(m) AH (E) = -4,96 + 25t + 342 
d’où f — 2,55... secondes, 


donc h(2,55...) = -4,9(2,55...) + 25(2,55...) + 342 = 373,887... 
d’où sa hauteur maximale est d’environ 373,9 mètres. 


Distance totale — 373,887... + (373,887... — 342) 


8 1128... 
hH=0sit=1128. d’où environ 405,8 mètres. 
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S'CUUPE Supposons qu’au moment où un automobiliste filant à 108 km/h 
freine, l’accélération de son automobile en fonction du temps est 
donnée par a(f) = -6, où f est en secondes et a(f) en m/s?. 


a) Déterminons la fonction v donnant la vitesse en fonction du temps f 
et calculons sa vitesse après 2 secondes et après 3 secondes. 


: dv 
LE Puisque _. == (équation différentielle correspondante, où a = -6) 
dt t 

dv = -6 dt (en séparant les variables) 
Î dv = | (-6) dt 
v=-6t+cC (en intégrant) 

108 (1000) ET | 1 «1: : ; S 4: 
an 30 Nous savons qu’à l’instant où l’automobiliste freine, c’est-à-dire au temps 


t = 0, la vitesse de l’automobile est v — 108 km/h, c’est-à-dire 30 m/s. 


t= 0; v = 30 En remplaçant f par O et v par 30 (condition initiale) 
dans l’équation v = -6f + C, nous obtenons 


30 = -6(0) + C ainsi C = 30 


d’où v(#) = -6f + 30, exprimée en m/s, ainsi 


__. = 648 v(2) = 18, donc 18 m/s, c’est-à-dire 64,8 km/h, 
12 (3600) _ ,, v(3) = 12, donc 12 m/s, c’est-à-dire 43,2 km/h. 
1000 : 


b) Déterminons le temps nécessaire pour que l’automobile s’immobilise. 


v(?) = 0, c’est-à-dire -61 + 30 = 0, ainsi t = 5, 
d’où l’automobile s’immobilise en 5 s. 


c) Déterminons la distance D parcourue entre le moment où l’automobiliste 
freine et l’instant précis où l’automobile s’immobilise. 


Soit x la position à chaque instant f. 


dx : 
: | | Puisque  — = -61 + 30 = = y, Où y = -6t + 50) 
Représentation graphique dt dt 
lorsque C, = 0 
yA x@ = -3E + 30 dx = (-6t + 30) dt (en regroupant) 
60 _ 
[a = | (-6t + 30) dt 

40 
20 x = -38 + 30r + C, (en intégrant) 


ainsi D = x(5) — x(0) = (75 + C) (0 + C)=75 


d’où D = 75 mètres. 


S1(s) 


De façon générale, l’accélération d’une particule peut être une fonction d’au moins 
une des variables x, v ou f. 
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| Exemple 3 | Soit une particule dont l’accélération a est donnée par a = x+3 
d 


où a est en m/s’, x est en mètres et k est une constante. Cette particule 
part de l’origine avec une vitesse nulle et sa vitesse est de 10 m/s 
lorsque x = 5 m. 


a) Déterminons la vitesse v de la particule en fonction de la position x et trou- 
vons cette vitesse lorsque x = 2 mètres. 


LE a Eu = ê car a = ue 
" dt (x+3ÿ +3 
dv = dv dx dv de = k (règle de dérivation en chaîne) 
dt dx dt dx dt (x+3}ÿ 

dy k dx | 

a car — = y 

dx (x + 3} dt 

k 


(en regroupant) 


ane 


” k 
Pe-fa 
v? -k 


5 = ue se C (en intégrant) 

En remplaçant x par 0 et v par 0, puis x par 5 et v par 10, nous trouvons 
Six = 0, alors v = 0 0= +0 . 3C—k=0 O 
Six = 5, alors v = 10 CORRE 2e HE dr 8C — k = 400 (©) 

Do 2 SE 
En résolvant le système d’équations précédent, nous trouvons C = 80 et & = 240 
2 : 
ainsi - = en + 80 = = donc v? = = 


240 
a = 0 
(x +3) 


Puisque l’accélération a est positive et que v(0) = 0, alors v est non négative, 


— 160x 
d'où v = /———, exprimée en m/s. 
Se à 
320 


En remplaçant x par 2, nous obtenons v(2) = =. = 8, 


d’où y = 8 m/s lorsque x = 2 mètres. 


b) Trouvons la position de la particule lorsque v = 9 m/s. 


| 160x 
OË= 
5 à 


160x ; : 
81 = (en élevant au carré) 
x +3 
81x + 243 = 160x 
x = 3,075... 


d’où la particule est à environ 3,1 mètres de l’origine lorsque v = 9 m/s. 
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c) Déterminons théoriquement la vitesse maximale v.. de la particule. 


De (x) = = nous obtenons v'(x) = 2@ À 3> —= 


Puisque v'(x) > 0 sur 10, +co[, v est croissante sur [O, +oof, 


d’où la vitesse maximale théorique est obtenue lorsque x — +00, 


= 6 2. | 160x ._ [x 
y = VI60 Vnax — Lu v@) = lim PURE (er vo) = he. 
1 


; | 160x 
= Jim ee 
X— +00 | 
X = 
X 


160 É | 
— = 1,carx # 0 
3 % 
1+3) 
X 


lim 


X— +00 


= V160 


d’où la vitesse maximale théorique est d’environ 12,65 m/s. 


Croissance et décroissance exponentielles 


Il arrive fréquemment que le taux de croissance ou de décroissance d’une quantité 
soit proportionnel à la quantité présente ; par exemple, la population d’un pays, le 
nombre de bactéries, la radioactivité, certains types de placements, etc. 


DÉFINITION 2.11 Soit les expressions À, B et C, et soit K € IR \ {0}. 


1) A est proportionnelle à B, si et seulement si A — KB 

; ; : ; . K 
2) A est inversement proportionnelle à B, si et seulement si À — 3 
3) A est proportionnelle à B et à C, si et seulement si À = KBC 


Dans les trois cas, K est appelée la constante de proportionnalité. 


d :  : 
Lorsque = le taux de croissance (décroissance) par rapport au temps d’une 
t 


quantité ©, est proportionnel en tout temps à la quantité Q présente, l'équation 
différentielle correspondante est de la forme 


d : ee 
". — KOQ, où K est la constante de proportionnalité. 


Démographie SCOUUERE Sila population P d’une ville augmente proportionnellement en 
tout temps à la population présente à un taux continu de 5 % par 
année, et qu’au début de 2010 elle était de 80 000 habitants, 


a) déterminons la fonction P donnant la population en fonction du temps f, 
où f est le nombre d’années écoulées depuis 2010. 


© 
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le équation différentielle correspondante est 
dP 
dt 
dP 


P = 0,05 dt (en regroupant) 


[£a = [os a 
P 


In |P| = 0,05: + C (en intégrant) 


= 0,05P (car K = 0,05) 


Solution générale implicite In P = 0,05 + C (car P > 0) 
Condition initiale En remplaçant f par 0 (en 2010) et P par 80 000, nous obtenons 
t= 0; P = 80 000 ne 
In 80 000 = 0,05(0) + C, ainsi C = In 80 000 
Solution particulière d’où In P = 0,05f + In 80 000 (équation 1) 
implicite | : ; : 6 
Cette équation est la forme logarithmique de la solution. 
Cette forme est utile lorsque nous cherchons f, la population P étant donnée. 
De l’équation précédente, nous avons 
JP = QE RENE (car si In P = À, alors P = e4) 
— et e" 80 000 

= 80 0006°!° (career) 
Solution particulière d’où P = 80 0006!‘ (équation 2) 
explicite 


Cette équation est la forme exponentielle de la solution. 


Cette forme est utile lorsque nous cherchons P, le temps f étant donné. 


b) Déterminons la population de cette ville en l’an 2030. 


20 Pour déterminer la population en 2030, il suffit de remplacer f par 20 dans 
? l’équation 2, en considérant que l’année 2010 correspond à f = 0. 


P = 80 0006129 — 217 462,54... 
d’où environ 217 463 habitants. 


c) Déterminons en quelle année la population de cette ville sera de 
150 000 habitants. 


P = 150 000 Remplaçons P par 150 000 dans l’équation 1 et trouvons f. 
F7 In 150 000 = 0,05f + 1n 80 000 
0,05f = In 150 000 — In 80 000 


2010 + 12,57... D'où environ au milieu de l’an 2022. 


Remarque Dans certains problèmes, en plus d'évaluer la constante d’intégra- 
üon C, nous devons évaluer la constante de proportionnalité K à l’aide des données 
du problème. 
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Biologie Dans une culture, le nombre de bactéries s’accroît à un taux 
proportionnel en tout temps au nombre de bactéries présentes. 
Si au début de l’expérience nous comptons 3000 bactéries et, 
2 jours après, 7000 bactéries, 


a) déterminons après combien de jours le nombre de bactéries sera de 14 000. 
Soit N, le nombre de bactéries présentes en tout temps. Nous avons 
aN 


ni — KN, où K'est la constante de proportionnalité. 


aN = K dt (en regroupant) 


N 
1 
[Rav [ra 
N 


nIN|=Kt+cC (en intégrant) 
nN=Kt+cC (car N > 0) 


Déterminons les valeurs de C' et de K à l’aide des données. 
Condition initiale Nous savons que N = 3000, lorsque f = 0 
t=0;N = 3000 PE 
In 3000 = X(0) + C, ainsi C = In 3000 
L’équation devient alors In N = Kf + In 3000 
Deuxième condition De plus, nous savons que N = 7000, lorsque f = 2 
de El In 7000 = K(2) + In 3000 
In 7000 — In 3000 = K(2) 


In () — K(2), ainsi K — in T 


3 3 
Solution particulière 1 5 
implicite sous forme d’où In N = —In ) t + In 3000 (équation 1) 
logarithmique 2 3 
AE 
Solution particulière ainsi !V — 3000e? É) (équation 2) 
explicite sous forme te : " ; \ 
exponentielle en base e Cette dernière équation peut être transformée de la façon suivante: 
D\ > de 
N = 3000 (e”) — 3000 G) (eus 0 2 7 
7 | 
Solution particulière explicite donc N = 3000 | — (équation 3) 
sous forme exponentielle en 3 
T En remplaçant N par 14 000 dans l’équation 1, nous obtenons 
base 3 Plac P q 
1 7 Nue 2 14 
N = 14 000 In 14 000 = — In El t + In 3000, ainsi f = ———In F = 3,636... 
eo DS NE 3 
5 
d’où f = 3,64 jours. 
t=5 b) Déterminons la quantité de bactéries après 5 jours. 


En remplaçant f par 5 dans l’équation 2 ou 3, nous obtenons N = 24 950 bactéries. 
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Demi-vie 


DÉFINITION 2.12 La demi-vie ou la période est le temps nécessaire pour qu’une quantité donnée 
(masse, concentration, etc.) diminue de moitié. 


Qt De façon générale, pour une quantité initiale Q,, de demi-vie £,, nous avons 
0 020 [H,02] # Pa PC] #2 
APE 1 période 2 périodes 3 périodes | n périodes 
_ t=t, t=2t, t=3t, t= nt, 
olo llo-@ 1/29 |1f0\_2 9, 
NI DURS"? 2 | 2 DJ IN ZAR 21e 2e 
1 période 
4010 |-====> 14,021 =(1) 0.02) 
2 périodes | | | ; 
[HO;] = aù \ d) (0,02) Le graphique ci-contre illustre la concentration de H,O, en 
Re SEE 7". 22 fonction du temps. La concentration initiale est de 0,02 mol/L, 
1300 min! 3 périodes et la période, de 650 minutes. 


Radioactivité MOUUCEZ Considérons une substance radioactive de masse initiale Q,, dont 
la masse, après 10 ans, est de 99,5 % de Q,. 


a) Déterminons la fonction Q donnant la quantité en fonction du temps, sachant 
que le taux de désintégration de la masse est proportionnel à celle-ci. 


Soit Q, la masse de la substance radioactive présente en tout temps, et K, 
la constante de proportionnalité. Ainsi, 


dQ 

LT 

dt £ 

do = K dt (en regroupant) 


0 
[co- [Ka 
0 


In |QO| = K+C (en intégrant) 
nO=Kt+cC (car Q > 0) 
Déterminons les valeurs de C et de K à l’aide des données. 
Condition initiale Nous savons que Q = Q, lorsque f = 0 
FES In Q, = K(0) + C, ainsi C=InQ, 
L’équation devient alors In Q = Kf + In Q, 


© 
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Deuxième condition “De plus, nous savons que Q = 0,995Q, lorsque r — 10 
= 10; Q = 0,9950, 
In (0,9950) = K(10) +mQ, 
0,9950, 
K(10) = In (0,995Q,) — In Q, = In He 
0 
nes = In (0,995) 
ainsi = 10 
In 0,995 
10 


In 0,99 
ind 


d’où In Q = En) [0 A (équation 1) 


O0 (équation 2) 
Q = Q,(0,995) (équation 3) 
b) Calculons la demi-vie de cette substance. 

Q=— Il suffit de remplacer Q par & dans l’équation 1 pour déterminer la demi-vie. 

| £) __ In (0,995) ; 

NOT 

In (0,995 

in (Ÿ) pe 


-InQ, 


10 


_ 10In (0,5) o, 2). 
Ê= In (0,995) (er In É) 20 In 20 | = Q5)] 


t = 1382,825... 


d’où la demi-vie est d’environ 1383 ans. 


c) Déterminons la masse de la substance radioactive qu’il reste après 2766 ans. 
t = 2766 En remplaçant f par 2766 dans l’équation 3, nous obtenons 


Q =? 2766 


Q = Q,(0,995) ° = (0,249...)Q, 
d’où Q = 0,250, 


Ce résultat était prévisible, car 2766 = 2(1383) ; donc la masse initiale a été 
réduite de moitié deux fois. 


d) Déterminons le nombre d’années pour que 90% de la masse initiale soit 
désintégrée. 
Q—0.10, 


20 En remplaçant © par 0,1Q, dans l’équation 1, nous obtenons 


Painto 


Représentation graphique In (0,995) 
lorsque Q, = 1 In (0,10) : 0 


In (0.995) 
10 
__101n(0,1) 
In (0,995) 
t = 4593,647.. 


Q(®) = 1(0,995)° In (0,1Q,) — In Q, = 


0,10, 
(eu In (0,19) = fi (@), = În en = ]n Qu) 


1000 
2000 
3000 
4000 


e t (ans) 
= 
+ 


[=] 
8 d’où : = 4594 ans. 
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: nine dP : 
Certaines équations différentielles sont de la forme dE K,P + K,, où P est une 


fonction de f, K° est la constante de proportionnalité et K°, est une constante. 


En 2014, la population P d’une ville était de 75 000 habitants. Selon 
une étude, les démographes estiment que, pour les 50 prochaines 
années, le taux continu de natalité sera de 2% par année, le taux 
continu de mortalité sera de 1,5 % par année et que, annuellement, 
1000 personnes quitteront la ville. 


a) Déterminons approximativement la population P de cette ville en l’an 2024. 
Soit f, le nombre d’années écoulées depuis 2014. 
L’équation différentielle correspondante est 


de (0,02 — 0,015)P — 1000 
dt 
Le 0,005P — 1000 
dt 
dP 
= dt (en regroupant) 
0,005P — 1000 
u = 0,005P — 1000 Eros dP = | dt 
0,005P — 1000 
du = 0,005 dP 
Il 1 1 
dP = —— 4 = 
0,005 “” Î u ns) “ J “ 
0,005 mlul=r+cC (en intégrant) 
200 In |0,005P — 1000! = 1 + C (car u = 0,005P — 1000) 
t=0 En remplaçant f par 0 (en 2014) et P par 75 000, nous obtenons 
Pre 200 In |-625| = 0 + C, ainsi C = 200 In 625 
donc 200 In |0,005P — 1000| = r + 200 In 625 
In |0,005P — 1000 | = 0,0054 + In 625 
SiB > À, alors puisque (1000 > 0,005P), alors |[0,005P — 1000 | = 1000 — 0,005P 


|[A—B|=B-A 
In (1000 — 0,005P) = 0,005f + In 625 (équation 1) 
1000 — 0,005P _ e9-005t + In 625 
0,005P = 1000 — en 90005 
__ 1000 — 625620 
0,005 
P = 200 000 — 125 000% (équation 2) 


P 


1= 10 En remplaçant t par 10 dans l’équation 2, nous obtenons 
Fes P = 68 591 habitants. 
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P = 50 000 


t=7? 


P(t) = 200 000 — 125 0006! 


(10; 68 591...) 


(36,46... ; 50 000) 
20 000 


Isaac Newton 
(1642-1727) 


LOI DE 


REFROIDISSEMENT 
DE NEWTON 


b) Déterminons en quelle année la population de cette ville sera de 
50 000 habitants. 


En remplaçant P par 50 000 dans l’équation 1, nous avons 


In (1000 — 0,005(50 000)) = 0,0054 + In 625 


= 1 1e En 
0,005 625 


= 36,464... 


d’où environ au milieu de l’année 2050. (2014 + 36,464...) 


Nous savons qu’une tasse de café, dont la température est au-dessus de la tempéra- 
ture ambiante, se refroidira. De même, un jus retiré d’un réfrigérateur se réchauffera 
s’il est laissé à une température supérieure. Ces variations de température satisfont la 
loi de refroidissement de Newton. 


IL Y A ENVIRON 300 ANS... 


Isaac Newton est né l’année même de la mort de Galilée. Il passe une partie importante de 
sa vie d’adulte au Trinity College de Cambridge. Il y entre comme étudiant en 1661 et quitte 
l'institution en 1696. Deux hommes ont joué un rôle important dans la carrière de Newton. 
En 1669, le mathématicien Isaac Barrow (1630-1677) fait en sorte que Newton, alors âgé de 
27 ans, lui succède à la chaire de mathématiques de l’Université de Cambridge, lui assurant 
ainsi un revenu adéquat. L’astronome Edmund Halley (1656-1742) pousse Newton à publier 
son œuvre maîtresse Principia Mathematica (1687). Le coup de pouce de Halley est néces- 
saire, car Newton, de nature timide, craint les critiques de façon presque maladive. 


Soit 7, la température d’un objet, et À, la température ambiante. Le taux de varia- 
tion de la température 7, par rapport au temps f, est proportionnel à la différence 
entre la température de l’objet et la température ambiante, c’est-à-dire 

aT 


ae ET 4) 


où K' est la constante de proportionnalité. 


| Exemple 5 Un thermomètre dans une pièce indique une température de 22 °C. 


Un jus, dont la température est de 4 °C, : Un café, dont la température est de 


est sorti du réfrigérateur et, au bout de  : 83 °C, est apporté dans la pièce et, 
20 minutes, il a atteint la température ; au bout de 15 minutes, il a atteint la 
de 7 °C. : température de 60 °C. 
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a) Déterminons la température T du jus 


en fonction du temps f. 


: a) Déterminons la température Z 
: du café en fonction du temps f. 


Loi de refroidissement Le —K (1:22) C7 = K,(Z — 22) 
de Newton d dt : 
22h = K dt (en à 24 = K, dt 
T = 22 : : Z = 29 d 
Î L ar = | K, di | L az = | K,dr 
D? L'on 2 


u=T-22:v=7Z-22 
du = dt 


Conditions initiales 


Deuxièmes conditions 
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Mne2|=K;7c 
dv dz 


Ainsi, In (22-T)=Kt+C, 


nt) In |Z — 22| = Kt+C, 
Puisque T1 < 22,|T—22| =(22-7 Puisque Z=22,1Z—22| = (7 22) 


: Ainsi, In (Z— 22) = Kf+C, 


Déterminons la valeur des constantes Cet C, à l’aide des données pertinentes. 


Nous savons que T = 4 lorsque t = 0 
n22-4=K(0)7cC 
C = 18 


= 
T=4 


t=0 


2-8 donc 


ainsi 
L'équation devient alors 
DC) A OnUIS 


Nous savons que Z = 83 lorsque { = 0 
: donc In (83 — 22) = K,(0) + C, 

? ainsi C = m6! 
L'équation devient alors 

In (Z — 22) = K,f + In 61 


Déterminons la valeur des constantes K° et K, à l’aide des données pertinentes. 


Nous savons que T7 = 7 lorsque { = 20 


In G) t+In 18 (équation 1) In (Z — 22) = ] 


Nous savons que Z = 60 lorsque f = 15 
: donc In (60 — 22) = K,(15) + In61 
In 38 = K,(15) + In61 


ainsi K, — m In el 


: L’équation devient alors 


1 38 
Se 
sm (2) In 61 


Déterminons la température T du jus et Z du café en fonction du temps f. 


£ on 
(équation 2) Z = 22 + Glen & 


: 15 
(équation 3) Z=22 +61 F5) 


#1) 


js 


61 


En remplaçant f par 35 dans l'équation 3, : En remplaçant f par 35 dans l'équation 3, 


35 


5 
Z=22 +61 F5 = 42,217... 


? D'où Z = 42,22 °C. 


é= 0 : £= 15 
T=7 : Z=60 donc In 22 7 020) ins 
In 15 — In 18 — K (20) 
1 15 1 5 
insi K, = — 1 dl 
vie o Eu 5) 
L'équation devient alors 
Il 
In (22 — T) = 
. 720 
1 5 
T= 22 — 1867" 08) 
Ë 20 
T=22—-18|-— 
( 
b) Calculons la température du jus et du café après 35 minutes. 
35 
1=35: 1—=35 s\? 
T=? ? r=22-—18(5) — 8,917... 
D'où T = 8,92 °C. 
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40 80 120 t 


(min) 


Mélange de substances 


c) Déterminons le temps nécessaire pour que. 


… le jus atteigne une température : … le café atteigne une température 
de 12 °C. de 35 °C 
En remplaçant T par 12 dans En remplaçant Z par 35 dans 
l'équation 1, l'équation 1, 
De Do 

In (22 = 12) = 1 t+n18 : In(35-22=—1 t+In6l 

EX ) 5) LE M nr a (+) : 
D'où f = 64 minutes. : D'où = 49 minutes. 


d) Déterminons théoriquement la température. 


.… maximale T.. du jus. : .… minimale Z. du café. 
dy (Se die (8), 
T = lim|22 —- 187 Ÿ 2 = lim 22 + 616708 
=» ne = 1h 6e 
—22—0 (er (e)1<0) | 22010 (eur (S)r<0) 
Den. = 40 | Donz. = 22" 


Un réservoir de 40 litres est rempli d’un mélange des substances A 
et B. Le pourcentage de la substance A dans ce mélange est 
de 20 %. Nous versons dans ce réservoir, au rythme de 3 litres 
par minute, un nouveau mélange des substances A et B, où la 
substance A est dans une proportion de 60 %. Le réservoir se 
vide au même rythme qu’il se remplit. On suppose que le 
mélange est toujours homogène. 


a) Déterminons l’équation différentielle correspondant à cette situation. 
Soit Q la quantité de substance A présente à chaque instant dans le réservoir. 


Calculons d’abord la quantité de la substance A ajoutée à chaque instant. 


à 
SR A 
minute 


Calculons ensuite la quantité de la substance A retranchée à chaque instant. 


3 litres (£) = 30 
minute \40 40 


L/min 


Ainsi, le taux de variation de la quantité de la substance A par rapport au 
temps f à chaque instant est donné par 


LEE 30 donc -7 2 


, , exprimé en L/min. 
dt 40 40 
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u = 72 — 3Q 

du = -3 dQ 
| 

dO => du 


Condition initiale 


t=0;O0=8 
1=5 
Q =? 
Q = 40(45 %) 
t =? 


Si k < 0, alors 
lim e“ =0 


14e 


b) 


c) 


d) 


e) 


104  CHAPITRE2 Intégration 


Déterminons © en fonction de f. 


_— = dt 
rm 


1 — 
40] 0 = | 


In [72-301 = ++ C 


Puisque (en regroupant) 


(en intégrant) 


= In (72 —30)=1+C  (Car(2-30>0) 


Déterminons la valeur de la constante C. 


Nous savons que Q = 0,20(40) = 8 litres lorsque t = O, ainsi 


ZE In (72 — 24)=0+ C donc € = “In 48 
0 à ç72 = 30) = 1 = in48 
3 3 

-3 


(équation 1) 


d’où In (72 — 30) = 7 + In (48) 


— 


O = 24 — 1667 


(équation 2) 


Déterminons le pourcentage de la substance B après 5 minutes. 
Déterminons d’abord la quantité de la substance A après 5 minutes. 
En remplaçant f par 5 dans l’équation 2, nous obtenons 


—3(5) 


Q = 24 — 16e ® = 13,003... 


13,003... 
Ainsi, la proportion de la substance A est ——— = 0,325... 
c’est-à-dire environ 32,5 %. 


D'où le pourcentage de la substance B est d’environ 67,5 %. 


Déterminons après combien de temps la proportion de la substance A dans 
le mélange sera de 45 %. 


En remplaçant Q par 40(45 %), c’est-à-dire 18 dans l’équation 1, nous obtenons 
-3 
In (72 — 3(18) = — 1 +In4 
n ( 3(18)) 20 t + In 48 


D'où ft = 13,08, donc environ 13 minutes et 5 secondes. 


Déterminons théoriquement la quantité maximale Q . de la substance A. 


max 


31 
Q.. = lim La — 16e“ | 


= 24—0 
D'où Q est de 24 litres. 


Économie 


Dépréciation SOUUERE Nous estimons que le taux de variation instantané de la valeur V 
-43 200t 


d’une automobile neuve de 24 500$ est donné par G+ D” 


exprimé en $/an, etre [0 an, 6 ans]. 
a) Exprimons la valeur V de cette automobile en fonction du temps. 


L’équation différentielle correspondante est 


dv > 452007 
A (CET 
dV = en (en regroupant) 
-43 200r 
dV = dt 
Î (PEEMIDE 
Î 
=- dt 
V = -43 200 | G+ 1» 
u=t+1 43200 | "au 
du = dt ‘ 
t=u—l =-43 200 | (A - +) du 
Wu 
= -43 200 Î (u? — u*) du 
il 1 —. 
= -43200| —+—|+C (en intégrant) 
u  2w 
= +C  (&=1+1) 
= }s, U —= 
Pan 2e LP 
= D + C (en effectuant) 
Condition initiale En remplaçant f par 0 et V par 24 500, nous obtenons 


t=0;V = 24 500 
24 500 = 21 600 + C, ainsi C = 2900 


21 600(2f + 1) 


d’où V(f) = G+1P 


+ 2900, où r € [0 an, 6 ans]. 


b) Déterminons la valeur de cette automobile après 2 ans. 
2 En remplaçant f par 2 dans l'équation de V(r), nous obtenons 
= 


21 600(5) 


VC) = + 2900 = 14 900 


d’où 14 900$. 
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© 
c) Déterminons après combien de temps cette automobile vaudra la moitié de la 
valeur initiale. 


v = = C4 500) = 12 250 En remplaçant VO par 12 250 dans l'équation de V(9, nous obtenons 
dés 12 250 ED 5066 

{+1} 
vo = 2160001 + 1) , 2090 9350 = 21 600(2f + 1) 


Œ+1ÿ (+ 1} 
187(t + 1} = 43202r + 1) 
187 — 4907 —245 = 0 
t — 3,049... (-0,429.. à rejeter) 


d’où environ 3 ans. 


Définissons quelques termes employés en mathématiques financières. 


DÉFINITION 2.13 1) Le taux d’intérêt nominal, noté j, est le taux annuel qui est capitalisé une ou 
plusieurs fois par année. 


2) Le taux d’intérêt effectif ou taux d’intérêt réel, noté i, est le taux réellement 
payé annuellement. 


Le taux de variation d’un capital À, investi à un taux d'intérêt nominal j capitalisé 
continuellement, est donné par l'équation différentielle suivante : 
dA 


at “JA 


Investissement SOUPE Soit un capital de 2500 $ investi pour 10 ans à un taux d’intérêt 
nominal de 3 % capitalisé continuellement. 


a) Déterminons la fonction À donnant le capital en fonction du nombre t 
d’années écoulées. 


= = 0,034 (car j = 0,03) 
ê = 0,03 dt (en regroupant) 


jan = | 
— A = 
1e 0,03 dt 


In |A] = 0,03: + C (en intégrant) 
In À = 0,03r + C (car À > 0) 
Condition initiale En remplaçant f par 0 et À par 2500, nous obtenons 
PPS In 2500 = 0,03(0) + C, ainsi C = In 2500 
d’où In À = 0,03r + In 2500 (équation 1) 
De l'équation précédente, nous avons À = e°%%+1n2500 — 0.03: Qin 2500 


d’où À = 2500!!! (équation 2) 
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1=5 b) Déterminons le capital A après 5 ans. 

L Pour déterminer ce capital, remplaçons f par 5 dans l’équation 2. 
A = 2500e°%% = 2904,585.. 

d’où environ 2904,59 $. 


c) Déterminons le taux d’intérêt effectif : correspondant à cette situation. 


En remplaçant f par 1 dans l'équation 2, nous obtenons 


À = 2500e°%0 = 2576,136.. 
NT ER ee 
2500 
d’où i = 3,05 %. 
A = 5000 d) Déterminons, si c’est possible, le temps nécessaire pour que le capital initial double. 


Pour déterminer ce temps, remplaçons À par 5000 dans l'équation 1. 
In 5000 = 0,03: + In 2500 
0,03r = In 5000 — In 2500 = In 2 


_ In2 _ 0,693... 
0,03 0,03 
D'où le capital initial de 2500 $ ne double pas pendant la période 
d'investissement, car 23 € [0 an, 10 ans]. 


= 23,104... 


Remarque De façon générale (voir d) de l’exemple précédent), le temps néces- 
saire {, pour qu’une quantité double est donné par 
In2 0,693... 
1, — — 
k k 
En particulier pour un placement investi à un taux d’intérêt constant j, exprimé 
en %, on peut utiliser l’approximation suivante pour déterminer £: 


, où k est le taux de croissance. 


ln 
d  j% 


Rappelons maintenant quelques notions d'économie étudiées dans un premier cours de 
calcul différentiel afin de résoudre certains problèmes relatifs aux revenus et aux coûts. 


Soit les fonctions C, C,, R, R, et P, où 
C représente les coûts totaux en fonction de la quantité, 
C, représente le coût marginal en fonction de la quantité, 
R représente les revenus totaux en fonction de la quantité, 
R, représente le revenu marginal en fonction de la quantité et 


P représente le profit en fonction de la quantité, où P = R—C. 


Ces fonctions sont reliées par les équations différentielles suivantes : 
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Coût marginal | Exemple 3 | Les analystes d’une compagnie d’articles de plein air estiment que, 
Hana pour la fabrication de leurs bouteilles d’eau, le coût marginal C, 
et le revenu marginal R, sont donnés par les fonctions : 


1 Je 6 
CO : + a+ exprimé en milliers de dollars, et R (g) — VA 


exprimé en milliers de dollars, où g € [0, 20] est le nombre d’unités 
produites en milliers. Si les coûts fixes sont de 15000 dollars, 


a) déterminons les fonctions revenu R et coût C. 


Le dR_ 6 (arr ) 1,2 (ae #+ 1) 
— : = D Car K, — : car ni —— 
dg LINE dq m dq Va m Va dq 4 q 4 il m 4 q | 
6 4 1 
dR = —— dq (en regroupant) : dC=|—+——|dg (en regroupant) 
6 


R=12 Va + K, (en intégrant) C= L = jh ee je K,, (en intégrant) 


8 
Conditions initiales En remplaçant g par 0 et R par 0, En remplaçant g par 0 et C par 15, 
AN at 0° 
RE UM 0 = 12V0 + K, ainsi K = 0 15 = +nl+k,ainsiK,= 15 
Cu 
d’où À = 12Vg  doùC=+hM@q+D+15 (Gargz0) 


b) Déterminons la fonction P donnant le profit, et évaluons P(1), P(6) et P(16). 
P(q) = 12Vq — £ + In (g + 1) + 15) (car P() = RG) — Ca) 
P(1) = 12V1 — _ — In2 — 15 = -3,818 147... 
donc une perte d’environ 3818 $ pour une production de 1000 bouteilles. 
P(6) = 12V6 — £ — In 7 — 15 = 7,947 96... 
donc un profit d'environ 7948 $ pour une production de 6000 bouteilles. 


P(16) = 12V16 ass 


AS C1ES55217 
donc une perte d’environ 1833 $ pour une production de 16 000 bouteilles. 


AR 2 S 
(@) c) Représentons, dans un même système d’axes, les courbes de C, R et P. 
CD= ++ n(g+1)+15 


poil 


12: Va, + Ing + 1) + 15, y 
: R(q) = 12Vq 


D. (+ my + D + 15)| 


color = [blue, green, orange) _ 


2 


2 - 20 q 
P(q) = 12Vq — (F 


+n@+D+15) 
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EXERCICES 2.4 


1. Nous laissons tomber un objet d’une mont- 
à, colfière, située à une altitude constante de 
1225 mètres. 


a) Déterminer la fonction donnant la vitesse 
de l’objet en fonction du temps. 


b) Déterminer la fonction donnant la position 
de l’objet en fonction du temps. 


c) Calculer la vitesse de l’objet à l’instant 
où ce dernier touche le sol. 


2. Un automobiliste roulant à 54 km/h freine. Si sa 


& décélération est de 2 m/s’, 
a) déterminer la fonction v donnant la vitesse 
de l’automobile en fonction du temps; 


b) déterminer la fonction x donnant la distance 
parcourue par l’automobile en fonction du 
temps; 


c) calculer la distance d parcourue entre le moment 


où l’automobiliste freine et l’instant précis où 
l’automobile s’immobilise. 


3. Le conducteur d’un train 
© roulant à une vitesse de 
“90 km/h freine. La décélé- 
ration du train en fonction 
du temps est donnée par 
= -1296 m/s? 
(0,11 + 12} ‘ 


a) Déterminer le temps que le train prendra 
pour s’immobiliser. 


b) Quelle distance aura-t-il franchie ? 


© c) Représenter graphiquement les fonctions a, 
vet x sur l’intervalle approprié. 


4. L’accélération d’une particule est donnée par 
Va = k — 98, où k est une constante. À r = 0, la 
particule située à 7 mètres d’un point d’observa- 

tion démarre, avec une vitesse nulle, et, après 
2 secondes, sa vitesse est de 30 m/s. 


a) Déterminer le temps où la vitesse sera de 
nouveau nulle. 


b) Calculer la distance totale d parcourue après 
5 secondes. 


5. En 2010, la population d’une ville était 
” approximativement de 60 000 habitants. Un 
— démographe estime que la population P de 


cette ville augmentera proportionnellement à la 
population présente à un taux continu de 1,2% 
par année, pour les 20 prochaines années. 


a) Déterminer l’équation différentielle 
correspondant à cette situation. 


b) Exprimer la solution particulière de cette 
équation différentielle sous deux formes. 


c) Déterminer la population de cette ville en l’an 
2025 selon cette projection. 


d) Déterminer en quelle année la population sera 
de 80 000 habitants selon cette projection. 


6. Dans une culture de bactéries, le nombre N de 

À. bactéries s’accroît à un taux proportionnel en 

# tout temps au nombre de bactéries présentes. 
Si au temps { — 0 nous comptons 10 000 bac- 
téries et, 2 heures après, 14 000 bactéries, 


etsite [0h,8hl], 


a) déterminer l’équation différentielle 
correspondant à cette situation ; 


b) exprimer la solution particulière de cette 
équation différentielle sous trois formes ; 


c) déterminer le nombre de bactéries présentes 
après 5 heures ; 


d) déterminer le temps nécessaire pour que le 
nombre initial de bactéries double. 


7. Soit une population P dont le taux continu de 

” natalité est de 4,2 % par année et le taux continu 
de mortalité, de 3,5 % par année de la population 
présente. 


a) Déterminer l’équation différentielle 
correspondant à cette situation. 


b) Exprimer la solution particulière de cette 
équation différentielle sous deux formes. 


c) Déterminer en combien de temps cette 
population doublera. 


d) Si le taux de mortalité était plutôt de 2,4 %, 
déterminer alors le temps nécessaire pour que 
la population double. 


8. En 2012, la population P d’une ville du Québec 
” était de 25 000 habitants. Des études sur cette popu- 
lation nous donnent un taux continu de natalité 
de 2,8% par année et un taux continu de mortalité de 
1,5% par année. Répondre aux questions suivantes, 

selon les éventualités 1) ou 2) suivantes: 
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. Le carbone-14, utilisé pour 


1) 1000 personnes par année quittent cette ville; 
2) 1000 personnes par année s’installent dans 
cette ville. 

a) Déterminer l’équation différentielle 
correspondant à ces situations 
1) selon l’éventualite 1); 
1) selon l’éventualite 2). 

b) Exprimer la solution particulière des 


équations différentielles de a) sous deux 
formes 


1) selon l’éventualité 1); 
1) selon l’éventualité 2). 
c) Sous les mêmes conditions, quelle sera 
la population de cette ville en 2019 
1) selon l’éventualité 1) ? 
1) selon l’éventualité 2) ? 
d) En quelle année la population de cette ville 
deviendra-t-elle 
1) inférieure à 10 000 habitants selon 
l’éventualité 1) ? 
li) supérieure à 45 000 habitants selon 
l’éventualité 2) ? 
e) Déterminer théoriquement l’année où 
la population de cette ville sera 
1) nulle selon l’éventualité 1); 
1) de 50 000 habitants selon l’éventualité 2). 
f) Représenter graphiquement dans un même 


système d’axes les fonctions donnant la 
population en fonction du temps. 


déterminer l’âge des fossiles, 
est un élément radioactif 
dont la demi-vie est approxi- 
mativement de 5600 ans. 
Sachant que le taux de désintégration de la 
masse Q est proportionnel à celle-ci, 


a) déterminer l’équation différentielle 
correspondant à cette situation ; 


b) exprimer la solution particulière de cette 
équation différentielle sous trois formes ; 


c) déterminer la quantité restante de 
carbone-14 au bout de 10 000 ans. 


d) Au bout de combien d’années 90 % de la 
quantité initiale sera-t-elle désintégrée ? 


e) Représenter graphiquement Q en fonction de f. 
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10. 


à 
bO4 


© 


, 
_ 


L | 


13. 


D'après la loi de refroidissement de Newton, 
T 
nous savons que T — K(T — A), où À est la 


température ambiante et 7, la température d’un 
objet à un temps f déterminé. En 10 minutes, un 
corps dans l’air à 20 °C passe de 65 °C à 30 °C. 


a) Exprimer la solution particulière de cette 
situation sous trois formes. 


b) Déterminer le temps nécessaire pour que 
l’objet atteigne une température de 45 °C. 


c) Déterminer en combien de temps l’objet 
passe de 50 °C à 35 °C. 


d) Déterminer la température du corps après 
40 minutes. 


e) Déterminer théoriquement la température 
minimale T .. du corps. 


f) Représenter graphiquement T'en fonction 
de f, ainsi que l’asymptote correspondante. 


. Une compagnie pharmaceutique estime qu’une 


personne adulte élimine un médicament à un 


taux de 


millilitres par heure. Nous admi- 


nistrons 100 millilitres de ce médicament à une 
personne. Si Q est la quantité de ce médicament 
présente à chaque instant, 
a) trouver la quantité de médicament 
1) présente après 2 heures ; 
11) éliminée après 4 heures ; 
b) déterminer après combien d’heures le médi- 
cament ne sera plus présent dans l’organisme. 


c) Représenter graphiquement Q en fonction de f. 


. À la suite de l’ingestion d’une quantité Q, d’un 


médicament, l’équation différentielle donnant 
le taux de variation de la quantité Q restante de 
médicament dans le système est donnée par 

d — 

œ = kŸQ,(Q, — Q), où rest en heures. 
Sachant qu'après 5 heures, le tiers du 
médicament est éliminé, 


a) déterminer Q en fonction de f; 


b) après combien de temps la quantité de médi- 
cament dans le système sera-t-elle nulle ? 


Dans un bassin contenant 4000 litres d’eau, on 
dissout 160 kilogrammes d’une substance À. 
On ajoute, au rythme de 200 litres par minute, 


Ÿ 


14. 


15. 


de l’eau contenant 0,015 kilogramme par litre 
de la substance À. Si le mélange du bassin est 
homogène et que le bassin se vide au même 
rythme qu’il se remplit, 


a) déterminer l’équation différentielle corres- 
pondant à cette situation, où Q est la quantité 
de la substance À présente à chaque instant. 


b) Exprimer la solution particulière de cette 
équation différentielle sous deux formes. 


c) Après combien de temps ne restera-t-il que 
100 kilogrammes de substance À dans le 
mélange ? 


d) Combien restera-t-il de substance À après 
1 heure? 


e) Trouver théoriquement la quantité minimale 
Q. de la substance A. 


| f) Représenter graphiquement Q en fonction 


de f, ainsi que l’asymptote correspondante. 


Un réservoir d’une capacité de 5000 litres contient 
1000 litres d’eau dans laquelle sont dissous 

50 kilogrammes de sel. Pour remplir ce réservoir, 
nous ajoutons de l’eau pure au rythme de 2 litres 
par minute. Si le réservoir se vide du mélange 
uniforme au rythme de 1 litre par minute, 


a) déterminer l’équation différentielle 
correspondant à cette situation ; 


b) exprimer la quantité de sel dissous dans 
l’eau en fonction du temps ; 


c) déterminer le temps nécessaire pour qu’il 
reste 20 kilogrammes de sel dans le mélange; 


d) donner la concentration de sel présent dans 
le mélange à ce moment ; 


e) lorsque le réservoir est rempli, déterminer 
la quantité de sel présent dans le mélange. 


Un cylindre droit, dont le rayon est de 5 mètres, 

a une hauteur de 12 mètres. Si ce réservoir, dont 
la base circulaire est horizontale, est rempli d’une 
substance qui se vide à un rythme proportionnel 
à la hauteur de la substance présente et qu’après 
5 heures il reste 80 % de la quantité initiale, 


a) déterminer l’équation différentielle donnant 
la variation de volume de la substance par 
rapport au temps; 


b) exprimer le volume de cette substance en 
fonction du temps; 


c) déterminer le volume de la substance après 
8 heures; 


£ 


= 
PK @ 


se 
L 


© 


d) trouver le temps nécessaire pour que 60 
de la substance initiale se soit vidée; 


e) déterminer la hauteur de la substance 
présente dans le cylindre après 1 journée. 


. Un bateau de 31 250 $ se déprécie à un taux 


de 1007 — 2500 $/an, où 0 <= 12. 
a) Trouver la valeur V de ce bateau après 3 ans. 


b) Après combien d’années la valeur du bateau 
sera-t-elle de 22 050 $ ? 


. Un certain capital A, est placé à un taux 


d'intérêt nominal de 4,25 % capitalisé 
continuellement. Après 5 ans, le capital 
accumulé est de 8243 $. 


a) Déterminer l’équation différentielle 
correspondant à cette situation. 


b) Exprimer la solution particulière de cette 
équation différentielle sous deux formes. 


c) Trouver le capital initial. 


d) Déterminer le temps qu’il faudra placer ce 
capital pour obtenir un capital de 13 000$. 


. Une somme d’argent À, est investie à un taux 


d'intérêt nominal j, capitalisé continuellement. 


a) Déterminer l’équation différentielle 
correspondant à cette situation. 


b) Exprimer la solution particulière de cette 
équation différentielle sous deux formes. 


c) En combien d’années le montant initial 
doublera-t-il si j = 4 %7?sij = 8%? 


d) Calculer le capital final si j = 5% et 
t— Tans;sij — 7 Lett — 5 ans. 


. Un administrateur estime que son coût margi- 


nal C,, et son revenu marginal À, sont donnés par 
les fonctions suivantes: C, = 16e°%, exprimé en 
centaines de dollars ; R, = 200e”°*, exprimé 

en centaines de dollars, où g € [0, 22] est le 
nombre d’unités produites en centaines. Les 
coûts fixes sont de 275 centaines de dollars. 


a) Déterminer les fonctions revenu R, coût C 
et profit P, exprimées en fonction de g. 


b) Déterminer le profit si on produit 110 unités ; 
1500 unités ; 2150 unités. 


c) Représenter graphiquement les courbes R, C 
et P dans un même système d’axes. 


d) Déterminer le plus grand intervalle [a, b] tel 
que PZ 0. 
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Réseau de concepts 


Intégrale indéfinie 


| fQ) dx = , Si 
Formules d'intégration Propriétés de l'intégrale Changement de variable 
de base indéfinie 
| . Siu = f(x, alors 
X + — 
| IE du = ________. Ainsi 
[£a - 
do [ CODE CE EEE [eco CRE 
[ cos x dx = 
[ sin x dx = 
[ re Solutions Équation différentielle 
d'équations : ae SU : 
ee 5 Une équation différentielle est appelée 
différentielles 0 
[esex dx = à variables SE Le 10n 1 IEEE 16116 à Var1aDles 
séparables : séparables si 
[ sec x tan x dx = 
| csc x cot x dx = 
fee = 
2 Conditions initiales Familles de courbes 
“ 7 Page 84 Page 85 
1 
pe — dx — 
[ Vi = 3% 
fé Le 
Î + x Applications 
Page 91 
[ 1 se g 
NE 
Physique Croissance et décroissance Économie 
exponentielles 
î) dt = C(dda=_ 
[ a) Démographie | »(@ dq 
Demi-vie 
[ VO dt = Loi de refroidissement de Newton [ R,(g) dq = 
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Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes de 
synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies 
à la fin du manuel. 


1. Calculer les intégrales suivantes. 


a) [È+£-a) à 


> | : a Ja 
NAN ER 
f) [sec 0 (sec 0 - 20) do 


g) ol 
F=r=( 
Dern 
; ? 
2) lE== Su 7 2— jai 
; ns. 
D [= 10) ai 


JE, 


0) Î (tan 0 + cot 0) dô 


p) [sinarese r SL 4 5) 


Exercices récapitulatifs 


2. Calculer les intégrales suivantes. 


a) Î 2x5 — x) dx 
b) Î sin° 26 cos 20 dO 


c) Î 3x sin x? dx 


e) Î CHEAP LES TEST 


f) le 
| | d 
8 (1 + x?) Arc tan x : 
h) ET CLEA 


1) | sec 40 tan 40 dO 


ÿ [sec ÿ) fa G) à 


en ape 
< É sec ne 


D = 
5 

( dE 1 v° 

m) Î (40 + csc? 49 cot? 40) dû 


Dh 2 
… [= e* + sin 5x 7. 
Ve — cos 5x 


DArc sec { 
O 
= (VE =T 


p) ns b) dx, sia #0 


dv 


. Démontrer les formules d’intégration suivantes 


en utilisant un changement de variable approprié. 


a) ootx dx = In [sin x| + C (formule 15) 


b) fera = -In|csex + cotx| + C (formule 17) 
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4. Calculer les intégrales suivantes à l’aide de chan- 


gements de variable. 

a) [( (5 dE ss) dx 

0 

| 40 | d0 
?| cos | 


3t 9 
0 [EE Far valt 
Ds 


Vx 
Î Jai 
” ue SENTE 


de 

Ne 

CE 
den. 

È 

Lee 

F 


— x csc? x) dx 


p [LS RE 


X 
h | esnt _ sin } 
t 
sec t es! 
| sin (In 3x) | In (sin 2) 


tan 4x 


5 | — e' Jai 


tan (e/) 


" je «(+ le 


ex e* 
l 
) ll + ex nn | + = R 


. Calculer les intégrales suivantes en utilisant, si 
nécessaire, des identités trigonométriques et un 
changement de variable. 


ou 
L) [: cos (3x? + 4) æ 
b) [ES csc? 0 
sin? (cot p * 


Jan 
CNE 
d) [ar (5t + 1) dt 


e) Î (sec 50 + 3 tan 50)° dO 


Ge) 
SIDE SIN 
f) (= dx 
cos” x COS X 


g) | cot* @ sec? o do 
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X 
h) | sin? 6) dx 
i) Î (sin f + cos f} dt 
; 8 d 
rer 
1 
e Î tan { Vesct 4 


tan 0 
l 
) ES & 


Î sin @ COS @ 
sec (2) 


“ [2 sin 2x , 
COS X 


. Calculer les intégrales suivantes. 


4 2 9 
a) Eee b) [e +1) 1 dt 


C) [e+ 1)° x° dx d) à 
o fé +5Va+7 dx nl 

A+ Va, 
Eee » rit 


. Calculer les intégrales suivantes. 


a) [te +7-2+)a 


1 
De dt 


o Î sin‘ (e”*) : (e7*) ” 


+ ex 
o IS 7 Ai e* Jæ 
e) [( en le 
Vx 


f fais 
3u +1 


h) Î Va + b°? dt 


1) [ose (1 — x) cot (1 — x) dx 


j Î sec? Ô tan 6 (tan? 0 + sec 0) dO 


6 
Kk PR 
Ré 
nee 
D VT = dy 


1 
nf à 
[( 8x . 8x Ja 
Nes 


0) | 3x2 (x? + (x + 1)7) dx 


e* 
p) = 9 de 


q) [ VI = 3% ch 


9 LE 
Net — 62 


S) [== JE 4 2 
t) [= du 
e' + e”" 


D je Otang , 
TT 


) 
) Î 3 In (7x7) _ 
2x 


(x + 2} 
| 


W) dx 


a — 

L Ï Vy— y In y # 
D — ) 

) | (9x — e . 


z) | en20 cos 2%(sin? 20 — cos? 20) dO 
. Donner une solution implicite et, si c’est 


possible, une solution explicite des équations 
différentielles suivantes. 


a) = = Vyy,oùx>0ety>0 
dx 

b) D yx = > où y>0 

C) D = x + 


10. 


11. 


d) (1 + x)y" + xy — 2x = 0, où y > 2 
e) (4 + y cos y) dy = (sec? x — 3x°)y dx 


1+Vx 
f) x cos y dy = (= à 


. Résoudre les équations différentielles suivantes en 


donnant, si c’est possible, une solution explicite. 


a) ne 2 
dx y 

b) ER nt a 0 
dt t 

oo 2, x > 0, y > 0; y = 1 lorsque x = 4 
dx y 


Do ride CS eo) dy: 
y = 1 lorsque x = 6 


dy > 
e = e* 7; y = 8 lorsque x = 4 
lee y q 


f) D = (3 5yx,  < 2 y = 0 lorsque x = 0 


) Le sin £ cos? x: x = À lors uæt=T 
8 7 ; 7 q 


h) À = V2 +3; v = 5 lorsque 1 = 3 


il) (1 + y’)(sin 0 + cos 0) dO = sin 0 (y + 1) dy; 


y = 0 lorsque 0 = . 


Trouver l’équation de la courbe qui satisfait les 
conditions suivantes. 


a) f(x) = e' + e* + cos x, f'(0) = 1 et f(0) = 

b) g”(x) = 12x — 8 et l’équation de la tangente 
à la courbe de g au point P(2, 7) est 
NN IS, 

c) k() = 
à cette courbe au point (3, k(3)) est 0,25 


—, la pente de la droite normale 


et la courbe passe par le point T(1, -5). 


d) h"(x) = 6x et la courbe passe par les 
points R(O, 5) et S(-3, -4). 


a) Trouver l’équation de la famille de courbes 
dont la pente de la tangente, en tout point 
(x, y) où x À Det y Æ 0, est égale au produit 
des coordonnées. 


b) Déterminer l’équation de la courbe passant 
par le point: 


1) (2,e) 11) (-1,-e) 
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a) Si la température idéale pour déguster un 
café est de 66 °C, déterminer quel devrait 
être le temps d’attente, dans cette chaîne 
de restaurants, entre la préparation et la 
vente du café. 


12. a) Déterminer la famille F de courbes satisfai- 
sant l’équation différentielle suivante: 
(x — 4) dx + y dy =0 


b) Déterminer la famille G de courbes ortho- 
gonales à F 

b) Une dame a reçu une somme de 640 000 $ 
de la chaîne de restaurants parce que des 
avocats ont démontré que la température du 
café servi était d'environ 16 °C au-dessus de 
la température idéale. Déterminer le temps 


c) Représenter graphiquement, dans un même 
système d’axes, les deux familles de courbes. 


d) Déterminer l’équation des courbes des 
familles précédentes qui passent par le point 


P(6, V3). qui s’est écoulé entre la préparation de ce 
café et sa vente. 
13. Soit la famille u courbes définie par: où Pionmiente ide let tre emnémme 
EF: {a ns = ne. oùx>0etke R} de 5 °C à une tasse de 250 mil de café 
x 


à 96 °C et que la température du nouveau 
mélange baisse de 10 °C en 4 minutes, 
déterminer la température du nouveau 
mélange 7 minutes après l’ajout du lait. 


a) Déterminer la famille G de courbes ortho- 
gonales à F 


b) Déterminer la courbe de chaque famille qui 
passe par le point: 


i) P(4,2) 16. Du haut d’un édifice de 


à 245 mètres, nous lançons 
#” un objet verticalement vers 
le haut avec une vitesse 

initiale de 24,5 m/s. 


11) Q(1,44; -5) 


) c) Représenter graphiquement dans un même 
système d’axes les quatre courbes trouvées. 


)] 


PRN 


_ 
LS 


. Une entreprise dont le revenu R actuel est de R,, : : : 
a) Déterminer la fonction v 


>: 


{en 
LL 


exprimé en dollars, dépense P,, exprimé en 
dollars, pour sa publicité. Le taux de varia- 
tion de son revenu R en fonction du nombre x 
de fois que la somme affectée à la publicité 
double est donné par 


donnant la vitesse 
de l’objet. 


b) Déterminer la fonction À donnant la position 
de l’objet par rapport au sol. 


dR _ R (1,1) In (1,1) — P. 2*In2,oùxe [0, x], c) Déterminer la hauteur maximale que pourra 
OS : atteindre l’objet. 


et R(x) — 0. De plus, lorsque x = 0, 
R = 74000 $, lorsque x = 1, R = 80500 $ 
et lorsque x = 2, R = 86750 $. 


a) Exprimer R en fonction de x. 


d) Calculer la vitesse de l’objet lorsqu’il heurte 
le sol. 


17. L’accélération d’un mobile en fonction du 


b) Déterminer À lorsque x = 2,6. Le temps est donnée par a = où testen 


(25 — 29 
secondes, 0 Æ f = 12 et a est en m/s?. Sachant 
que sa vitesse initiale est de 4 m/s, calculer 

la distance parcourue par le mobile entre la 

3° et la 7° seconde. 


c) Déterminer la valeur de x qui maximise son 
revenu et calculer ce revenu maximal R 


© d) Déterminer x et représenter la courbe 
de R sur [0, x ]. 


18. L’accélération d’une particule est directement 

Fer proportionnelle au temps r. À 1 = Os, la vitesse 

% de la particule est de 27 m/s. Sachant qu’à 
t = 25, sa vitesse est de 24 m/s et sa position 
est de 55 m, 


15. Il y a quelques années, aux États-Unis, une 
grande chaîne de restaurants a été obligée de 
verser de fortes sommes d’argent à certains 
clients parce que la température du café qu’elle 
servait était trop élevée. Dans cette chaîne, l’eau 
pour préparer le café était chauffée à 96 °C. 
Nous savons que la température de l’eau passe 
de 96 °C à 80 °C après 5 minutes lorsque la 
température ambiante est de 23 °C. 


a) calculer la vitesse et la position de la particule 
après 


1)45; 1) 75; 
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b) calculer la distance totale parcourue après 
1) 4s; li) 75. 


. Une particule partant d’un point O avec une 


vitesse nulle reçoit une accélération a, définie 
par a = V2v +9, où a est en m/s? et v en m/s. 


Déterminer 
a) la position de la particule, lorsque v — 20 m/s; 


b) la vitesse de la particule, lorsque x = 100 m. 


Nous pouvons modéliser par l’équation 
; : -k 
différentielle st v + g la chute d’une 
dt m 


bille dans un fluide (deuxième loi de Newton), où 
k> 0, m est la masse de la bille et g est l’attraction 
terrestre. Déterminer v en fonction de f. 


. Une compagnie estime que, à la sortie d’un 


nouveau livre, le taux de variation du nombre N 
de livres vendus en fonction du temps f est 


= — K(50 000 — N), où test en semaines. 


De plus, elle estime que, après 3 semaines, elle 
aura vendu 25 000 livres, soit la moitié de sa 
production. 


a) Déterminer le nombre de livres vendus après 
1) 3 jours; 1) 10 jours. 


b) Déterminer après combien de jours le 
nombre de livres vendus sera de 


1) 10 000; 11) 30 000. 


c) Déterminer le nombre moyen N, , de livres 
vendus entre la fin de la deuxième semaine 


et la fin de la quatrième semaine. 


d) Représenter dans un même système d’axes 
le graphique de N et celui de la fonction 


donnant le taux de variation de N. 


. Les dernières études démographiques améri- 
) caines indiquent que, en 2013, la population 


des États-Unis était d’environ 317 millions 
d'habitants. Depuis 1990, la population P des 
États-Unis augmente proportionnellement à la 
population présente à un taux continu de 0,9% 
par année. De plus, les démographes estiment 
que la croissance future se poursuivra au 
même taux. 


a) Exprimer P en fonction du temps f, en années. 


b) Exprimer f en fonction de P. 


24. 


25 


M > 


c) Déterminer la population des États-Unis en 
2025 selon cette projection. 


d) Déterminer en quelle année la population 


sera de 400 millions d’habitants. 


e) Déterminer quelle était la population des 
Etats-Unis en 2000. 


. En 1990, nous comptions 2000 bélougas 
) dans le fleuve Saint-Laurent, et 600 en 2000. 


Si le nombre de bélougas diminue à un taux 
proportionnel au nombre de bélougas présents, 


a) trouver le nombre de bélougas en 2022. 


b) En quelle année la population sera-t-elle 
de 30 bélougas ? 


c) Dans ces conditions, vers quelle année la 
population de bélougas disparaîtra-t-elle ? 


d) Représenter graphiquement la population 
de bélougas en fonction du temps f. 


Pour les abeilles travailleuses d’une ruche, le 
taux continu de décès de la population P est de 
4% par jour. Déterminer le nombre de jours 
nécessaires pour que la population soit réduite 
de moitié. 


Le potassium-42 a un taux continu de désin- 
tégration de 5,5 % par heure. 


a) Déterminer la quantité restante après 
3 heures. 


b) Déterminer la quantité désintégrée après 


1 journée. 


c) Trouver la demi-vie de cette substance. 


d) Déterminer le temps nécessaire pour que 


99 Z de la substance initiale soit désintégrée. 


. Lors de l’explosion, en 1986, des réacteurs de 


la centrale nucléaire de Tchernobyl, en Ukraine, 
une substance radioactive de césium-137 fut 
trouvée près du lieu de l’explosion. Le taux 
continu de désintégration de cette substance est 
de 1,87 % par année. S’il faut 7 demi-vies avant 
que le césium-137 ne soit plus considéré comme 
dangereux, 


a) trouver le nombre d’années nécessaires 
pour que nous puissions considérer l’endroit 
comme sécuritaire ; 


b) déterminer le pourcentage de la quantité ini- 
tiale de césium-137 qui restera à ce moment. 
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27. En supposant que la température est constante 


Es à 


f> S 


© c) 


30. 


118 


#, quelle que soit l'altitude, nous pouvons affirmer 


ù:A 


“que la variation de la pression atmosphérique P en 
fonction de l’altitude h est proportionnelle à P. 
Sachant qu’au niveau de la mer (altitude 0) la 
pression est de 1 atm, et qu’elle est de 0,56 atm 
à 5 km d’altitude, 


a) déterminer la pression au sommet du mont 
Everest (8850 m). 


b) Si un adulte devient incommodé quand la 
pression est de 0,5 atm, déterminer alors 
l’altitude correspondante. 


. Soit une ville dont la population en 2010 était de 
46 000 habitants. Les démographes observent à 


natalité est de 4 % par année, le taux continu de 
mortalité, de 1 % par année, et qu’en moyenne 
240 personnes quittent annuellement cette ville. 


a) Trouver la population de cette ville en 2030. 


b) En combien d’années la population de cette 
ville doublera-t-elle ? 


. Dans un milieu donné, le nombre maximal 
de bactéries est de 500 000; de plus, le taux de 
croissance de cette population est proportion- 
nel à la différence entre le nombre maximal 
de bactéries et le nombre présent de bactéries. 
Si au début de notre expérience nous comp- 
tions 50 000 bactéries et, 2 heures plus tard, 

80 000 bactéries, 


a) trouver le nombre de bactéries présentes 
après 1 jour. 


b 


= 


Après combien de temps la population 
de cette culture sera-t-elle de 450 000 ? 


Représenter graphiquement la courbe 
de N et son asymptote, s’il y a lieu. 


Une baignoire d’une capacité de 225 litres 
contient 150 litres d’eau à 55 °C. La tempé- 
rature de la salle de bain étant de 22 °C, 

la température de l’eau diminuera de 10 °C 
en 15 minutes. 


a) Si Marylie ne veut pas entrer dans l’eau 
avant que celle-ci ne soit à 40 °C, combien 
de temps devra-t-elle attendre ? 
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l’aide d’études statistiques que le taux continu de 
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b) Si Marylie parle au téléphone pendant 
30 minutes avant d’entrer dans l’eau, 


1) déterminer la température de l’eau au 
moment où elle y entrera ; 


1i) déterminer le nombre de litres d’eau, à 
55 °C, qu’elle devra ajouter si elle veut 
prendre son bain à 40 °C. 


En arrivant à 17 h sur les lieux d’un meurtre, 
les inspecteurs Pierre et Gilles notent que la 
température du corps de la victime est de 35 °C 
et que celle de la pièce est de 21 °C. Une heure 
plus tard, la température de la pièce est encore 
de 21 °C et celle du corps est de 33,5 °C. 
D’après la loi de refroidissement de Newton, 
nous savons que la température du corps varie 
proportionnellement à la différence entre la 
température du corps et la température am- 
biante. Sachant que la température normale 

du corps est de 37 °C, déterminer approxima- 
tivement l’heure du décès. 


. Deux objets, situés dans une même pièce à 


une température ambiante constante de 20 °C, 
passent respectivement de 90 °C à 60 °C et 
de 80 °C à 70 °C en 10 minutes. 


a) Après combien de temps les objets seront-ils 
à la même température ? 


b) Trouver cette température. 


c) Représenter graphiquement, dans un même 
système d’axes, les courbes représentant la 
température des objets en fonction du temps 
sur [O min, 10 min|. 


On raconte qu’en 1626 un individu aurait déboursé 
24 $ pour l’île de Manhattan. Nous estimons qu’en 
1990 sa valeur était de 6(10!!) $. 


a) Calculer le taux 
d'intérêt nominal j, 
capitalisé conti- 
nuellement, cor- 
respondant à cet 
accroissement. 


b) Quelle sera la valeur 
de l’île en 2026 selon 
cette projection ? 


34. Le propriétaire d’une galerie d’art estime 
Æ qu’une toile, dont la valeur initiale est de 
© 2000 $, s’appréciera au cours des 10 prochaines 


35. 


36. 


Rx 


45(1,5)V* 
années à un taux de SACS 
V1 


F È 
N \ 


Ka 
à 


a) Déterminer la valeur de cette toile 
après 10 ans. 


b) Après combien d’années le prix de la toile 
sera-t-il de 2377 $? 


Nicole investit un capital de 10 000 $ à un 
taux d’intérêt nominal de 5,75 % capitalisé 
continuellement. 


a) Déterminer la valeur V du capital accumulé 
après 8 ans. 


b) Déterminer en combien d’années son capital 


doublera. 


À quel taux d’intérêt nominal capitalisé 
continuellement faudrait-il placer ce capital 
pour obtenir la valeur V (trouvée en à)) 

en 7 ans? 


c) 


d) À un taux d'intérêt nominal de 6,25 % capita- 
lisé continuellement, déterminer la valeur 
du capital initial nécessaire pour obtenir la 


même valeur V (trouvée en a)) en 8 ans. 


e) Quelle somme Nicole devra-t-elle investir 
si elle veut une somme de 30 000 $, 25 ans 
plus tard, sachant que le taux d’intérêt nominal 


est de 5  capitalisé continuellement ? 


Un réservoir cylindrique droit de 20 cm de 
rayon et de 64 cm de hauteur est rempli d’un 
liquide. Ce réservoir, dont la base circulaire est 
horizontale, se vide par un orifice à un rythme 
proportionnel à la racine carrée de la hauteur 


37. 


38. 


39. 


du liquide présent. Si après 5 minutes il reste 
le quart du liquide initial, 


a) exprimer la hauteur du liquide présent en 
fonction du temps. 


b) En combien de temps le réservoir se videra- 
t-il du reste ? 


Dans un réservoir, nous trouvons 900 litres 
d’eau dans laquelle 100 kilogrammes de sel sont 
dissous. Nous ajoutons dans le réservoir de l’eau 
pure au rythme de 30 litres par minute ; il en sort 
un mélange uniforme, au même rythme. 


a) Exprimer la quantité © de sel en fonction 
du temps. 


b) Quelle quantité de sel restera-t-il après 
1 heure ? 


c) Après combien de temps la quantité de sel 
sera-t-elle de 50 grammes ? 


Dans un réservoir, nous trouvons 700 litres 
d’eau pure. Nous ajoutons, au rythme 

de 20 litres par minute, de l’eau contenant 

200 grammes de sel par litre. Si le mélange 
du bassin est homogène et que le bassin se 
vide au même rythme qu’il se remplit, 


a) déterminer l’équation différentielle corres- 
pondant à cette situation ; 


b) exprimer la quantité de sel présente en 


fonction du temps; 


déterminer la quantité de sel présente dans 
le réservoir après 24 minutes. 


Après combien de temps trouverons-nous 
la moitié de la quantité maximale possible 
de sel dans ce réservoir ? 


e) 


Représenter graphiquement la courbe de 
Q en fonction du temps ft et l’asymptote 
correspondante, s’il y a lieu. 


Déterminer la solution générale explicite 
de l’équation différentielle = = ay + b, 

DE 
oùaeIR\{0}. 
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1. Calculer les intégrales suivantes. 
4 1 

——— dx ———— ÿ) 
De Drm 
c) la 1 dt 

Ve? = Î VE | 

x 

——— 

© | 1+ x tan x de 


1 
——— à 
D | : 
i) [NE à 


: 
10) | 
eve 
J) Î Vaxl — 2x dx 
D | VT-snsdr 1) re 


sin (sec x) sin x 


5) | cos? (sec x) cos? x 
. fines sinpcos0 , 


1 
0) |==—=——— 
Sin X — COS x 


0) [RE à 


a er 
= sinax ; 
t) Î (e-46%+2] & n E- nd 
free EM 
Il Se & 
» [5 é+trxtl, »] 2—-3nx : 
VI = 32 xVI1-Inx 


2. a) Soit l’équation différentielle 


d 
(x + 1) _ = 4xy + y. Sachant que la courbe 


passe par P (Æ 1} exprimer y en fonction de x. 


b) Soit l’équation différentielle dy == 
dx y 
Déterminer l’ensemble des valeurs de x et de y 
qui satisfont la solution particulière lorsque la 
courbe passe par le point: 
i) P(-1,2) ii) Q(2, -1) 
© Représenter graphiquement, dans un même 

système d’axes, les courbes trouvées en i) 
et en ii). 


3. a) Trouver l’équation de la famille F de courbes 
dont la pente de la tangente, en tout point (x, y) 
où x £ 0 et y Æ 0, est égale à l’abscisse élevée 
à la puissance 2, divisée par l’ordonnée éle- 
vée à la puissance 4. 
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b) Trouver l’équation de la famille G de courbes 
orthogonales à F. 


c) Déterminer l’équation des courbes des deux 
familles précédentes, qui passent par le point 
P(3, 2). 


© d) Représenter graphiquement, dans un même 
système d’axes, les deux courbes trouvées 
en c) ainsi qu’une autre courbe des familles 
trouvées en a) et en b). 


4. Soit les familles de courbes définies par 
F={&yly=e+k,oùxeRetk eR}et 
F,= {x 2|z=ke,oùxeRetk, eR}. 


a) Déterminer les familles de courbes F,etF, 
respectivement orthogonales à F etàF.. 


b) Déterminer la courbe de chacune des familles 
F,, F,etF, qui passe par le point P(0, 3). 


© c) Soit y, = e* + 5 et y, = e* — 3, deux courbes 
de F.. Trouver les courbes y, et y de, 
respectivement orthogonales à y et à y, 
qui se rencontrent en x = 2. Représenter 
graphiquement dans un même système d’axes 
les courbes y,, y., y, et y, 


d 


Lez 


Soit z, = 5e*et z, = -3e”, deux courbes 

de F,. Trouver les courbes C,etC,deF, 
respectivement orthogonales à z, et à z,, qui 
se rencontrent en x = 2. 


5. Soit la famille F de courbes définie par 
y=(x—k},oùkel. 


a) Déterminer la famille G de courbes orthogo- 
nales à la famille de courbes donnée. 


b) Déterminer, si c’est possible, la courbe 
de chaque famille qui passe par le point: 
i) P(1, -1) ii) Q(0, 1) ii) R(1, 0) 


© c) Représenter graphiquement dans un même 
système d’axes les courbes trouvées en b). 


a) 
Le où y est exprimée en mètres par seconde et x, 
la distance parcourue, en mètres. 


6. Un mobile se déplace à une vitesse y = cos 1 


a) Trouver le temps nécessaire au mobile pour 
parcourir 25 mètres. 


7: 


. 


\TE7 


8. 
Là 


© 


. Certains psychologues 


b) Déterminer la distance parcourue par 
le mobile après 
1) 1 heure; 1i) 1 journée. 

c) Déterminer théoriquement le temps que 
prendrait le mobile pour parcourir 50 mètres. 


d) Déterminer la fonction donnant la vitesse 
et celle donnant l’accélération du mobile 
en fonction du temps. 


Déterminer à quelle vitesse maximale en km/h 
un automobiliste peut rouler s’il veut arrêter son 
automobile en moins de 32 mètres, étant donné 
que sa décélération constante est de 8 m/s°. 


Un automobiliste passe de O0 km/h à 240 km/h 
sur une piste d’accélération longue de 0,4 km. 
En supposant que son accélération est constante, 
déterminer la durée de sa course ainsi que 

son accélération. 


Une automobiliste roulant à 90 km/h freine et 
s’arrête 50 mètres plus loin. Considérant sa 
décélération constante, 


a) calculer le temps requis pour s’arrêter ; 


b) déterminer sa décélération. 


estiment que, en général, 
le taux de variation de la 
capacité d’apprendre À 
d’un enfant, âgé de 

6 mois à 6 ans, en 
fonction de son âge f, 
dA __  25(2—-3ln6t) 

dt  (3tint—5r+ 10) 
où f est en années. De plus les psychologues 
estiment qu’en moyenne la capacité 
d’apprendre, sur une échelle de 0 à 10, est 
égale à 7 pour un enfant de un an. 


est donné par 


a) Déterminer la capacité d’apprendre d’un 
enfant de 
1) 30 mois; 1i) 5 ans. 

b) Déterminer l’âge auquel la capacité 
d’apprendre d’un enfant est maximale et 
calculer cette capacité maximale À 


c) Représenter graphiquement la courbe de A. 


. Par une nuit claire et calme, au sommet 


d’une montagne désertique, sans végétation, 


le refroidissement de la terre suit approximati- 
vement la loi de Stefan (physicien autrichien, 
1835-1893), c’est-à-dire que le taux de décrois- 
sance de la température est proportionnel à 

la puissance quatrième 
de la température 
exprimée en kelvins. 
La température obser- 
vée à 22 heures est de 
293 K et à minuit, 

de 282 K. 


EE x 


a) Exprimer la température 7 en fonction du 
temps. 


b) Déterminer la température à 4 heures. 


. Pour endormir un chat au cours d’une opéra- 


tion, on lui administre un produit ayant une 
demi-vie de 3 heures. Une quantité minimale 
de 18 ml/kg du produit est nécessaire pour 
qu’un chat reste endormi pendant une opéra- 
tion. Déterminer la dose à injecter à un chat 

de 5,5 kg pour qu’il reste endormi durant 

45 minutes, sachant que le taux d’élimination 
de la quantité de médicament est proportionnel 
à la quantité présente. 


. La valeur finale À d’un capital initial A, est 


donnée par À = À, ( + à , Où j est le taux 


d'intérêt nominal, x le nombre de capitalisations 
annuelles et f, le nombre d’années. Si nous 
plaçons 1000 $ à un taux nominal de 6 % pour 
5 ans, 


a) calculer À, si cette somme d’argent est 
capitalisée 
1) annuellement; ii) semestriellement; 


ii) mensuellement ; 1v) quotidiennement. 


b) calculer À, si x — +0; 


c) calculer À, si < — 0,064 pour A, — 1000 
et{ = 5 ans. 


d) Comparer les résultats obtenus en b) et c). 


. à) Si un montant d’argent À est capitalisé 


continuellement à un taux nominal j, 
exprimer le taux effectif i en fonction de j. 


b) Déterminer le taux effectif i lorsque j = 3,25% 
et que la capitalisation est continue. 
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15. Une compagnie estime que le taux de variation 
M du revenu À pour un produit est donné par 
{ S) 
” dR 
Æ— K(100 000 — R), où P € [0, 50 0001 


représente la somme, en dollars, dépensée 
pour la publicité du produit. Lorsque la compa- 
gnie ne dépense aucun montant pour la publi- 
cité, les revenus sont de 20000 $, alors que 

si elle dépense 4000 $ pour la publicité, les 
revenus sont de 40 000 $. 


a) Déterminer le revenu RÀ, si la compagnie dépense 
i) 10000 $ en publicité; 
ii) 30000 $ en publicité. 


b) Déterminer combien la compagnie doit 
dépenser en publicité pour que son revenu 
soit de 


i) 30000 $; ii) 75000 $. 


c) Déterminer à partir de quelle somme P. 
investir dans la publicité n’est plus rentable ; 
expliquer votre réponse. 


(©) d) Représenter graphiquement la fonction 
R(P), où P E[0, 500001, ainsi que le point 
(P,, R(P,)). 

© e) Représenter graphiquement la fonction 


R(P) — P, où P e[0, 50000], ainsi que le 
point (P, R(P) — P)). 


16. Après avoir reçu un héritage, Sophie investit 
100 000 $ à un taux d’intérêt nominal de 4% 
) capitalisé continuellement. 


a) i) 


GX 


Déterminer la valeur À du capital 

accumulé après 15 ans. 

11) Déterminer après combien d’années le 
capital initial doublera. 

ii) Déterminer le taux d’intérêt nominal 

nécessaire pour que le capital initial 

double en 15 ans. 


b 


De 


Le capital ayant doublé, Sophie réinvestit 

200 000 $ à un taux d’intérêt nominal de 5% 

capitalisé continuellement. Si Sophie retire 

annuellement un montant de M $, 

1) déterminer la valeur À du capital après 
10 ans si M = 8000 $ ; 

11) déterminer la valeur À du capital après 
10 ans si M = 12000 $; 

ii) déterminer M si elle veut que la valeur A 
du capital soit nulle après 15 ans. 
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17. Un cube de glace de 27 cm* fond à un rythme 
proportionnel à la surface extérieure du cube. 
Après 5 minutes, le volume du cube est 
de 8 cm’. 


a) Trouver le volume du cube de glace après 
7 minutes. 


b) Trouver le temps que prend le cube de glace 
pour fondre entièrement. 


18. D’après la loi de refroidissement de Newton, 
aT 
nous savons que Fa — K(T — A), où T'est 


la température de l’objet et À, la température 
ambiante, qui est constante. Pour un objet dont 
la température initiale est T, exprimer, de façon 
générale, T'en fonction de f. 


19. Dans un restaurant où la température est de 
22 °C, Lyne et Johanne commandent toutes 
les deux un café qu’elles reçoivent en même 
temps. Lyne y ajoute 10 ml de lait et le laisse 
refroidir. Six minutes plus tard, Johanne ajoute 
la même quantité de lait à son café et toutes les 
deux commencent à boire. Si les deux tasses 
contenaient initialement 250 ml de café à 85 °C 
et que la température du lait est de 4 °C dans 
les deux cas, déterminer laquelle boira son café 
le plus chaud au moment où elles commencent 
à boire en donnant la température du café de 
chacune et en utilisant la loi de refroidissement 
de Newton, 

ce K(T — À), où K = -0,02. 

dt 

20. Soit L la longueur d’un pendule et T sa période 

© pour de petits déplacements angulaires, lorsque 

‘la seule force agissant sur le pendule est 


l’attraction terrestre ; alors nous avons CH 
’ dL 2L 
Exprimer T'en fonction de Z, sachant que si L est 
égale à 1 mètre, T'égale 2%. 
Ve 


21. L’équation des gaz de Van der Waals (physi- 
Fer cien hollandais, 1837-1923) est: 
Ne > 


an? 
(r 2e SU — nb) = nRT, 


où a, b, R et n sont des constantes et P, V'et T 
désignent respectivement la pression, le volume 
et la température. 


a) Si la température T est maintenue constante, 
trouver une approximation pour la variation 


de pression produite par une petite variation du 
volume du gaz. 


b) Si le volume V est maintenu constant, trouver 
une approximation pour la variation de 
pression produite par une petite variation 
de la température du gaz. 


c) Si la pression P est maintenue constante, 
trouver une approximation pour la variation 
de la température produite par une petite 
variation du volume du gaz. 


22. Supposons une fusée se déplaçant dans l’espace 
x où aucune force gravitationnelle n’est exercée. 
# Soit v, la vitesse initiale de cette fusée et m,, sa 
masse initiale. Si nous éjectons du gaz de cette 
fusée à une vitesse u,, la loi de conservation 
du moment en physique définit que le taux de 
variation de la vitesse de cette fusée par rapport 


S : 2 H 
à la masse de celle-ci est donné par —— = —.. 
dm m 


a) Exprimer v en fonction de m. 


b) Étudier le comportement de mn lorsque v — +». 


. Soit une cuisine de 120 m°, adjacente à un 
garage. Une automobile située dans le garage 
démarre. La concentration de monoxyde de 
carbone produite par l’automobile se maintient 
à 5 %. Si10,8 m”/min d’air, contenant le mono- 
xyde de carbone et provenant du garage, s’in- 
filtre dans la cuisine et que la même quantité 
d’air s'échappe de la pièce vers l’extérieur de 
la maison, 


> à 


a) déterminer la fonction donnant le volume V 
de monoxyde de carbone en fonction du 
temps f; 


b) si on considère qu’une concentration de 
monoxyde de carbone peut être dangereuse 
à 1.4 %, déterminer le nombre de minutes 
pour atteindre cette concentration ; 


() c) représenter graphiquement la courbe de V. 


. On administre, de façon intraveineuse, un nouveau 
médicament à un patient à un rythme constant m, 
exprimé en mg/h. Ce médicament est éliminé à un 
taux proportionnel à la quantité O du médicament, 
exprimée en milligrammes, présente en tout 
temps f, exprimé en heures. 


a) Exprimer © en fonction de f. 


b) Déterminer le niveau d’équilibre M du médi- 
cament, défini par M = lim Q(f). 


25. 
à, particule qui oscille entre x — 20 cm et 


“ 
EE? 


26. 


HE? 


27. 


Cox 


c) Afin de déterminer la constante de propor- 
tionnalité K, qui dépend du métabolisme du 
patient, on lui administre une dose de 3 mg/h 
de médicament. Un test révèle qu’après 1 h, 
on retrouve 2,45 mg de ce médicament dans 
son sang. 

1) Déterminer K'; 
iii) évaluer Q(4). 


d) Pour ce patient, utiliser la valeur de K 
trouvée en c) pour déterminer le rythme mm, 
qui assurera un niveau d’équilibre de 
médicament égal à 5 mg. 


1i) évaluer Q(2); 


L’accélération a, exprimée en cm/s?, d’une 


x = 100 cm, est donnée par a = k(60 — x), où 
k ER. La vitesse de la particule est de 10 cm/s, 
lorsque x = 40 cm. 


a) Déterminer la vitesse de la particule lorsque 
1) x = 50 cm; 11) x — 90 cm. 


b) Déterminer la vitesse maximale de la 
particule. 


On estime que la vitesse v d’un coureur est 
donnée par v = 9(1 — 0,03x)°?, où v est en 
km/h et x, en km. 


a) Calculer la distance parcourue par le 
coureur après 


1) l'heure; ii) 2 heures. 


b) Déterminer son accélération après 3 heures. 


c) Sachant que la distance à parcourir pour 
un marathon est de 42,195 km, déterminer 
le temps nécessaire au coureur pour 
parcourir un demi-marathon. 


Les administrateurs d’une compagnie de 
fabrication de bateaux estiment que le coût 


? marginal C, et le revenu marginal R, sont 


donnés par les fonctions suivantes : 


2} 
Co T _ "A exprimé en milliers de dollars, 


31 — q ne —_ 
et R (q) = —————, exprimé en milliers de 
m q 36 = q P 
dollars, où q € [0, 30] est le nombre d’unités 
produites. 


Si les coûts fixes sont de 10 milliers de dollars, 


a) déterminer les fonctions revenu R, coût C 
et profit P, exprimées en fonction de g; 


b) déterminer P(1); P(10) et P(28); 
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© c) représenter graphiquement les courbes C, R 
et P dans un même système d’axes ; 


© d) déterminer le nombre de bateaux à produire 
pour que P(q) = 0; 


© e) déterminer g qui maximise le profit et 
calculer le profit maximal. 


. Le directeur d’une usine de fabrication de valises 
estime que le taux de variation du prix p, en 
«59 dollars, en fonction de la quantité q de valises 

dp _  -400q s 
d VatI® 
g est en centaines et q € [0, 10]. De plus, il estime 


en livrer 300 à un magasin si le prix demandé est 
de 95 $. 


a) Déterminer le prix p en fonction de la 
quantité q. 


283 
2 


vendues, est donné par 


b) Si un magasin fait une commande de 
400 valises, déterminer le prix par valise 
que devra payer ce magasin. 


c) Si un magasin ne veut pas payer plus 
de 70 $ par valise, déterminer la quantité 
minimale à commander. 


© d) Représenter graphiquement la fonction p(q), 
et donner l’interprétation du point R(O, 115) 
de la courbe. 


29. Par une journée d’hiver, j# 
il commence à neiger : 
très tôt le matin, la 
neige tombant à un taux 
constant de 7 cm/h. Le 
service de déneigement 
d’une ville commence à 
nettoyer les rues à 5 h. 
À 7 h, le service a net- 
toyé 14 km de route 
et à 9 h, il a nettoyé 7 km supplémentaires. 
Sachant que la vitesse à laquelle le service de 
déneigement nettoie les rues est inversement 
proportionnelle à la hauteur de neige accumu- 
lée, déterminer à quelle heure il a commencé à 


neiger. 
pe n R 
L 


30. La loi d’Ohm pour 
> un circuit contenant 
% une inductance est 
donnée par 


Der où RÀ, 
dt 
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Let E sont des constantes. Exprimer / en fonc- 
tion du temps, sachant que lorsque f = 0, 1 = 0. 


. Le problème suivant correspond à l’évolution 


simultanée de deux populations, dans un habitat 
fermé, dont l’une sert d’aliment à l’autre. Par 
exemple, une zone québécoise constitue un 
habitat fermé pour les chevreuils et les loups, 
ces derniers se nourrissant à peu près 
exclusivement des premiers. 


Soit C et L, le nombre, en tout temps, de 
chevreuils et de loups. 


D'une part, le taux continu de natalité 

des chevreuils est proportionnel au nombre de 
chevreuils présents et le taux continu de morta- 
lité de ces derniers, non dévorés par les loups, est 
également proportionnel à leur nombre. 


Soit n, et m,, les constantes de proportionnalité 
respectives telles que n, > m,. De plus, le taux 
continu de mortalité des chevreuils dévorés par 
les loups est à la fois proportionnel au nombre 
de chevreuils et au nombre de loups présents. 
Soit p la constante de proportionnalité. 


D'autre part, le taux continu de natalité des loups 

est à la fois proportionnel au nombre de chevreuils 

et au nombre de loups présents, et le taux continu 

de mortalité de ces derniers est proportionnel 

au nombre de loups présents. Soit h et m,, les 

constantes de proportionnalité respectives. 

) Déterminer et © 

2) DÉRQRe e 

b) Établir la relation entre C et L, et l’exprimer 
sous la forme K = f(C) g(L), où K désigne 
une constante. 


c) Pour quelles valeurs de C la tangente à la 
courbe est-elle parallèle à l’axe horizontal, 
et pour quelles valeurs de L la tangente à la 
courbe est-elle parallèle à l’axe vertical ? 


d) Sachant que le ïL 
graphique ci-contre = 
représente l’évolution Lo 
des deux populations 
dans le sens indiqué 
par la flèche, donner 


une interprétation de 
l’évolution des populations. 
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Intégrale définie 


rchimède fut l’un des premiers à calculer l’aire d’une figure 
géométrique bornée, en découpant la surface intérieure de la 
figure en minces bandes parallèles, pour ensuite additionner 

les aires de ces bandes. 


Dans ce chapitre, nous calculerons d’abord l’aire de certaines régions 
fermées en utilisant le même principe et en appliquant la notion de 
limite pour évaluer l’aire exacte de la région. 


Nous définirons ensuite, à l’aide de sommes de Riemann, l'intégrale défi- 
nie sur un intervalle donné. Nous énoncerons le théorème fondamental 
du calcul intégral, dont la démonstration nous permettra ultérieure- 
ment de constater les liens existant entre la différentiation, l'intégration 
et l'intégrale définie. Isaac Newton (1642-1727) et Gottfried Leibniz 
(1646-1716) furent les premiers, alors qu’ils travaillaient séparément, à 
établir les liens entre ces notions. L'utilisation du théorème fondamen- 
tal nous permettra de résoudre des problèmes concrets dans différents 
domaines d’application : physique, économie, etc. 


En particulier, l'étudiant pourra résoudre le problème suivant. 


La concentration d’un anti-inflammatoire administré est donnée 
approximativement par C(ÿ = 38e °°”, exprimée en mg/ml, où 
1€ [0h, 168 h] est le nombre d’heures après l'injection. 


a) Déterminer la concentration initiale ; après 3 jours ; après 7 jours. 


(Voir les exercices récapitulatifs, n° 17, page 191) 


2 
# 
il 


PERSPECTIVE 


HISTORIQUE 


Calcul d'aire... ou comment une notion en apparence simple 
transforme le paysage mathématique aux xvur et xix° siècles 


| a découverte, par Newton et Leibniz, du théo- 

rème fondamental du calcul différentiel et inté- 

gral, établissant un lien entre les problèmes 
de mouvement (dérivation) et ceux du calcul d’aire 
(intégration), fournit aux physiciens et aux mathémati- 
ciens un nouvel outil extrêmement puissant. À l’aide de 
techniques purement symboliques qui correspondent à ce 
qui a été expliqué au chapitre 2, le symbolisme de Leibniz 
permet de résoudre des problèmes d’aire qui ont résisté à 
la sagacité des mathématiciens depuis la Grèce antique. 


Au xvirr° siècle, une certaine frénésie porte les mathéma- 
ticiens à chercher à tout mathématiser symboliquement. 
C’est ainsi que le grand mathématicien suisse Leonhard 
Euler (1707-1783) réussit à mathématiser un grand nombre 
de domaines de la physique: la mécanique, l'astronomie, 
l’acoustique, la théorie ondulatoire de la lumière, l’hydrau- 
lique, la construction navale, etc. Rien ne semble résister 
à ce nouveau type de calcul par lequel tout se ramène à 
des dérivations ou à des recherches de fonctions dont la 
fonction dérivée est connue. Se mettent alors en place les 
mathématiques qui servent aujourd’hui de base au travail 
des ingénieurs. 


Cependant, l'efficacité de ce calcul camoufñle une grave 
faiblesse. À vouloir l'appliquer sans discernement, on en 
arrive à calculer sans savoir si les calculs faits peuvent 
se justifier ou si on dépasse son domaine d’application. 
Ce sont les étudiants ingénieurs de l’École polytech- 
nique de Paris, fondée en 1794, qui remettent en cause 
ce manque de rigueur. Leur programme d’étude repose 
sur le calcul différentiel et intégral. Or, ils veulent com- 
prendre pourquoi ce calcul fonctionne vraiment. L’un 
de leurs professeurs, Augustin-Louis Cauchy (1789- 
1857), lui-même un ancien de l’École polytechnique, 
s’attelle à cette tâche. Il s'intéresse, au début des années 
1820, à la notion d’aire sous la courbe d’une fonc- 
tion n’ayant aucune discontinuité. Il démontre que l’on 
peut voir l’aire de cette surface comme la limite d’une 
somme des aires de rectangles dont les largeurs sont 
arbitrairement petites et que cette limite, qu’il nomme 
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«intégrale définie», satisfait le théorème fondamental du 
calcul. En 1854, l’Allemand Bernhard Riemann (1826- 
1866) va plus loin en cherchant à savoir ce qui se passe 
s’il y a une infinité de discontinuités. Par exemple, est-ce 
possible de calculer la surface sous la courbe de la fonc- 
tion caractéristique des nombres irrationnels sur l’inter- 
valle allant de 0 à 1, fonction dont la valeur est 1 pour un 
nombre irrationnel et 0 pour un nombre rationnel ? Les 
sommes de Riemann, abordées dans le présent chapitre, 
forment la base de son travail. 


Ces travaux et beaucoup d’autres effectués par les mathé- 
maticiens de la seconde moitié du x1x° siècle changent pro- 
fondément le paysage mathématique. Par exemple, Georg 
Cantor (1845-1918), après avoir étudié des fonctions dont 
le graphe fait continuellement des sauts, aborde de front 
la notion d’infini pour arriver à montrer, dans les années 
1870, qu’il y a plusieurs niveaux d’infini. Par exemple, le 
nombre infini de nombres naturels est strictement plus 
petit que le nombre infini des nombres réels. C’est de là 
aussi que prend sa source la théorie des ensembles qui 
constitue aujourd’hui l’une des bases des mathématiques. 


Ces trois étudiants de l'École polytechnique de Paris 
discutent-ils de calcul intégral ? 


Exercices préliminaires 


1. Soit À une fonction dérivable. 6. Calculer l’aire des régions ombrées suivantes. 
+ — 
Compléter: lim 20 . SON a) y 
h-—0 


f@) = x +1 


2. Évaluer les limites suivantes. 
a) lim (s-2+À 


X—+00 X X 


2 
fo 3e — Abe + I 
xte 8x2 +5 


3. a) Compléter le théorème de la valeur 
intermédiaire. 
Si f est une fonction telle que: 


f@) = x +1 


1) fest continue sur [a, b]; 


2) fa) < K < f(b) ou fa) 7 K 7 f(b), 


où K € KR, alors 


b) Compléter le théorème de Lagrange. 
S1 f est une fonction telle que: 


1) fest continue sur [a, b]; 


2) fest dérivable sur ]|a, b[, alors 


c) Compléter le corollaire 2 du théorème 
de Lagrange. 


S1 f et g sont deux fonctions telles que : 
1) fet g sont continues sur [a, b]; 


2) f'@) = g'@), V xe Ja, bl, alors 


4. Déterminer l’équation de la parabole qui passe 
par les points P(0, 7), Q(1, 6) et R(-2, 21). 


5. Calculer les intégrales suivantes. 
ll 1 1 
5x + d. 
À J VE à à : 
3 St 
n 1 ST) à 


c) | sin° 26 cos 20 dO 


d) Î 6e“ # sec? 3x dx 


docile 


| 3 sec ‘) 7 
sec 3 À où AE = AR) + A(R,) + A(R,) un A(R)) 
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3.1 Notions de sommations 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra utiliser le symbole de sommation Ÿ, appelé « sigma ». 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : k 
à e ROME k(k + 1) 
* d’expliciter une somme définie à l’aide du symbole >; D PES 
* d’utiliser le symbole Ÿ pour représenter une somme ; … L 
+ de démontrer certains théorèmes sur les sommations ; ») 2= k(k + 1)(2k + 1) 
+ d’appliquer ces théorèmes dans des calculs de sommation ; — 6 
+ de démontrer certaines formules de sommation ; k EG + 1ÿ 
° d’appliquer ces formules dans des calculs de sommation. Ê = Bree 
i=l 


Utilisation du symbole de sommation >, appelé «sigma» 


IL Y A ENVIRON 250 ANS... 


Dans son /nstitutiones calculi differentialis publié à Saint-Pétersbourg en 1755, le mathémati- 
cien suisse Leonhard Euler utilise pour la première fois la lettre majuscule grecque sigma, >. 
Elle correspond à l’initiale de summa, qui signifie «somme » en latin. Euler propose plusieurs 
autres notations, par exemple f(x) pour une fonction f de la variable x (1734), e pour la base des 
logarithmes népériens (1727), i pour la racine carrée de -1 (1777). Il popularise le symbole 7, 
en l’utilisant pour le rapport de la circonférence au diamètre d’un cercle. C’est seulement au 
Leonhard Euler début du xIx° siècle que l’usage du Ÿ se répand. 
(1707-1783) 


Dans cette section, il sera utile d’utiliser le symbole de sommation Ÿ pour représen- 
ter des sommes de termes de forme semblable. 


DÉFINITION 3.1 Dans la sommation Ÿ a,où d'a =a+a, +a,,+.….+a ,+a_ +a, 


1) _a,est le terme général de la sommation ; 


2) l'indice ; prend toutes les valeurs entières à partir de la borne inférieure 7 
jusqu’à la borne supérieure s inclusivement ; 


a,_ et a, sont les termes de la sommation. 


OURS Explicitons les termes des sommations suivantes. 


5 
a) > LIRE ED EEE ETES (i prend les valeurs entières de 1 à 5) 


i=1 


b) >] @k — 1} = (263) — 1} + (2(4) — 1} + (2(5) — 1} + (2(6) — 1} (k prend les valeurs entières de 3 à 6) 


= +++ 11 


(wi 


128  CHAPITRE3 Intégrale définie 


_ 29 Ne 
CDR TE SE UE URE CD#28, 61029 
c) 2 2ü+D DE si 25+1 26+1 FT. + 228+1 229+1 
_4 5 ” 6 - 2829 
25 26 27 229 230 


Le facteur (-1} (ou (-1)/* 1) a pour effet de faire alterner les signes des termes de la sommation. 


15 


dd D 3=3+3+3+... +3 +3 — 153) = 45 (en calculan) 
i=1 


15 termes 


SOU Utilisons le symbole > pour représenter les sommes suivantes. 


1 2 n E k 
a) - Ü) + L Ü) ee A ! Ü) = > ï Ü) (k prend les valeurs entières de 1 àn) 
k=1 


2) 4 (2 4 \2 4 \2 
100 à 
D ral tes ne CPP CUS : - y 
Gun 7 En CP 992 100? 6? 7 8? 92 SÉLIIIES- 2e 


Théorèmes sur les sommations 


k k k 
THÉORÈME 3.1 Sa, + db) =cÿd a +4 b,oùcetdeR 
i=l ‘en A 
k 
PREUVE S (ca, + db) = (ca, + db) + (ca, + db,) + … + (ca, + db)  (enexplicitant) 
ii 


= (ca, 47 C@, À 000 A ca,) a (db, + db, is le db) (en regroupant) 
= c(a,  @, 17 000 7 a) Eux d(b, KT b, Rte dure b) (mise en évidence) 


k k 
= C > a, + d > b. (en utilisant le symbole Ÿ) 
i=1 i=1 
n k n 
THÉORÈME 3.2 Ja=d a+ D a oùl<Ek<n 
i=1 i=1 i=k+1 
PREUVE > a=@at+a,+.…..+a)+{(@,,,.t+ta,,,+...+ a) (enexplicitant et en regroupant) 
i=1 k n 
= > a, + > a; (en utilisant le symbole Ÿ) 
i=1 i=k+1 
k 
THÉORÈME 3.3 S'c=koùceR 
i=1 
k 
PREUVE BE CF Cr CE 0e 00 1 CE 
i=1 = 
k termes 
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Formules de sommation 


IL Y A ENVIRON 250 ANS... 


La légende raconte qu’un instituteur demanda à ses élèves de calculer la somme des 
nombres de 1 à 100. Carl Friedrich Gauss, alors âgé de 10 ans, se met à la tâche comme 
les autres. Quelques secondes plus tard, il a terminé, et le résultat obtenu est juste. Gauss 
avait remarqué que (1 + 100 = 101), (2 + 99 = 101), (3 + 98 = 101), donc la somme 
devait être 50(101), soit 5050. Gauss est probablement le plus grand mathématicien de tous 
les temps. 


Carl Friedrich Gauss 


(1777-1855) 
Sommation des k premiers entiers 
k 
al 

SOMMATION 1 Di-1+2+3+..+r- 0 
i=i 
k 

PREUVE D 
i=1 
k 
> ste il) le) dr D + (en inversant l’ordre des termes) 


= 
En additionnant respectivement les membres de gauche et les membres de droite 
des deux équations précédentes, et en regroupant adéquatement les termes du 
membre de droite, nous obtenons 

k k 
D'itd i=l ae fa] + [2 se dé = D) [8 Se dé = 2) 6 ee = D se 2] [lé se 1 


i=1 i=1 


2(Si)=R+n+ PRIT NT ES STI EE ICT NI] 


—————Z—Z_Z_Z_Z_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_]_ —————— 


k termes 
k 
À ) = k[k + 1] 
i=1 
a 
Je e Îl 
ou 
Fi 2 
HOUVERR Évaluons les sommes suivantes. 
60 
a) > i=1l+2+3 +... + 59 + 60 (en explicitant les termes) 
i=l 
60(60 + 1) : : 
= es (sommation 1, où k = 60) 
= 1830 
FR PR LP Re Eee Ro 
50 25 50 25 10 50 5 50 50 50 50 50 50 50 
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PA 
| ] 


€ 
a, 


SOMMATION 2 


PREUVE 


au [ue + D 


— 16,4 


RUSSE DANS ICIOEENT) 
2 ?] 


= 11 591 


Sommation des carrés des k premiers entiers 


k 


d'r=p+2+%+.. +&-1)+k= 


i=1 


k 
Dé=L+2+3+.. +(4&-1)+E 
ë= il 


k 


Dr=IP+P+2+#+.+Œ-1I+É 


i=1 


Dr-[Sa-n]+e 


i=1 


k 
D 


-1+#] 


SK |26 5% 5k +1 
2 


k 
+ + 
d'où > = k(k + 1)(2k + 1) 


(sommation 1, où k = 40) 


19 153 153 
(ar >: Des >: i = > i, théorème s) 
El i 


= 20 i=1 


(sommation 1, où & = 153 et k = 19) 


k(k + 1)02K + 1) 


6 


(car 0 = 0) 


(théorème 3.1) 


(sommation 1 et théorème 3.3) 


(mise en évidence de k) 


(car (28 + 34 + 1) = (k+ DK + 1)) 


Remarque Cette méthode de preuve peut également être utilisée pour déterminer 
k k 


la formule correspondant à > i, > is, etc. 


i=1 i=1 
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Sommation 2, où 4 = 60 


SOMMATION 3 


DOUVEPA Évaluons les sommes suivantes. 


60 
4 +1 
à d'r=L+2+3+.. + 592 + go = NL 2 73 810 
Ei 
50 
b) D fû), où fo) = (2x + 3}° 
i=i 
50 50 
D f0 = > Gi+y (car f(x) = (2x + 3ÿ) 
i=1 HE 
50 
= d'Ai+1i+9) (car (2i + 3} = 42 + 125 +9) 
i=1 
50 50 50 
AN + i+)9 (théorème 3.1) 
il i=l i=l 
. de < 
s a[060 == n) 0 o + 500) 


(sommations 2 et 1, où k = 50, et théorème 3.3) 


= 187 450 


Sommation des cubes des k premiers entiers 


k 
Dé=LIP+EB+. +R -1)+F= 


i=1 


kR(k + 1)? 
4 


La démonstration est laissée à l’étudiant (voir les exercices récapitulatifs, n° 2 a), 
page 189). 


25 
SAUCES Évaluons D, (25 — à + 4i + 5). 

i=1 
25 25 25 25 25 
D'os-P+a+5=2Ù 6 — dr + 4U i + D5  (héoème3) 
i=l i=l i=l i=1 i=1 


(usa) fa 7 ee + 25(5) 


= 207 150 (sommations 3, 2, 1 et théorème 3.3) 


EXERCICES 3.1 


1. Expliciter les termes des sommations suivantes. 


UK 
D Dur: 


58 
c) > 22 
i=4 


b) > (A — 1) D 2 CAC SLI PI 
DD DIE > 
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2. Utiliser le symbole Ÿ pour représenter les sommes 4. Utiliser les formules de sommation pour exprimer 


suivantes. les sommes suivantes en fonction de n. 
a) 1+2+4+8 + 16 + 32 ni 1 3 
a) di D 
b) 8 +27 + 64 + ... + 13 824 + 15 625 ed ii 5n 
-1 4 9 81 100 7 n=1 
RE OCR D o >, (58 +6) d) > (6® — 25) 
dis 140 MERE a L 
il 
2 2,2. 2,2 à D F(Ë) où = x +2 
3 9 27 81 1: 
1 1 1 1 1 Di, 
de + f) ( +} où (x) = x? — 4x 
D3+6 12 24 48 24 1) A 


3. Évaluer les sommes suivantes à l’aide des formules 5. Nous superposons des cubes de 4 cm d’arêtes 
et des théorèmes. comme dans la figure suivante. 


a) i) 1+2+3+... +99 + 100 
H)1+2+3 +... +29 + 30 


2 2 2 
re) enr 
45) 45  \45) 45 45) 45 


: 1 2 99 ; î | 
+—|+(3+<)+..+[13+— . 
1 É ) É ) É n) | 


v) 3+9+15 +21 + … + 291 + 297 a) Déterminer, en fonction de n, le nombre N 
de cubes sur la n-ième rangée. 


100 42 
b) i) D à ii) Y ô b) Exprimer à l’aide du symbole Y le nombre 
= ee total T de cubes si le montage est d’une 
90 20 ,. hauteur de 2 mètres. 
_. . : 3i—5 
ii) >> i iv) > 2 c) Déterminer ce nombre total T. 
i=l 


i= 10 


v) D Gi-3) vi) > ( —120i 


3.2 Somme de Riemann et intégrale définie 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra calculer des sommes 
de Riemann. 


7/1 
_ | 
Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 
+ de donner la définition d’une partition d’un intervalle ; EE 
- de donner la définition d’une somme de Riemann; 4 4 4 
+ d'évaluer la somme des aires de rectangles inscrits s, = A(r.) + A(r.) + Ar.) + Ar.) 
et circonscrits à une courbe donnée f sur [a, b]; : ; à i : 
+ d’évaluer l’aire réelle d’une région à l’aide de limites ; 
* de donner la définition de l’intégrale définie ; b n 
* d’utiliser certaines propriétés de l’intégrale définie. | fG9 dx = lim ; ns f(c) Ax, 
a = 1 


X 


(max Ax) = î 
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Dans cette section, nous expliquerons certaines méthodes pour calculer l’aire d’une 
région fermée quelconque. Par la suite, nous donnerons la définition de l’intégrale 
définie et certaines de ses propriétés. 


Somme de Riemann 


IL Y A ENVIRON 200 ANS... 


Fils d’un pasteur protestant, Bernhard Riemann veut devenir professeur d'université. À 
l'époque, pour enseigner dans une université allemande, il faut d’abord devenir Privadozent, 
c’est-à-dire professeur non rémunéré, en soumettant un texte démontrant ses capacités et en 
présentant un exposé. Dans son mémoire, il introduit les «sommes de Riemann». Son exposé 
porte sur les fondements de la géométrie, dont il révolutionne l’approche. Gauss, professeur à 
Gôüttingen et l’un des plus grands mathématiciens de tous les temps, fait grand cas de cette pré- 
sentation. Les travaux d’Einstein sur la relativité reposent sur ceux de Riemann en géométrie. 


Bernhard Riemann 
(1826-1866) 


Définissons d’abord la notion de partition d’un intervalle. 


DÉFINITION 3.2 1) Une partition P de [a, b] est une suite de nombres réels x,, x, x,, ..., x, tels que 
(AS ARE A RU OR 


Nous la notons P = {x,x,x,, ..., x, _, x}. 
2) La longueur Ax de chaque sous-intervalle de la partition P est définie par : 
ARR + soute 1,25..,n) 


Une partition P de [a, b] peut être représentée de la façon suivante : 


Apr = 
A Ax, Ar À& Ax Ax 
x =x — x 2 é n-| n 
3 3 2 … 
EE, SE 
A, XX: a X X, X, À; X, 2 X, Y, _ b 


De plus, si P est une partition de [a, b], alors >» 0 


i=1 


DÉFINITION 3.3 Une partition est dite régulière lorsque Ax, = Ax, =... = Ax =... = Ax. 


Dans le cas d’une partition régulière d’un intervalle [a, b], chaque sous-intervalle est 
de même longueur et celle-ci est notée Ax. 


é b—a : n 
Ainsi, Ax = —, où n représente le nombre d’intervalles de même longueur. 
n 
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il =Ù 1 
DOUUERSR En séparant [0, 1] en n parties égales, nous obtenons Ax — ip: 


n n 
Cette partition peut être représentée par 
1 1 
5 ; n n n n n n 
Représentation —— ———+ ——> —— .. ——— — 
de la partition | | | | | | | | 
0 1 2 3 4 Pt 1m 1=# 
n n n n n n n 
DÉFINITION 3.4 Soit une fonction f continue sur [a, b] et P une partition quelconque de [a, b]. 


Nous appelons somme de Riemann toute somme de la forme 


D f() Ax, où ce [x x] 


| Exemple 2 | Illustrons la somme de Riemann pour une fonction non négative f 
continue sur [a, b] et la partition P = {x,x,x,, ...,x, _, x} de 


[a, b], en choisissant c € [x,, x], c,e [x, x] ..., ce [x 


al. 


ë. € Ex, = x]. 


Aünsi, la somme de Riemann, 


(Gr CD) notée SR,, correspondante est 


RD CA 


i=1 


= f(c) Ax, + f(c,) Ax, +. + f(c) Ax, + … + f(c) Ax,, où 


LEE, + f(c,) Ax,correspond à l’aire du i-ème rectangle de base Ax et de hauteur fc.) ; 
+ SR, correspond à la somme des aires des n rectangles. 


Aires de rectangles inscrits et circonscrits sur [a, b] 


Donnons une première méthode utilisée par Archimède pour calculer l’aire 
d’une région fermée quelconque. Cette méthode consiste à estimer l’aire de la 
région fermée à l’aide de sommes d’aires de rectangles inscrits et circonscrits, 
qui sont des sommes de Riemann, et à prendre la limite de ces sommes. 
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IL Y A ENVIRON 2200 ANS... 


Archimède, mathématicien et physicien grec, 
calcula l’aire de plusieurs surfaces courbes. 
Ainsi, il fait l’approximation de l’aire d’un 
cercle grâce à la mesure de polygones inscrits 
dans le cercle. Il fait également l’approxima- 
tion de 7 grâce à la mesure de polygones cir- 
conscrits au cercle. Pour l’aire d’un secteur de 
parabole, il imagine qu’il pèse cette surface 
à l’aide d’une balance et qu’il l'équilibre par 
un triangle dont il sait calculer facilement l’aire. Le livre décrivant cette dernière méthode est 
resté inconnu pendant deux millénaires et n’a été découvert qu’au début du xx° siècle. 


Polygone inscrit Polygone circonscrit 


Archimède 
(287-212 av. J.-C.) 


DÉFINITION 3.5 Soit f une fonction continue telle que f(x) = O sur [a, b]. 


1) Un rectangle inscrit est un : 2) Un rectangle circonscrit est un 
rectangle de base (b — a) et de : rectangle de base (b — a) et de 
hauteur f(c), où f(c) est le minimum : hauteur f(d), où f(d) est le maximum 
de f sur [a, b]. de f sur [a, b]. 


a ce b x : a d b x 


ses CAN) = (b — a) f(d) 


rect. cire. 


HOUUERE Soit la fonction f définie par f(x) = x° + 1 sur [0, 1]. 
Évaluons l'aire réelle, notée A;, de la région ci-contre, 
en calculant des sommes d’aires de n rectangles inscrits, 


notées s,, des sommes d’aires de 7 rectangles 


circonscrits, notées S,, et en calculant lim s et lim S. 


n—+00 +0 


1) Calculons premièrement s, et S,. A est l'aire de la région 


2 DR délimitée par la courbe 
En séparant [0, 1] en quatre parties égales, nous avons he cl 
= droites d’équation x = 0 
dr er nl 


et nous obtenons la partition 
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s, = Somme des aires des quatre rectangles : S,=somme des aires des quatre rectangles 
inscrits ci-dessous : circonscrits ci-dessous 


f@) = x +1 


SAT) PAG) AG) TA) : S, = A(R,) + A(R,) + A(R.) + A(R)) 


“ 1 DL JAN 3)\\ 11 Hi 2\1 3))\1l 1 
(0) î +1) 0 sÔ) À +10) à (4. sf) 4 +1() n +1() à + f(D) 1 


1 L 2 - mise en ence = L 2 
po +0) 0) “si LU) +10) +0) +0 


-1h+12.2.2] a -17+242 -2) 
4 16 16 16 : 4116 16 16 
6 _ 94 
64 64 
d’où s, = 1,218 75 u? d’où S, = 1,468 75 u’ 


L’aire réelle recherchée A4; est comprise entre s, et S,, c’est-à-dire 
Représentation de (S, — s5,) 


_94 78 
64 64 


nn) 


— 1 
d’où (S,— s,) m1 


2) Calculons maintenant s,, et S.,. 


Pour obtenir une meilleure approximation de l’aire réelle A} sous la courbe, 


DE = 1 l 2 
nous séparons [0, 1] en 10 parties égales, ainsi Ax = — = 10 et P = Lo 3 1) 
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; 10 
Rat RE (7) A7) : = SAR) 
: i=l 
1 1\1 2\1 9\1 . j\ 1 
= AE ù _ | de 
Hi 10 A) 10 + Te Lil 10 Dre) 10 
1 1 2 9 | SITE 
= alù 2 #h p nl 0 = > 
= 540 +56) +75) +. +00) : A +1) GX = x +1 
1 : 1 \ 2 \2 : 9 \2 \ 1 D P 19 . 
—— IS ete SUN + héorème 3.1 
| Q | IG | Q | nl 2410 À ) os 
ee DD >. 0!) : SE mr +10 (théorèmes 3.1 et 3.3) 
10 10° nor 10 100 éOrêmes 5.1 et 5. 
: 1_f(9)(10)(19) = roUJdoen (Gommation 2, 
= | + 10° 6 (sommation 2, où k = 9) = 10 (100 6 + 10 où&= 10) 
7  _277 
200 : 200 
dons — 12850 : d’où D lou 
Nous constatons que 
7 UT 254 1 
D) 5595 200 10" 
1,218 75 1,285 1,385 1,468 75 
3) Représentons 20 rectangles inscrits et 20 rectangles circonscrits et calculons s,, et S,,. 
© with(Student[Calculus1]) :  with(Student{Calculus1}): 
RiemannSum(e + 1, x = 0.1, method = left, output = plot,  ? RiemannSum(& + 1, x = 0.1, method = right, output = plot, 
boxoptions = [ filled — [color — green, transparency = 0.811, :  boxoptions = [ filled = [color — blue, transparency = O.8]1, 


partition = 20); : partition = 20); 


d’où s,,= 1,308 75 u° E d’où 5, = 1,358 75 u° 


Les résultats obtenus jusqu’à maintenant nous révèlent que 


1087 _ 1047 _ 1, 
800 800 20 


2 


_—_ < < A1 <= < < Û = 
= 8,0 € 59 = À € S € 5 € S4 où (5, S30) 
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4) Déterminons maintenant une formule générale pour s, et S. 


En séparant [0, 1] en n parties égales, nous avons Ax = NE et P = Lo b 2 ee = ms 1) 
n n nn 


fQ) = x +1 


(sous-estimation de A!) 


DAEUE 0002. +1) 
Eje) uen 000e.-t) 


(surestimation de À;) 


1 n ee 1 2) n : 2 2 2 
He 2) RICRECH ESC 
ENS n = n||\n n n 
=1(1 Gé +n] = [Re +243 +. + 9 + nb] 
n \n ;-; ë APTE 
_ INC CT 1) " (sommation 2, _ LAPS) _ (sommation 2, 
mise ë 0 oùk=n— 1) : n|n 6 4 où k = n) 
2 —3n+1 2? + 3n +1 
= ——  i 1 +1 
6n? : 6n° 
ue 1 Al 
’oùs = ne TOUS 
g'ouse 3 On 6 : ue: Sn Gr 
5) Calculons s = lim s,, si la limite existe, et S = lim S,, si la limite existe. 
NL del ed | _— AU 
Un de CE die MU np nr 
d’où s = ;. (cars = lim s,) : d’où S — : (car S = lim S) 


4 4 
Puisque s = A =S,Vne IN'etque lim s, = lim S, = 3 nous avons À; = à u?. 


n—+ n—+c 


De façon générale, pour une fonction continue f telle que f(x) = 0 sur [a, b], 


si lim s = setsi lim S =S,oùselRetSelR, nous avons s = A =S. 


n—+00 n— +0 


De plus,| sis =, alors A =s=S 
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DOUUERPÆ Soit fx) = -x° + 2x + 5 sur [1,3]. 


Déterminons l'aire réelle A° de la région délimitée 


fo) =-x2+2x +5 


par la courbe de f, l'axe des x et les droites d’équation 
x = letx = 3,en calculant set S. 


En séparant [1, 3] et n parties égales, nous obtenons Ax = = F Le . 
del 1 + +) 
n n n 
Aire s, des n rectangles inscrits : Aire $, des n rectangles circonscrits : 
? FQ) = -x2 + 2x +5 : d QD = x + 2x +5 


4 | cirstes 


D UN ACER RS) 
=1(1+2) (+424. ++)? nee 224 (20 D) 


i=1 i=0 n 
n p] : n—l 2 . 
=£ ((1+2) +a(r+2)+s) Ue- (+2) +2f1+2)+5) 
D n è D rs n n 
n 2 il 2 
=2 (1 se r2++5) 2 (1 si SRne #45) 
D = n nn n ne n nn n 
2+< | 4ÿ 2S 4ë 
6 = ns 
n i-: 1 ni =9 nm 
2 n 4 n 2 nil A EE 
= Ge 2 + Ce 2 
2 ed à DE] 
n : nil 
= 2 6m = > ;| (théorème 3.3) = 2 6n = > e| (théorème 3.3 ; 0? = 0) 
2 6 4 nn + l)En + 1) (sommation 2, _ 2 6 Al) ar il) (sommation 2, 
nome 6 oùk= n) : RER 6 oùk=n— 1) 
7 i _28n?+l2n—4 
3n° : 3n° 
28 4 4 : DS 4 
d’où s — OU 
un 3n° : ue 5 n  3n 
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En évaluant s et S, nous obtenons 


28 4 4 28 4 4 
= li = li : S— Jim S = Ii SF 
: Mess 57 an | 3 n = : Eu # Le | e] n _ 
28 ; nn 28 s a 
= 3. (en évaluant la limite) = 3. (en évaluant la limite) 


d’où A; = _ u?. (eur s = S — = 


Dans les exemples précédents, s, et S, étaient des sommes de Riemann, où tous les 
Ax. étaient égaux. 


* Dans le cas de s,, chaque c. était choisi tel que (c,) donnait le minimum de la 
fonction sur l'intervalle [x _, x]. 


* Dans le cas de S,, chaque c. était choisi tel que f{c,) donnait le maximum de la 
fonction sur l'intervalle [x _, x]. 


De façon générale, il n’est pas nécessaire de partitionner l'intervalle [a, b] en des 
segments de même longueur, et on peut évaluer la fonction f en n’importe quel 
point de ces sous-intervalles. 


Ainsi, lorsque f est continue et non négative sur [a, b], les sommes de Riemann 
donnent une approximation de l’aire sous la courbe de f. Il suffit d'augmenter indé- 
finiment le nombre de rectangles (7 — +c), tout en s’assurant que la mesure de la 
base de chaque rectangle tend vers zéro ((max Ax) — 0), pour obtenir l'aire réelle 
entre la courbe de f, l’axe des x et les droites d’équation x = a et x = b. 


Intégrale définie 


DÉFINITION 3.6 Soit f une fonction définie sur [a, b] et P une partition {x Kiss sv x, } quelconque 
de [a, b]. 


b 
Nous définissons l'intégrale définie de f sur [a, b], notée [ f(x) dx, comme suit: 


b 
[ fQ@) dx = lim > fc) Ax, où ce [x,_,, x], si la limite existe. 


(max Ax)—0 = 


Nous disons alors que f est intégrable, au sens de Riemann, sur [a, b] et nous appelons a 
la borne inférieure de l’intégrale définie et b la borne supérieure de l’intégrale définie. 


b 
Remarque L'intégrale définie Î fQ@) dx est un nombre réel, c’est-à-dire : 
b 
[co & = LoiLekR 
alors que l’intégrale indéfinie Î fQ@x) dx est une famille de fonctions, c’est-à-dire : 


[re dx = FX) + C, où F'(x) = f(x) 
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Nous énonçons maintenant un théorème que nous acceptons sans démonstration. 


THÉORÈME 3.4 Si f est une fonction continue sur [a, b], alors f est une fonction intégrable sur [a, b]|. 


De plus, si f est continue et non négative sur [a, b], 
nous pouvons exprimer l’aire réelle, notée A?, 
à l’aide de l'intégrale définie de la façon suivante: 


A? = [ f@) dx 


OUVRE Soit la région ci-contre dont 


y À = 4 
l’aire égale 20 unités’. Vérifions, 
en utilisant la définition de A = 5(4) = 20 uv’ 


6 
l'intégrale définie, que [ 4 dx = 20. 
1 


Soit P = {x,x,%x,, x, _, x}, une partition À J® = 
quelconque de [1, 6]. 

Dans chaque sous-intervalle [x _,, x], 

choisissons un c, quelconque. lé ft Tarn Ta6x 


D A er Le À 


x, 


[ 4 dx = lim D f(c)) Ax, (définition 3.6) 


(max Ax)=0 ; 21 


= lim > 4 Ax, Gar f(x) = 4, Vxe [1, 61) 
(max Ax)0 ; 

— lim 4 S Ax, (théorème 3.1) 
(max Ax)—0 Fe] 

= Jim 4(6—1) (a D'Ax =6— ) 
(max Ax)—0 i=1 

= 20 (en évaluant la limite) 


1 
DOUUCPA Évaluons | Vx dx à partir de la définition de l’intégrale définie en utilisant la partition 
0 , 


ACTE 


En calculant Ax, nous avons 


D Het eee ete 
i nm nm 


.13 
5 2 s Pr à : ; l A 
En choisissant c. à l'extrémité droite de chaque sous-intervalle, nous obtenons €, — () ainsi 
n 


LV à = 1m Sen 


(max Ax)—0 eu 


= lim Se F) = (ÉRSUE 1) (ar = La — 3i+ 1); (max Ax) 0 n = =) 
n° W 


n—+e =] 
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n—+0 n 
in _ (3 Dr r+Y ) (théorème 3.1) 

nt i=] i=1 i=1 

2, a} 

= Jim al (re — 3n(n + 1)Q@n +1) + en) (sommations 1,2et3,oùk= n) 

n>+e ff 4 6 ? 

2 

= lim (SEL eut ait) 

n=3+c0 4n 2r 2n° 

3 3 3 1 3 1 1 1 

= li + — + + 

ne (É 2n = È 2r :) 2n? =) 

3 > Fe 
= 7 (en évaluant la limite) 

Puisque f est continue et non négative sur [0, 1], — correspond à 2e ainsi A, = - u?. 


Propriétés de l'intégrale définie 


DÉFINITION 3.7 1) Pour toute fonction f intégrable, [ fQ@) dx = 0, pour tout a € dom f. 


a b 
2) Pour toute fonction f intégrable sur [a, b], [ f(x) dx = | f(x) dx. 
b a 


Exemple 1 


a) Î (x + 4) dx = 0 b) si | ro dx = 10, lors | fG@) dx = -10. 


THÉORÈME 3.5 Si f est une fonction continue sur [a, b] et c € Ja, bl, alors 
b € b 
Proa = [ro + [ro a 


Nous admettons ce théorème sans démonstration ; cependant, l’exemple suivant 
illustre le théorème dans le cas où f est continue et f(x) = 0 sur [a, b]. 


| Exemple 2. Soit une fonction f continue telle que f(x) = 0 sur [a, b]. 


b 
Ainsi, | HE = 720 
| = À° + At 


= [ro free 
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THÉORÈME 3.6 Si f et g sont deux fonctions continues sur [a, b], alors 


 terco + d go &x = c fo dx + dl g® dx, où cetdeR 


a 


PREUVE SOLE —UX, 2%, 2. 2 Une pantitionde |[o b|. 
b 
[ [c f(x) + de] dx = lim S LCfC=E del Ax (définition 3.6) 
. (max Ax)0 ; =: 


lim > [ce f(c) Ax, + d g(c) Ax] 


(max Ax)—0 = 


lim ( Dre Ye D g(c) ax) (théorème 3.1) 


(max Ax)—0 =] 


ce lim DCE ER lim Dec) ax) 


(max Ax)—0 
(propriétés des limites) 


b b 
_ | FG) dx + d 8 dx (définition 3.6) 


4 — 
si [ FO) dx = -7 et [ g(x) dx = 2, alors 
œil 4 


4 


[3 fx) — 4 gG)] dx = 3 | f(x dx — 4 [ gx) dx (théorème 3.6) 


—1 
4 —] 
f(x) dx — 4 Ê | gx) ai) (définition 3.7) 
1 4 


= 3(-7) + 402) (en remplaçant) 
= -13 


EXERCICES 3.2 


1. Pour chacun des intervalles suivants, évaluer 3. Représenter graphiquement et évaluer. 
-i Ile si 4 
la longueur Ax dE chaque sous interva le si a) s, si f(x) = de sur [0 4] 
nous séparons l’intervalle en n parties égales, 


et représenter cette partition pour a) et b). b) 5, si f(x) = — sur [1,3] 

1], n = 2,7], n = 51 
ve _ : HER c) D) à 
c) [2 3) n = 10 d) [a, b},n = 35 d) S,sif(x) = x — 4x + 5 sur [0, 5] 


2. Soit f(x) = x? + 2x — 3 sur [0, 2] et la partition 4. Soit f(x) = x + 3x + 1 sur [0, 1]. 
P = {0; 0,6; 0,8; 1,2; 1,7; 2} de [0, 2]. Calculer : | : 
la somme de Riemann correspondante pour a) Représenter graphiquement et évaluer s. 
c,€ [x,_,, x] tel que: b) Représenter graphiquement et évaluer S., 


bc =x% en utilisant le symbole Y. 


c) Évaluer s, S et À. 


de x., 


c) c,est le point milieu de [x _ , x] 
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5. Soit f(x) = x? sur [1, 2]. c) Évaluer, à l’aide du résultat de b): 


. À | 
a) émontrer que S, — 3 7 + Ge i) Î x dx ii) x dx iii) x dx 
2 4 3 
7 3 1 b 
Dé = ++ — 
EE 3 2n 6n d) Interpréter [ x dx, où 0 < a < b. 
c) Déterminer 4°. s 
2 
6. Soit f(x) = sin x, où x e Lo 2 9. Évaluer [ (x + 2x°) dx à partir de la définition 
0 
a) Représenter graphiquement et évaluer : de l'intégrale définie, 
1) 5, ü) S, 3 5 
b) Évaluer: 10. Sachant que [ fQ) dx = 5, [ fQ) dx = -6 
Lis 0 ii) Sy À à 


9 
5 Z et [ fx) dx = 8, utiliser les propriétés de 
c) Évaluer s, S et A7. : 


2 l'intégrale définie pour évaluer : 
Z. a) Sif(x) = c sur [a, b], où ce KR, évaluer [ c dx 


9 3 
à partir de la définition de l'intégrale définie. L [ QE "à [ IHM 
b) Évaluer, à l’aide du résultat de a) 5 9 
4 “1 c) [ f@x) dx d) Î (x) dx 
n | + ï | (C3) | 4 


—1 —10 


| dé _ “0 5 5 
ne Rat 11. Sachant que [ FD dx = 4 et [ gQ) dx = 3, 
2 2 


P = (4 Na dsits À pr où x, —aetx — b. 
a) Déterminer SR en utilisant sur chaque utiliser les propriétés de l’intégrale définie 
sous-intervalle le point milieu. pour évaluer : 
b 2 2 
b) Évaluer [ x dx. a) [ 8 f(x) dx b) [ [5 8) — 2f)] dx 
a 2 5 


3.3 Théorème fondamental du calcul 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra calculer certaines inté- b 
grales définies en utilisant le théorème fondamental du calcul. [ CO dx = F(x) 


=) Fo 


Plus précisément, l’étudiant sera en mesure : 
*_ d’appliquer le théorème de la moyenne pour l'intégrale définie ; 
* de démontrer le théorème fondamental du calcul; 
+ _ d’évaluer des intégrales définies en utilisant le théorème fondamental du calcul ; 
+ _ d’évaluer des intégrales définies par changement de variable sans changer les bornes d’intégration ; 
+ _ d’évaluer des intégrales définies par changement de variable, en changeant les bornes d'intégration. 


où F(x) est une primitive de f{x) 


Dans la section précédente, nous avons calculé l’aire de différentes régions en faisant 
la somme des aires des rectangles inscrits et circonscrits. Cela nous a permis d’obte- 
nir la valeur de l’aire réelle en évaluant lim s, et lim S.. 


n— +00 n— +0 
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Nous avons également évalué des intégrales définies à partir de la définition 3.6, c’est-à-dire: 
b n 
Î fo) dx = lim > fc) Ax, où ce [x,_,, xJ], si la limite existe. 
: (max Ax)—0 i=1 
Notons cependant que, dans nos exemples, nous avons limité l’utilisation de cette 
méthode de calcul d’aires et d’intégrales définies à des fonctions polynomiales de 


2° 2 N N . 3 
degré inférieur à 5 et à la fonction Va. 


Cependant, lorsqu'il s’agit d'évaluer des intégrales définies de fonctions telles que 
sin x, e*, In x, etc., cette méthode devient impraticable. 


Nous allons maintenant démontrer le théorème fondamental du calcul qui relie les 
notions de dérivée, d’intégrale indéfinie et d’intégrale définie. Nous pourrons alors 
évaluer des intégrales définies en utilisant ce théorème. 


Théorème fondamental du calcul 


Enonçons maintenant un théorème essentiel à la démonstration du théorème 
fondamental du calcul. 


THÉORÈME 3.7 S1 f est une fonction continue sur [a, b], alors il existe au moins un nombre 
1 
Théorème de ele 7 IAE 
la moyenne pour 
l'intégrale définie [ f@ dx — f(c)(b — a) 
PREUVE Nous allons démontrer ce théorème dans le cas particulier où f est une fonction 


non négative sur [a, b]. 


Soit m le minimum et M le maximum de f sur [a, b] (ces valeurs existent 
par le théorème des valeurs extrêmes). 


N 


À l’aide des représentations graphiques ci-dessus, nous constatons que 


m(b — à) = | fQ@) dx < M(b — a) 


Ainsi, en divisant chaque membre par (b — a), où (b — a) > 0, nous obtenons 


1 b 
re | f@) dx = M 


| EN ; . 
Puisque Fe I f@) dx est un nombre réel compris entre m et M, alors, 
— a) J, 


(b 
par le théorème de la valeur intermédiaire, il existe un c € [a, b] tel que 


1 . : 
—— | F@) dx = f(c) 


d’où | f@ dx = f(c)b — a) 
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Le théorème de la moyenne pour l'intégrale définie nous indique qu’il existe une 
droite parallèle à l’axe des x, formant le côté supérieur d’un rectangle dont les autres 
côtés sont x — a, x = b et l’axe des x, et telle que l’aire de ce rectangle est égale à 4”; 
cette droite parallèle à l’axe des x rencontre au moins une fois la courbe de f sur [a, b]. 
L’abscisse d’un de ces points d’intersection est le nombre c du théorème de la 


moyenne. 


Interprétation géomé- 
trique du théorème 
de la moyenne pour 
l'intégrale définie 


D OUMURE Soit f(x) = -x? + 2x + 5 sur [1, 3]. 


Nous avons déjà évalué que l'aire réelle 4°, entre la courbe de f, 

2 25. . 
l’axe des x, x = 1 et x = 3 est égale à Fe unités? (voir l’exemple 2, 
section 3.2, page 140). 


Déterminons la valeur c du théorème de la moyenne pour 
l'intégrale définie. 


Î 0) dx = fOG — D 


fe +2x+ 94 = (cé +26+96- 0 


À = 26 + 4c + 10 
6c?— 12c—2=0 ES 
ère LS Be PE Gi 2,154... et Ce -0,154... (à rejeter, car c, € [1, 3]) 
3+2V3 : 
7-4 d’où c = 2,154... 
THÉORÈME 3.8 Soit f une fonction continue sur un intervalle ouvert J, et a € I. 
Théorème : 
fondamental l"° partie Si A(x) = [ FO dt, où x € L, alors A(x) est une primitive de f(x), 
du calcul a 
9 > 5 ! d à 
c'est-à-dire AÀ’(x) = ne fO dt|\ = f(x 
2° partie Si F(x) est une primitive quelconque de f(x), alors 
b 
[ f@ dt = F(b) — F(a,oùaetbel 
PREUVE Nous allons démontrer ce théorème dans le cas particulier où f est une fonction 


non négative sur L. 
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1" partie Soit a € Let x € I, tel que a < x. Ainsi, 0 


A(x) = [ f@ dt représente l’aire de la région ci-contre. 


Soit À > O, tel que (x + h) e I. Aïnsi, 


NIET 


AG + h) = [ fo dt 


représente l’aire de la région ci-contre. 


Nous avons que l’aire de la région ci-contre est donnée par 


A(x + h) — A( = | FO dt — | f@ dt 


x+h 


= | f® dt + I f® dt — | fo dt 
x ï ; a x (x+h) 
(théorème 3.5) 
x+h 
= [ JO dt 
= fo h,oùcelfx x +h] (théorème 3.7) 


Ainsi, A(x + h) — A = fOüh 
A(x + h) — A(x) 
h 


= f(c) (en divisant par h, où h > 0) 


Dans le cas où h < 0, nous procédons de façon analogue. 
A(x + h) — A(x) 
h 


= (en prenant la limite de 
lim f (c) chaque membre de l’équation) 


lim 


h—0 


A'(x) = lim HO) (par définition de A'(x) 
A'(x) = lim f(o) (car si À — 0, alors c — x) 
A'Q = fx (car f'est continue) 
d’où A(x) est une primitive de f(x). 
2° partie Soiaeletbe I, tel que a = b. 
Puisque F(x) est également une primitive de f(x), alors 
A = FC + C (corollaire 2, chapitre 1) 
En remplaçant x par a, nous obtenons 
A(a) = F(a) + C 
0 = F(a) + C (ar A(a) = [ to di = 0) 
C = -F(a) : 
Puisque C = -F(a), nous obtenons AG) = F(x) — F(a) 
En remplaçant x par b, nous obtenons A(b) — F(b) — F(a) 


b b 
d’où | #0 dt = F(b) — F@ (ar At) 2 l fo a) 
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Fo = +2xX +C 
F'@ = 3x + 4x 


F(8) = -cos 0 + sin 4 
(F(8))' = sin 0 + cos 4 


Notation 


Exemple 2 


a) Déterminons A’(x) si A(x) — [ (8 — 5r) dt. 
e2 


A'(x) = — ll (8 — Si) a = x — 5x (théorème 3.8, 1" partie) 
X a 


6) 
b) Déterminons = | [ Arc tan x ax] 
u u 


5 u 
d | [ Arc tan x ax | = _ | = Î Arc tan x ax | (définition 3.7) 
du | J, du | J. 


— nl ATC an x di 
du | J. 


= -Arc tan u (théorème 3.8, 1° partie) 


DOUTER Évaluons, à l’aide du théorème fondamental du calcul : 


a) [ (3x2 + 4x) dx 


Soit F(x) = x + 2x° + C, une primitive de (3x° + 4x). 


Ainsi Î (3x° + 4x) dx = F(5) — FC) (théorème 3.8, 2° partie) 
OP O0 (0020) 
= (175 + C) - (16 + C) 


= 159 
b) | (sin 0 + cos 0) dû 
0 
Soit F(0) = -cos 0 + sin 0 + C, une primitive de (sin 4 + cos 6). 


Ainsi | (sin 0 + cos 0) dû = F(7) — F{0) (théorème 3.8, 2° partie) 
: = (-cos 7 + sin 7 + C) — (-cos 0 + sin 0 + C) 
=; 


Dorénavant, nous n’écrirons plus les constantes d’intégration dans le calcul des 
intégrales définies, car ces constantes s’annulent. 


Nous utilisons la notation suivante pour calculer des intégrales définies. 


b 
= F(b) — F(a), où F(x) est une primitive de f(x). 


a 


[ fG) dx = FQ) 


Voici un résumé des étapes à suivre pour évaluer une intégrale définie 


b 
de la forme [ f@) dx, à l’aide du théorème fondamental du calcul. 
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1) Déterminer une primitive F(x) de f(x). 
b 


2) Utiliser la notation F(x) 


a 


3) i) Évaluer F à la borne supérieure b pour obtenir F(b): 


1) évaluer F à la borne inférieure a pour obtenir F(a); 


b 
ii) calculer F(b) — F(a) pour obtenir [ fQ) dx. 


SOUS Évaluons les intégrales définies suivantes. 
FM &)« [té 4x? )d 
a el Nr OR 0 de 
| Vx 


(en intégrant) 


_ st) = E 


3 
Z 


(2 4ÿ - gay) - (2 
= (20 st) Fo 


0,5 27 


dx = Arc sin x (enintégrant) €) | sin 0 dO = -cos 0 
: 0 


0,5 1 
b a —_—_— 
[ V1 x 0 0 


= (Arc sin 0,5) — (Arc sin () = (-cos 27) — (-cos () 
sole =-]+1=0 
6 6 : 


Changement de variable dans l'intégrale définie 


Évaluons l'intégrale définie suivante par changement de variable sans changer les 
bornes d'intégration. 


7 
HOUURE Evaluons [ sin” 40 cos 40 d6. 


0 


1) Déterminons Î sin* 40 cos 40 db, à l’aide d’un changement de variable. 


u = Sin 40 
4 qe 
du = 4cos 40 d0 [sin 40 cos 40 40 = [+ du = + C= I + C (car u = sin 40) 
cos 40 dû = è du : 
+ 2) Évaluons l'intégrale définie à l’aide du théorème fondamental du calcul. 
7 Te u in42 nl 
| 1 eu 485 _ sin27 _ sin‘0 7; 
16 16 16 


0 


Nous pouvons également évaluer une intégrale définie, où un changement de 
variable est nécessaire, en changeant les bornes d’intégration en fonction de la 
nouvelle variable, afin d’éviter de revenir à la variable initiale. 
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THÉORÈME 3.9 Si g’ est une fonction continue sur [a, b] telle que g’(x) À 0 sur Ja, b[ et si fest 
une fonction continue sur un intervalle / contenant toutes les valeurs uw, où u = g(x) 


et x e [a, b|, alors 
gb) 


[ f(gQ) g'@0 dx = | f{u) du 


g(a) 
PREUVE Pour F(x) une primitive de f(x), nous avons 
b 
b 
| f(2Q) g © dx = F (gx) l (théorème fondamental du calcul) 
— F(g()) — F(g(a)) 
g(b) 

= F(u) pe (car u = g(x)) 

8(b) 
= fs) du (théorème fondamental du calcul) 


à # 4x : 
Évaluons | ——— x de deux façons différentes. 
F [ VIS = 3e : 


Méthode 1 : Méthode 2 
En ne changeant pas les bornes En changeant les bornes d’intégration 
d'intégration Puisque #( = -2x, 
, 4x : u'® Æ 0 sur ]3, 4f. 
1) Evaluons | un —— Ut : 
VIS = 5 
: se x 3 4 
X D 
—— = Alu | |\du u = 25 — 16 9 
u = 25 — x? == Î 5 
Di. ï En utilisant le théorème 3.9, 
# = dus + C prose 
x dx = — du Y 
: =-4V25 -E+C : il 4x nn — [Fa 
2 NC 16 
2) Evaluons l'intégrale définie. ne A 
4 4x 4 A, 0) 
—————— = - — x? < = -À . 
| Ve dx = -4V25 — x | 
=-4V0+4V16 : = -4V9 + 4V16 
= 4 Ë — 


EXERCICES 3.3 


1. Utiliser le théorème fondamental du calcul pour À 74 +1 
évaluer chacune des intégrales suivantes. €) secutanudu  f) 72. dx 
= = 
3 


4 KL 
o [a- voa b) [2 sin 0 40 2 è 
| g) [ (x? + 3) dx n | sec? 0 d0 
2 0 = 
1 
‘3 1 . [2 . 2 4 
dl 24 d [ —— | [ =. es . Jæ 
 [ tte ee OC 
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. Évaluer chacune des intégrales définies suivantes 
en utilisant un changement de variable 


1) sans changer les bornes d’intégration; 


1) en changeant les bornes d’intégration. 


1 
» 7 


b) l KG — 1) dx 


c) [ tan’36 sec? 30 dO d) gr 
 xinx 
. Évaluer les intégrales définies suivantes. 
a) [ x3 — x*) dx b) [ cos 2f dt 
2 cs 2 
o FEt (x + +. d) sec 0 0 
eus tan? 0 
T cos œ 
e sec 0 dO 
) L D I sin? @ 
__ cos 0 - 1 
8) 1 h) [ 
und ” Vi (A + Vo 
Arc sin x x ; Li 
) Î sec? 30 e'“" # 0 
D [FE V 1 u x? ! 0 


——— dx 


7 2 
w | tan 0 dô b) [ RD 
0 


e+1 


. Déterminer la valeur c du théorème de la moyenne 


pour l’intégrale définie, pour les fonctions 
continues suivantes. 


a) f(x) = x°, où x € [2, 8] 
b) f(x) = —, où x € [2, 6] 


c) f(x) = Ve. oùxe[-8,1] 


. Utiliser le théorème fondamental pour déterminer : 


a) F'(x), si F(x) = [see rai 
il 


b) G'(), si GG) = [ id 


aff 
c) el] Led] 


. Le tableau suivant donne des valeurs de deux 
fonctions, f et £, et de leurs dérivées, f” et g’. 
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x fx) gx) | f'@&) | g'x) 
1 ») -1 4 -3 

2 -2 -7 

3 -4 -6 


Déterminer : 


2) Î Ag — 5 + D dx 


b) [ (ee g"@) +) à 
: 2 3 x 


c) [ F'Q) g@) + FX) g'@)) dx 


. Déterminer F(x), puis trouver F'(x) si: 


a) F(x) = [ cos t dt 


2 


b) F(x) = [ e? dt 
c) FQ = | Far où x > 0 
d) F@ = Î (GP — 41 + 5) dt 


si x=ÎI 


x 
. Soit f(x) — 
x si x>l 


3; 
a) Évaluer | x dx. 


-2 


b) Évaluer: 


5 
|x — 3] dx ii) 


1 


3 
[1 — x] dx 
= 


. Soit fune fonction intégrable sur [a, b], 


où a < c < b. Démontrer à l’aide du théorème 
fondamental du calcul que: 


a) | ox = 0 
b) [ fQ) a=-| fQ) dx 
c) Lana + [ao ao 


d) [ EU dx = k |] Ju0 ds 


3.4 Calcul d'aires à l'aide de l'intégrale définie 


Objectifs d'apprentissage 
À la fin de cette section, l'étudiant pourra calculer l’aire de régions fermées. 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 
* de calculer l’aire d’une région comprise entre une courbe 
et un axe; 
+ de calculer l’aire d’une région située entre deux courbes. 


4 [ (F@ — 80) dx 


Nous avons d’abord défini à la section 3.2 l'intégrale définie comme étant 


[ RddE in fox 


(max Ax)—0 j=1 


Puis, à la section 3.3, le théorème fondamental du calcul nous a permis d’évaluer 
cette intégrale définie comme suit : 


[ 109 dx = F@| = FO) - F@ 


Dans cette section, nous relierons ces deux notions pour 
calculer l’aire de régions fermées, sachant que, dans le cas 
où f est continue et non négative sur [a, b], 


b 
[ fQ) dx correspond à l’aire entre la courbe de f, 


l’axe des x et les droites d’équation x = a et x = b. 


Aire de régions délimitées par une courbe et un axe 


1: cas Sur un intervalle [a, b] donné 


| Exemple 1 | Soit f{x) = -x? + 2x + 5 sur [1, 3]. Calculons l’aire de la région 


comprise entre la courbe de f, l’axe des x et les droites d’équation 
x = let x = 3, à l’aide de l’intégrale définie. 


Remarque Nous avons déjà évalué A° de cette fonction, à l’aide de lim s, et de 


lim S° (voir l'exemple 2 de la section 3.2, page 140). Nous avions trouvé 


N—+c 


que A° = = u?. 


3.4 Calcul d'aires à l'aide de l'intégrale définie 153 


Représentons graphiquement la région. : Représentons graphiquement un 
: élément (rectangle) de l’aire totale 
: et calculons l’aire de cet élément. 


à y=-x+2x+5 : k y=-x+2x+5 


Il 3 x : l e, UT 
: + 
Ax, 


Aire du rectangle = f(c) Ax, 
Calculons l’aire réelle A° de la région en faisant la somme des aires des rectangles 


et en utilisant la limite lorsque (max Ax) tend vers zéro de cette somme pour 
obtenir l'intégrale définie que l’on évalue à l’aide du théorème fondamental du 


calcul. 
| (aire de 1 rectangle) 
n ——— 
Calcul de A? Aÿ= lim Y fc) Ax, 
(max Ax)=0 ; =] 
(aire de n rectangles) 
3 
= | f(x) dx (définition 3.6) 
1 


a 
= | (x? + 2x + 5) dx (car f(x) = -x + 2x +5) 
1 


ae) 
=(R+x+s) 


3 


(théorème fondamental du calcul) 
1 


-1 28 
RO — 


d’où A5 = 9,3 u2. 


Calculons, à l’aide de l’intégrale définie, l’aire de la région fermée 
comprise entre la courbe définie par x = y? + 1 et l’axe des y, 
y—=-2ety —3. 
Représentons graphiquement la région. : Représentons graphiquement un 
: élément (rectangle) de l’aire totale 
: et calculons l’aire de cet élément. 


Aïre du rectangle = x, Ay, 
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—— (aire de 1 rectangle) 
tm 


n 


Calcul de A!, MAN. 
dé (max Ay)—0 : 7 É É 
RE” 
1 (aire de n rectangles) 
3 
= Î x dy (définition 3.6) 
3 
= | (+ Ddy (Car bye) 


=? 


Y 
= | + 
Ë ) ie 


= (9 + 3) Ë 2) _ > 


3 


(théorème fondamental du calcul) 


d'où 4°, = 16,6 u’. 


Remarque Pour simplifier l'écriture, nous écrirons sur les graphiques y (au lieu de 
f{c)), Ax (au lieu de Ax), x (au lieu de x) et Ay (au lieu de Ay). Ensuite, nous passerons 


directement à l'intégrale définie, c’est-à-dire Î y dx (ou [* dy} pour évaluer l’aire. 


ŒOUUCKS Calculons l'aire de la région délimitée par 
a) y —2 + sin x, y — Der 07, b) y=Inx,x=0,y= 1 ety—3. 


Représentons sur le même graphique la région et un élément de l’aire totale. 
y - 


Calcul de l’aire 


27 : 3 
Æ=| y dx az [ x& 
2 7 : 1 
27 : 3 
= [ (2 + sin x) dx = [ e dy (puisque y = In x, x = e’) 
QUE : 1 
: 27 3 
PTS Cole = € 
2 1 
= (47 — cos 27) É oi cos (7) = 83 — 061! 
= 37. | 
d'où A7 = 8,42 u°, d'où A = 1737 uw 
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2°cas Surunintervalle [a, b] à déterminer 


Si nous devons calculer l’aire d’une région et que la valeur de a et celle de b ne sont 
pas données, 1l faut déterminer la région fermée qui nous permettra de connaître [a, b]. 


HOUUE Calculons l’aire de la région fermée délimitée par 


a) y = -x? — 2x + 8 et l’axe des x; : b) — — 1 — y‘et l'axe des y. 


U | 


Déterminons les points d’intersection de la courbe et de l’axe demandé en résolvant 


y=0 x = 0 
0 2 =) = 0 
(-x — 4)(x — 2) = 0, donc x = -4 ou x = 2 34 + y)(1 + y)( — y) = 0, doncy = -louy=l1 
Les points d’intersection sont (-4, 0) et (2, 0). Les points d’intersection sont (0, -1) et (0, 1). 


Représentons sur le même graphique la région et un élément de l’aire totale. 


VRP? rchis en 


Au = } Ax 
Calcul de l’aire 
2 - 1 
#,= [ya a,= [x 
2 il 
= | (x — 2x + 8) dx (Cary=# 2:48) = | (3 — 3% dy (car x = 3 — 35°) 
—4 : il 
5 2 3y 1 
=(&-x+8) = (5 | 
3 ne SRE 
à Le j. -6-)-6+3 
=([-2+82))-|--(47 +84) : =(3-=]-(-3+2 
Eu) (orne) à 6-3 -(e: 
24 
— 36 : D 
d’où A? , = 36 u°. ! d’où A! =48u. 
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Aire de régions fermées comprises entre deux courbes 
1: cas Sur un intervalle [a, b] donné 


Si y, = f( et y, = g@, où y, = y,, sur [a, b], alors la position des fonctions f et g 
relativement à l’axe des x n’est pas importante pour calculer l'aire de la région com- 
prise entre ces courbes sur [a, b]. Par exemple, pour les trois cas suivants, 


fQ) = gx) 


Ax y,=g(x) 


nous obtenons toujours que l'aire du rectangle est donnée par (y, — y,) Ax, 


d’où A7 = Î (y, — y,) dx = Î (F@ — 8) dx 


D OUURE Calculons l’aire de la région fermée délimitée par 


a) y, =x%—6x+8ety,=x—5,oùxell,6]; :b) x =6y—-yetx, =-y,oùyel[l,7]. 


Déterminons les points d’intersection des deux courbes en résolvant 


M = d XX, 

) CH 

x —7x+13=0 y — Ty = 0 

7+V3 7-V3 .… OST) 
— OU X, — (à rejeter)  : 


L 9) ? 2) : donc y = 0 ou y = 7 
Donc les courbes n’ont aucun point : 


x : Puisque 0 & [1, 7], O est à rejeter. 
d’intersection. 


Le point d’intersection est (-7, 7). 


Représentons sur le même graphique la région ainsi qu’un élément de l’aire totale. 


(CRE) 


OUR 


Ax 
Aa = ©, — Y,) Ax 


rect. 


© 
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(y) 
Calcul de l’aire 


6 : 7 
A = Î y, y.) dx O, = y, lorsquexe fi, 6]) a = | ( Du +) dy = lorsque ve [lil 
1 : 1 
6 ï 
= | [Ge — 6x + 8) — G —5)]dx = [ [Gy — 3) —CHldy G&=6-Yetx =) 
| GE CAC) 
6 : 
= | (2 — 7x + 13) dx : = [ (3° + 7y) dy 
1 € 1 
6 - 
ee Te 85 Done 324 
Ses il ia : on Se 
É 2 x) AT | 3 2 TE 
d’où A5 — 14,16 u?. - d’où à = 54 u?. 


2° cas Surunintervalle [a, b] à déterminer 


HOUURPA Calculons l’aire de la région fermée délimitée par 
Pr dcr lei 


Déterminons d’abord les points d’inter- : Représentons sur le même graphique la 
section des deux courbes en résolvant  : région ainsi qu’un élément de l’aire totale. 


M = 
RC se 
2x2 — 18 =0 


2(x + 3)(x — 3) = 0 
donc x = -3 ou x = 3 


Les points d’intersection sont (-3, 5) 
et (3, 5). 


3 
Calcul de A’, A° O, les 2) dx (car y, y, lorsque x e [-3, 3]) 


—3 D 
3 


3 
= | [4 —-x) —(&@ — 4)] dx (car y, = 14—xety, = x — 4) 
3 
3 
= | (-2x? + 18) dx 


= 
= 3 
= = + 18x) 


d’où 4°, = 72 w. 


3 


= 72 


3 


Voici les étapes à suivre pour déterminer l'aire entre les courbes y, et y, ou x et x, 
sur un intervalle donné ou à déterminer. 
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Soit y, = fQ) et y, = gQ). : Soit À AOIEUX AU): 
1) Déterminer, s’il y a lieu, les points d’intersection des deux courbes en résolvant l'équation 
one X —X, 


2) Représenter graphiquement les régions ainsi qu’un élément de l'aire (un rectangle) 
sur chacune des régions. 


Sur [s, f] 
Au = & — x) Ay 


Sur fr, s] 
Au = @ —x)Ay 


Sur [a, b] : Sur [b, c] 
À, = 0 =7)Ar A ==) 


Cette représentation nous permet de déterminer, pour chaque rectangle, 


° la base Ax, : + la hauteur Ay, 
* la hauteur (y — y.) ou (y, — y.), : + labase & — x) ou &, — x), 
+ les bornes de chaque région, : + les bornes de chaque région, 


sachant que la hauteur et la base doivent être non négatives. 


3) Évaluer l’aire de chacune des régions à l’aide de l’intégrale définie correspondante et additionner 
ces intégrales pour trouver l’aire totale À. 


A = A! + A° 2 


= [ GG) — 80) dx + | (g@) — fQ)) dx = | CO) — A) dy + | (AO) — kO)) dy 


SOUTERS Évaluons l'aire À de la région fermée comprise entre la courbe 
de fet l’axe des x si f(x) = x° — x? — 6x. 


1) Points d’intersection Représentation graphique 

y, =}, 

D =X x — 6x Her OÙ 
Y— xx — x —6)=0 
xx — 3)(x + 2) = 0 


donc -2, 0 et 3 sont les zéros de f. 


Y=X x — 6x 


Les points d’intersection sont 5 
(2, 0), (0, 0) et (3, 0). ?  Surt-2,0} ! Sur, 3} 
AMG -OAx : AT (O-y)A 
Calcul de A 3) A = A 2 2e 
0 


= G,-0&+ | ©-)& 


0 


3 
EE ns = Ge — 60 dx + | (x + x2 + 6x) dx 
CS —2 0 


(wi 
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63 _ 253 
à 4 


d’où À = 21,083 w’. 


HOUTEES Évaluons l'aire À des régions fermées délimitées par la courbe 
d’équation y, = x et la courbe d’équation y, = 12x — x. 


1) Points d’intersection : 2) Représentation graphique 
m2 10-2027 
Frs - à 
ie = Pret 
xQ2 + x — 12) =0 0. 
x + 4)(x — 3) = 0 


donc x = 0, x = -4 ou x = 3 


Les points d’intersection sont 
(0, 0), (-4, -64) et (3, 27). !  Sur[-4,0], : Sur [0, 3], 
Fi AMG -)Ax A TO, -7)Ax 


Calcul de A 3) À = AU an 4. 


= | 6») a+ | O, — y,) dx 


ÿ. = X 0 3 
y, = 12 - x = | Lx — (12x — x2)] dx + | [(A2x — x2) — x°] dx 
—4 0 
0 3 
5 x E 160 99 937 
= 6x + + [6x = +T=— 
É . 1 G 3 | TITRE 
d’où À = 78,083 u’. 
Évaluons l’aire À des régions fermées comprises entre les courbes 
définies par 2x = yet x, — y = 4 lorsque y € [-3, 5]. 
1) Points d’intersection : 2) Représentation graphique 
.LY = G —x) 
x 75 0 ” Sur[4, 5]. 

x, =ÿ + 4 2 : Dose 2 = (x — x) A 
ne ne DE en ne 
y = 2y +8 

y = 2y —8—=0 Sur [-2, 4], 


Aa = (@ 2) Ay 
OŒ — 4)6 +2) =0 


donc y = 4 ou y = -2 


Les points d’intersection sont : 


Au =G —x)A 
(8, 4) et (2, -2). ra. — (M 7 X,) AY 
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Calcul de À 


© 


3) À = A7 + A, + A 


3 


=} 


JE à 
À 
Ê 2 »]| 


=D +18+2-4 
3 + D 


d’où À = 21,3 w. 


— 5 
= | CR NN EN NC SE [ xs +)dy 
= 2) 4 


-| B-crale+][e+o-tla+] B-6+9l0 


y = 
07 


3 


6 2 


' 3 2 
—? 


4 


EXERCICES 3.4 


Le 


Représenter graphiquement chacune des régions 
fermées suivantes ainsi qu’un élément de l’aire 
totale, et calculer l’aire des régions. 


a) y=x+1l,y=0,x=-letx =2 


b)y=e,y=0,x=0etx=1 
c) y= Vx,y=0etxe [0,9] 
d)y=Vx,x=0etye [0,3] 
e) x—=9—y,x—0,y—-1lety—2 


ÿ) y = 


1 
15 4 PE [-1, 1] 


. Calculer l’aire de chacune des régions fer- 


mées suivantes situées sous la courbe de f et 
au-dessus de l’axe des x. Représenter graphi- 
quement pour chaque région un élément de 
l’aire totale. 

a) f(x) = 6x — x° 

b) f(x) = x° — 6x? + 8x 

c) f(x) = cos x sur [-7, 7] 


. Calculer l’aire de chacune des régions délimitées 


par la courbe et l’axe des y. Représenter pour 
chaque région un élément de l’aire totale. 


a) x = y? — 2y — 3 
b) x = sin @) où y € [0, 27] 


c) y = Arctanx,oùxe{0, 1] 


4. Calculer l’aire de chacune des régions fermées 
situées entre les courbes données. Représenter 
pour chaque région un élément de l’aire totale. 
dy xt léty =r-K=S 

2 
oo 
b) x — 5 


C=rFty = 18-77 
d'A =4ÿ -24x=y rl 


etx, = y +4 


Ép = 66 Téxet) — 0 
y 
jrs 7 etx, = y 
5. Calculer l’aire de chacune des régions suivantes 
situées entre les courbes sur l’intervalle [a, b] 
donné. Représenter pour chaque région un 
élément de l’aire totale. 


a) x =2ÿétx, =y +Fy—2etyel3,3 


b) y, = e et y, = 1 + 2xsur [1,1] 
2 
NS DS ui CE [0, 2] 
d) ÿ, = cos x ÿ, = sinx x = Detx= 7 


e) y, = x, y, = 2*sur [1,3] 


6. Calculer l’aire des régions ombrées suivantes. 


a) y 
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Déterminer la valeur de a, telle que A — À,, 


a) de façon algébrique ; 
b) en utilisant le théorème fondamental du calcul. 
10. Soit A,etA,, l'aire 


des régions ombrées 
ci-contre. 


7. Soit f(x) = x° et g(x) = Vx A 
sur [0, 1]. Déterminer la 
valeur des aires À,, À,, À, 
et À, ci-contre. 


Déterminer la valeur 
de a si A = À.. 


11. Soit A, À, et À, l’aire des régions ombrées 
8. Soit A et A,, l’aire des suivantes. 
régions ombrées ci-contre, 
où a > 0. Exprimer À 


en fonction de A 


9. Soit A et A, . : 
l’aire des régions | 


ombrées ci-contre. Déterminer la valeur de a si 


à) 2A+A=A, b)A=A, c) 4A =2A+A, 


3.5 Applications de l'intégrale définie 


Objectif d'apprentissage 


Surplus du 


# . 2 . 2 : S STE 20 
À la fin de cette section, l’étudiant pourra résoudre certains problèmes à l’aide RTS 


de l’intégrale définie. 


Plus précisément, l’étudiant sera en mesure: 
+ d’utiliser l’intégrale définie pour résoudre certains problèmes, 
entre autres, dans les domaines de la physique, du calcul des 
probabilités et de l’économie. 


Donnons quelques exemples d’application de l’intégrale définie dans divers domaines. 


Applications de l'intégrale définie en physique 
Accélération, vitesse et déplacement 


Vitesse et distance HOUURE Soit un mobile dont la vitesse en fonction du temps est donnée 
par v(f) = PF +5,oùte [0s, 6s] et v(r) est en m/s. 


a) Déterminons la distance D parcou- : b) Relions la distance D parcourue à 
rue par ce mobile entre 3 set 6s. la notion d’intégrale définie et à 
un calcul d’aire. 
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Vitesse et distance 


Accélération et distance 


6 


Picot dx —. (où x est la : 6 
q dt position du mobile) : | v(P) dt = x(f) (eur € = ») 
s 3 3 di 
dx = v dt (en regroupant) : 
dx = (P +5) dt — 16) = 0) 
[a — le Je 5) dt = D (car v(n = 0 sur [3s, 6s]) 
. Puisque v = 0 sur [35, 6s], 
de nous avons 
: 6 
Puisque v(?) = 0 sur [35, 6s] D— | v( dt et 
D = x(6) — x(3) ; 
= OS OR OO D est égale à l’aire entre la courbe 


de v et l’axe des f, 1 = 3ett — 6. 
d’où D = 78 mètres. 


SOUMUMPA La vitesse d’un objet se déplaçant sur une droite est définie 
par vi) = -P +t1+60où1ef[0s,4s]et v(f est en m/s. 


a) Déterminons la distance totale D parcourue par cet objet entre 0 s et 4s. 


Puisque v(f) = 0 sur [0s, 3s] et que v(f) = 0 sur [3s, 4s] 
DES 


3 4 
= fertitoa+ | (O0 —(-2+1+6)dt 
0 3 


_ p 3 (‘ P | 
= —+—+6r]l +|————6 
É 2 1 3 2 


2 
_21,17 98 


4 


v(f) 
3 (m/s) 


2 6 6 NA r(s) 
d’où D = 16,3 mètres. 


b) Déterminons à quelle distance d se situe l’objet par rapport à sa position 
initiale après 4 secondes. 


Puisque v(?) = 0 sur [0s, 35], l’objet s’éloigne de sa position initiale 

de 13,5 mètres. 

Puisque v(?) = 0 sur [35s, 4s], l’objet se rapproche de sa position initiale 
de 2,83 mètres. 


Ainsi d = 13,5 — 2,83 = 10,6, 


d’où d = 10,6 mètres. 


DOUUCKRE Partant d’un arrêt, un automobiliste se déplace avec une 
PRE Lee 
accélération a — 7 où a est en m/s? et f est en secondes. 


Si l’automobiliste accélère jusqu’au moment où 1l atteint une vitesse de 90 km/h 
et s’il maintient cette vitesse par la suite pendant une minute, déterminons la 
distance totale qu’il a parcourue pendant ce temps. 


3.5 Applications de l'intégrale définie 


De de a Au départ, la vitesse est nulle. En 
di ’ : remplaçant 1 par 0 et v par 0, nous 
dv = — dt ar = ) : trouvons C = 0. 
2 2 : 
1 
dv == |tdt 
Ï 0: Ï 
P P 
v=—+cC : Donc vf) = —, site [0s,£s] 
4 ; 4 
90(1000) : 2 à - ; 
= Puisque f, est le temps nécessaire pour atteindre la vitesse de 90 km/h, 
st c’est-à-dire 25 ms, 
D) 
fl ne 0 
25, donc = 10; ainsi (=) 4 
“à 25 si 10<1< 70 
et D = À) re À, v(r) Fe v() 
Lee 70 
= [ CE [ 25 dt 
0 10 
f 10 70 
= —| +25 
1210 1 10 70 t(s) 
10* 
= — + (1750 — 250) = 1583 
12 
d’où D = 1583 m, c’est-à-dire environ 1,583 km. 
Débit HOUUEE Un réservoir d’une capacité de 18 litres contient déjà 2 litres 
d’eau et on y ajoute de l’eau à un rythme de re L/s 
É é Vr+25 


a) Déterminons la quantité Q, d’eau ajoutée dans le réservoir au bout de 
30 secondes. 


Soit Q, la quantité d’eau ajoutée dans le réservoir au bout de f secondes. 


Puisque COR 
ON rer 


2 
dQ = —— di 
g VE 17 25 


ainsi  Q(f) — Î —— dt 


La quantité ajoutée est donnée par 
30 


Q(30) — Q(0) — VAE dt 


30 
= ANITF25 
0 
d’où Q, = 9,66 litres. 


= 4V55 — 20 = 9,66 
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2 + 14,64 = 16,64 


18 — 2 = 16 


a Ax, b x(m) 


Travail = 4? 


a b x (m) 


Force et travail 


a 
( y | 
LV, 


b) Déterminons la quantité d’eau totale dans le réservoir au bout de 50 secondes. 
La quantité ajoutée est donnée par 


50 
Q(50) — O(0) = 4Vr+25| —4V75 — 20 = 14,64 
0 
d’où la quantité totale d’eau dans le réservoir est d’environ 16,64 litres. 


c) Déterminons le temps b nécessaire pour remplir le réservoir. 
Puisqu’il faut ajouter 16 litres d’eau pour remplir le réservoir, 


Q(b) — Q(0) — 16 


b 
g 
2 = 16 
RS 

b 
4V++25| = 16 

0 
4Vb + 25 — 20 = 16 

Vb +25 =9 

b = 56 


d’où 56 secondes. 


Travail effectué par une force variable 


Considérons un objet qui se déplace de a à b sur l’axe des x sous l’action d’une force 
variable. Si on imagine que l’objet effectue un très petit déplacement Ax, alors la 
composante en x de la force F peut être considérée comme presque constante sur 
cet intervalle et le travail effectué par la force sur le petit déplacement est donné 
par W.= F Ax, où Ax. est en mètres, F en newtons (N) et W en joules (F). 


Ainsi, le travail total W effectué sur [a, b] est donné approximativement par 
n—l 
W T > F, Ax, 
i=0 


n—1 


Si (max Ax) — 0, alors W= lim > FAX, 
(max Ax) 0720 i 


à 
d’où W — Il F(x) dx (définition 3.6) 


Ainsi, graphiquement, le travail est égal à l’aire située sous la courbe de la force F, 
au-dessus de l’axe des x, où x € [a, b]. 


| Exemple 5 | Une force agissant sur un objet varie selon l’équation 


DOC 2 
F(x) = —-, où F est en newtons et x, en mètres. 


Calculons le travail W effectué par la force lorsque l’objet se 
déplace de 0 mètre à 4 mètres. 


à 
VW 
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d’où W = 14,6 J 
Loi de Hooke F, est négatif 


æ— xest positif 
Soit une masse, placée sur une surface lisse hori- | 
zontale, reliée à un ressort. Si on allonge ou si 


on comprime le ressort sur une petite distance à 


, 7 Sr ca — x 
partir de sa position d'équilibre, le ressort exerce *=0 n 
sur la masse une force F donnée par la F,=0 
loi de Hooke: ! DT # Î e=0 
7, _ -kx t 
où x est le déplacement de la masse à partir de la ; Et 0 


position d'équilibre (x = 0) et k est une constante 
positive appelée constante de rappel du ressort 
et est exprimée en N/m. La valeur de k consti- 
tue une mesure de la rigidité du ressort. Elle est 
grande pour les ressorts rigides et faible pour les be x — 


F, est positif 
x est négatif 


ressorts souples. x=0 
Travail DEUX Soit un ressort à l'horizontale obéissant à la loi de Hooke, où la 


constante de rappel k = 30 N/m. Une de ses extrémités est fixée 
et l’autre est soumise à l’action d’une force extérieure qui allonge 


le ressort. 
a) Déterminons le travail effectué par : b) Déterminons le travail effectué 
le ressort s’il est allongé deOcm  : par une force extérieure F pour 
à 5 cm. : allonger le ressort de 5 cm à 8 cm. 
F FG) = 
(N) 2 pF 


F)ESS0x 


0,05 0,08 x(m) 


0,05 : 0,08 
W. = I (-30x) dx (car F = -30») W, = [ (30x) dx (car F(x) = 30») 
0 . 0,05 
: 0,08 


0,05 : 
=-15X%| —=-0,0375 - = 15x7| —=0,0585 


0,05 


0 


d’où W = -0,0375 J (rappel du ressort) d’où We = 0,0585 J 
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Centre de gravité 


Nous allons restreindre le calcul de centre de gravité à des surfaces planes 
de densité uniforme. 


DÉFINITION 3.8 1) Le moment M d’une surface plane, par rapport à l’axe des x, est égal 
au produit de la distance y du centre de gravité C(x, y) de la surface plane 
à l’axe des x, par l’aire À de la surface plane, c’est-à-dire 


M, = ÿA 


2) Le moment M d’une surface plane, par rapport à l’axe des y, est égal 
au produit de la distance x du centre de gravité C(x, y) de la surface plane 
à l’axe des y, par l’aire À de la surface plane, c’est-à-dire 


Moment SUN Soit un rectangle de densité uniforme, dont les sommets sont 
P(2, 1), QC, 3), R(8, 3) et S(8, 1), et dont le centre de gravité est 
C5, 2). Calculons les moments M et M. 


Calculons l’aire À du rectangle: À — (8 — 2)(3 — 1) = 12 u’. 


Ainsi M = yA (définition 3.8): M = XA (définition 3.8) 


D 


=2(2) (Garÿ=2 | = 5(12) Grx=5) 
= 1 = 60 
DÉFINITION 3.9 Le moment M d’une surface plane quelconque, par rapport à une droite D, est égal 


à la somme des moments M. de chaque élément de surface, c’est-à-dire 


De façon générale, pour une surface plane quelconque dont nous voulons déterminer 
le centre de gravité C(x, y), nous découpons cette surface en petits rectangles. 


Soit la surface plane délimitée par y = f(x), 

l'axe des x, où x € [a, b]. 

Découpons cette région en petits rectangles 
u b—a 

de base Ax, où Ax — 


où y, — f(x), x, étant le point milieu de chaque 
sous-intervalle. 


, et de hauteur y, 
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+. ne 1 — 
Pour chaque élément de surface, le centre de gravité est cs, 5 ») Ainsi, 


Définition 3.8 M. = y A, 


1 
= G ») (y, A 


n 1 
M, => (5) 6.40 


lim > G>)c.a0 


(max Ax) — 0 = 


1 b 
M, = 41 y° dx 


Il 
Puisque X = — M 
uISQUE x n 


y 


Définition 3.6 


Définition 3.8 


1 b b 
d’où r= 2 [dx car = | xvar 


| 
: PUISQUE y = M 


if 1 
: d'où nv vd ar M, = | sax 


M,=%A 
= x, (y, A9 
M, = 2, x,6,A9 
M = !I Ax 
Y im > # G, ) 
m= | xy dx 


É 


b 


b 
où À est l’aire de la surface plane, donnée par À — [ y dx 


Centre de gravité 


HOUUCES Soit fx) — 9 — x, où x € [0, 3]. Déterminons le centre de 


gravité C(x, y) de la surface plane délimitée par la courbe de f, 


y=0etxe [0,3]. 


Calculons d’abord l’aire À de la surface plane 


3 3 3\ 1 

a=fra-fo-oa-(x-à = 18° 
0 0 3 /lo 

Calculons x. : Calculons y. 

L 1 3 1 3 

x—=— | xydx y = — 2 d 
|] y y DA y° dx 
“te 

A=18 D nr x) 

RIT FA x°) dx (eu - 2) = [le x} dx 


1f (9x — x°) dx 
| 
18 4 


(4) 


= 1,125 


0 


d’où C(1,125 ; 3,6) 
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| GS 
6 0 


5 
= (six 6x - = 
36 5 
= L(S) 
36\ 5 


= 3,6 


3 


0 


2 
= 
2 


FD = x 
g@) = x? — 2x 


De façon générale, le centre de gravité C(x, y), d’une surface plane fermée et délimi- 


tée par deux courbes, est donné par 


di : 
s=E [20-14 et y=— 


1 


b 
L] Gmor 


b 
où À est l’aire de la surface plane donnée par À = [ (y, — y.) dx 


SOUURX Déterminons le centre de gravité de la surface plane délimitée par 
les courbes de f{x) = x et g(x) = x? — 2x. 


Déterminons d’abord les points 
d’intersection des deux courbes. 


OO = 8@) 
— Lo 2} 
0x 3x 
O = x(x — 3) 


donc x = 0etx = 3 


Les points d’intersection sont 
(0, 0) et (3, 3). 


Calculons x. 


x = n [ AU — eG) dr 


= pl (x? — 2x)) dx 


2 
2 


3 
= 2 fans 0 ds 
QU 


d’où C(1,5 ; 0,6) 


: Calculons laire À entre les deux courbes. 


A = [ (fQ) — 80) dx 


3 


= | (x — (x? — 2x)) dx 


3 
= | (x? + 3x) dx 
0 


-+# 
UE 


2, 


0 


: Calculons ÿ. 


- = [ (G — (g@)) dx 


= ; I CE = GC? = 29%) cf 
1) : 
2 


: 3 
= 1 fe + a — 320 dx 
où 
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Applications de l'intégrale définie en calcul 
des probabilités 


Supposons qu’un golfeur frappe régulièrement ses balles de golf sur des distances 
variant de 80 à 200 mètres. Soit X, la distance parcourue par une balle de golf frap- 
pée par ce golfeur, X pouvant prendre une infinité de valeurs sur [80, 200]. 


Nous disons que X est une variable aléatoire continue qui peut prendre toutes 
les valeurs entre 80 mètres et 200 mètres. 


Quelle est la probabilité qu’une balle frappée par ce golfeur parcoure exactement 
la distance de 123,45 mètres ? Il est très peu probable que cette distance exacte soit 
atteinte. De fait, la probabilité d’atteindre n’importe quelle distance exacte est égale à 0. 


Dans le cas des variables aléatoires continues sur [a, b], nous devons utiliser une 
fonction f(x), appelée densité de probabilité, qui possède les propriétés suivantes : 


1) f@ =0,Vxe [a, b] 


2) [ro dx = 1 


Lorsque nous connaissons la densité de probabilité f(x) d’une variable aléatoire X 
continue, la probabilité que cette variable prenne une valeur comprise entre 
cet d, est donnée par 


- 5 d 
A=P(c<X<d) Pc«=<X= d) = [ro dx, où [c, d] € [a, b] 
DÉFINITION 3.10 L'espérance mathématique (ou moyenne), notée y ou E(X), d’une variable aléa- 


toire continue X sur [a, b] dont la fonction de densité est f(x) est donnée par 
b 


p = E(X) = [arc dx 


1000 
la fonction de densité de probabilité pour la variable aléatoire X 
représentant la distance parcourue par la balle d’un golfeur. 


— 2) 
Soit (0) = es - ES), où & > 0 et x € [80 m, 200 ml], 


a) Déterminons k, pour que f soit une fonction de densité de probabilité 
sur [80, 200]. 


b 
Il faut que | fQ@) dx = 1, ainsi 


de (x — 130ÿ 
k (5 ni 
[ | 1000 . 
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“ (x — 130Y 
k [ 5 il 
; | 1000 ; 


Ge 200 
Rec) 
y f@ | "3000 /k 
: Ha RS Sc ne, 
#0 200 x A 444 444000 * 


b) Calculons la probabilité que la distance parcourue par la balle de ce golfeur soit 


1) entre 110 met 130 m; 


130 
P(110 = X = 130) = | 


110 


: | 5x (x Lo) 


=, 2 
( 5  (x— 130) | 
444 444000 


130 
0,004 


444 1332 000 
80 / À 200 x 


110 130 — 1,463 9... — 1,244 7... 
= 0,219 2... 


d’où P(110 = X = 130) = 0,219 


110 


11) plus loin que 140 m. 


200 
P(140 = X = 200) — Î 


140 


Ge (x — or) Fe 
444 444000 


200 
0,004 


-(à aber) 
444 1 332 000 


= 1,994 7 1:575 8... 
= 0,418 9... 


d’où P(140 = X = 200) = 0,419 


140 


80 140 200 x 


c) Déterminons l’espérance mathématique y. 


200 
— = 
= | ét = 
. [ro . Î |. 4 444 000 ) © 

. [ ( ST nd de ; 
(444 444 000 

=| 5x x 4 260% 8450x À 
2(444)  4(444000)  3(444000) 444 000/|y 

= 250. 


d’où u = 133,5 m 


La valeur y correspond à la distance moyenne parcourue par les balles frappées 
par ce golfeur si celui-ci en frappe une très grande quantité dans les mêmes 
conditions. 
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Applications de l'intégrale définie en économie 


En tant que groupe, les acheteurs conditionnent la demande d’un produit, tandis que 
les producteurs en conditionnent l'offre. Parmi l’ensemble des facteurs qui influent 
sur la consommation, les économistes mettent l’accent sur la relation entre le prix et 
la quantité demandée (ou offerte). 


Demande : Offre 


Pour les consommateurs, si le prix d’un bien Plaçons-nous maintenant du côté 
diminue, la quantité demandée augmentera, : des producteurs. La quantité offerte 
parce que la baisse de prix correspond dans : représente la quantité de biens que les 


les faits à une augmentation du pouvoir : producteurs désirent mettre en mar- 
d’achat du consommateur. Le consomma-  : ché. Quels sont les principaux fac- 
teur qui était prêt à acheter une certaine : teurs qui expliquent le comportement 


quantité d’un bien à un prix donné voudra  : du producteur ? Un facteur important 
sans doute en acheter une plus grande quan- : est le prix : plus celui-ci sera élevé, 
tité à un prix un peu plus bas. En économie, : plus la quantité offerte sera grande. 


la demande établit une relation entre les : C’est une relation entre le prix et la 
quantités demandées d’un bien et le prix : quantité offerte. Un prix élevé signifie 
de celui-ci. À différents prix correspondent : pour un producteur une possibilité de 
différentes quantités demandées: plus le : profits plus élevés et, par conséquent, 
prix diminue, plus la quantité demandée : un intérêt plus grand à produire. 
augmente et vice versa. 

Prix 


Demande 


mn, ©, 0, 0, Q,. 0, 


Quantité demandée : Quantité offerte 


Une courbe de demande illustre l’évolution Une courbe d'offre illustre l’évolution 


de la quantité de biens demandés lorsque : de la quantité de biens offerts lorsque 
les prix varient, tous les autres déterminants : les prix varient, tous les autres déter- 
(revenu et goûts des consommateurs, prix minants (coûts de production, techno- 
des biens substituts, etc.) de la demande : logie, nombre de producteurs, etc.) de 
demeurant constants. : l'offre demeurant constants. 
Lorsque les consommateurs achètent : Lorsque les producteurs vendent Q, 
Q,, unités à un prix p,, le montant total : unités à un prix p., le montant total 
des achats sera donné par (Q, )(p.). : des ventes sera donné par (Q ,)(p.). 
Graphiquement, ce montant correspond à  : Graphiquement, ce montant corres- 
l’aire du rectangle de sommets (0, 0), (0, p,), : pond à l’aire du rectangle de sommets 
(Q, 0) et (Q,, p,). : (0, 0), (0, p.), (Q,.. 0) et (Q.. p,). 

Prix Prix 


Offre 


(Qu: p1) (2297) 


Demande 


9, 1 Q, Q, 


172  CHAPITRE3 Intégrale définie 


Surplus du consommateur et surplus du producteur 


DÉFINITION 3.11 


Le surplus du consommateur, 

noté SC, représente l’économie que 
l’ensemble des consommateurs ont pu 
réaliser en achetant l’article au prix 
courant p, plutôt qu’à un prix plus 
élevé qu'ils étaient prêts à payer. 


D DÉFINITION 3.12 


:: Le surplus du producteur, noté SP, 

: : est le montant supplémentaire que l’en- 

: : semble des producteurs ont pu amasser 

: : en vendant le produit au prix courant P, : 
: : plutôt qu’à un prix moindre qu'ils étaient : 
: : prêts à accepter. 


Dorénavant, nous utilisons la variable g pour désigner les quantités Q, et Q.. 


Supposons maintenant que tous les 
consommateurs qui ont acheté l’article 
au prix p, auraient plutôt acheté l’article 


à un prix entre D(0) et p, qu'ils étaient 
prêts à payer. 


Le montant total des ventes pourrait être 


obtenu en évaluant l’aire entre la courbe 
de D(q) et l'axe horizontal sur [0, q ], 
c’est-à-dire l’intégrale définie suivante : 


[ D() da. 


Supposons maintenant que tous les 
producteurs qui ont vendu l’article au 
prix P, lauraient plutôt vendu à un prix 
entre O(0) et P, auquel ils étaient prêts 
à consentir. 


Le montant total des ventes pourrait être 
obtenu en évaluant l'aire entre la courbe 
de O(g) et l’axe horizontal sur [0, CAE 
c'est-à-dire l'intégrale définie suivante: 


[ O(a) dq. 


Le surplus du consommateur (SC) peut être 


représenté par l’aire de la région suivante. 


Le surplus du producteur (SP) peut être 
représenté par l’aire de la région suivante. 


sC = [ D(q) da - (GX) 


de CA 
| D(a) da — | ».dg 
0 0 


e 
d'où SC= [ (D(a) — p.) dq 
0 


SP = (g,)(p,) — [ O(q) dq 


ue % 
= sa | O(q) dq 
0 0 


% 
d’où SP= [ (p, — O()) dq 
0 
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Lorsque la courbe de la demande et celle de l'offre sont tracées sur un même 
système d’axes, nous constatons qu'il y a un point d’intersection noté E(q,, p.). 


DÉFINITION 3.13 1) Le point d’intersection E(g,, p.) des courbes Prix 


de demande et d’offre est appelé le 
point d'équilibre. 


Point 
d'équilibre 


Offre 
E(q,p.) 


2) Le prix p, pour lequel la demande est égale 


sp 2: . 92 eue Prix 
à l'offre est appelé le prix d’équilibre. d'équilibre émane 


3) La quantité g, pour laquelle la demande est égale 


à l’offre est appelée quantité d’équilibre. Quantité Quantité 
d'équilibre 
DÉFINITION 3.14 Soit E(g., p.) le point d'équilibre entre la courbe de la demande et la courbe 


de l'offre. 


Le surplus total, noté ST, est défini comme étant l’aire entre la courbe de la 
demande et la courbe de l'offre où g € [0, g ]. 


Surplus du 
consommateur 


O(a) : 
. D'où ST=SC+SP ou ST= [ (D(g) — O(q)) da 
0 


La fonction «demande » pour des bâtons de hockey est donnée 
par D(g) = 0,01q° — 1,8q + 120, exprimée en dollars, et la 
fonction «offre » pour le même produit est donnée par 
O(g) = 0,01g° + 0,7q + 45, exprimée en dollars. 


Surplus du consommateur a) Déterminons le surplus du consommateur SC si g = 40 et représentons 
la région correspondante. 
de 40 Prix 
SC = [ (D(q) — p.) dq SC, _ ne [ ((0,01q? — 1,8q + 120) — 64) dg D(q) = 0,014 — 1,8q + 120 
0 


où ri 40 etp,— 64 2 


3 
= (ee — 0,9? + 56) 


= 1013,3 
d'où SC _,, = 1013,33$ 


0 


20 40 q 


Surplus du producteur b) Déterminons le surplus du producteur SP si g = 45 et représentons 
la région correspondante. 

; : PT Op = 001€ + 0/74 + 45 
sp = [ (p,— 0) dg SP = [ (96,75 — (0,014 + 0,7q + 45)) dg RC 
où qg, = 45 etp, = 96,75 û - 

3 2 
= (51.15q 0,019  0,7q | 
2 /l 
= 1316,25 
dousPp = 151625$ 
re 
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vw 


Point d'équilibre c) Déterminons le point d’équilibre E(g,, p ). 
En posant D(q) = O(q), nous obtenons 
0,01q° — 1,8q + 120 = 0,01g? + 0,7q + 45 
75 = 2,5q 
ainsi g = 30. 
En calculant D(30), nous obtenons 
D(30) = 0,01(30} — 1,8(30) + 120 = 75 
d’où le point d’équilibre est E(30, 75). 


Surplus total d) Déterminons le surplus total ST de deux façons et représentons la région 
correspondante. 


1" façon 
30 
SES | (0,01g? — 1,8q + 120 — 75) dq 
0 


30 


3 
= _. — 0,99 + 454) 


0 


= 630 
30 

Se = | (75 — (0,014? + 0,7q + 45)) dq 
0 


5) 2 


= 495 


30 


0 


ST = SC + SP 


qg = 30 qg = 30 


= 630 + 495 


Prix 


O(q) 
. d’où ST = 1125$ 


2° façon 


She Î (D(a) — O(a)) dq 


30 
= | ((0,01g° — 1,8g + 120) — (0,01g° + 0,7g + 45) dg 
0 


SU 
enr 
| 2 154) 


= 1125 


30 


0 


d’où ST = 1125$ 
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Courbe de Lorenz et coefficient de Gini 


Au v°' siècle av. J.-C., le philosophe Platon prévenait les Athéniens : 


«II ne faut pas que certains citoyens souffrent de la pauvreté, tandis que 
d’autres sont riches, parce que ces deux états sont causes de dissensions. » 


Plusieurs décisions politiques ou économiques sont prises en se basant sur la distri- 
bution des revenus parmi les membres de la population d’une région, d’une province, 
d’un pays. 


Cette distribution des revenus est-elle équitable ? 
Cette distribution est-elle moins ou plus équitable qu’elle ne l'était 11 y a huit ans ? 
Cette distribution est-elle moins ou plus équitable que celle d’un pays voisin ? 


Pour pouvoir répondre à ce genre de questions, il nous faut une mesure de l’inégalité 
de la distribution des revenus permettant de faire des comparaisons. 


Le mathématicien et économiste américain Max Otto Lorenz (1880-1962) a introduit 
vers 1905 une approche graphique permettant de mesurer l’inégalité dans la distribu- 
tion des revenus d’une population. 


Cette approche peut aussi servir à mesurer l'inégalité d’un actif ou d’autres 
distributions. 


Elle est connue sous le nom de courbe de Lorenz. 


Cumul des revenus 


Courbe 
de Lorenz 


0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 08 09 1 x 
Cumul de la population 


Sur l’axe horizontal de cette courbe, nous retrouvons les pourcentages cumulés 
des individus classés par revenu croissant. Ces individus se partagent un certain 
pourcentage de l’ensemble de tous les revenus qui se retrouvent sur l’axe vertical. 


Remarque Les pourcentages sont donnés sous la forme décimale. Par exemple : 
20 % est noté 0,2 et 100 % est noté 1. 


Sur la courbe de Lorenz précédente, nous pouvons voir que: 
— 10% de la population se partage environ 2,5 % de l’ensemble des revenus; 


— 20% de la population se partage environ 8 % de l’ensemble des revenus ; 


Il s’agit d’une situation — 40% de la population se partage environ 20 % de l’ensemble des revenus ; 
courante pour un pays ; 
industrialisé. — 80% de la population se partage environ 60 % de l’ensemble des revenus ; 


— Parmi les revenus les plus élevés, 10 % de la population se partage environ 
(100% — 75 %), c'est-à-dire 25 % de l’ensemble des revenus. 
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Une courbe L de Lorenz possède les propriétés suivantes : 


1) dom£L= [0, 1] etima L = [0, 1|; 
2) a) L(0) = 0, car 0 % de la population se partage 0 % des revenus ; 

b) L(1) = 1, car 100% de la population se partage 100 % des revenus ; 
3) Lest une fonction croissante sur [0, 1]; 


4) Lest une fonction concave vers le haut sur ]0, 1[, lorsque L n’est pas 
représentée par un ou des segments de droite ; 


5) LA <x,oùxe [0, 1]. 


Dans une société, nous disons que la distribution des revenus est parfaitement éga- 
litaire si tous les individus reçoivent le même revenu. Ainsi, 10% de la population 
se partage 10 % des revenus, 20 % de la population se partage 20 % des revenus, etc. 
Une répartition égalitaire est donc représentée par l'équation y = x; cette droite est 
appelée la ligne de parfaite égalité. 


sl) Plus la courbe de Lorenz (courbe en orange) est éloignée de la courbe y = x, plus 


nt la distribution des revenus parmi les membres de la population est inégale. 
égalité Ne Tr. | A - 
; A l'inverse, on parlera de distribution parfaitement inégalitaire si, dans la société 

considérée, un individu s’accapare le revenu total. Dans ce cas, la fonction associée 


prend la valeur y = 0 pour tout x € [0, 1[ et y = 1 quand x = 1. 


igne de 
parfaite 
inégalité 


La courbe de Lorenz correspondant à cette situation est constituée de segments de 
droite joignant les points (0, 0) à (1, 0) et (1, 0) à (1, 1) et est appelée la ligne 
de parfaite inégalité. 


(0, 0) (1, 0) x 


L’aire À entre la droite y = x et la courbe de Lorenz est telle que 0 = À = 0,5. 
Plus À est élevée, plus 1l y a inégalité dans la distribution des revenus. 


Le statisticien et démographe italien Corrado Gini (1884-1965) a développé un outil 
fréquemment utilisé, le coefficient de Gini, noté G, pour mesurer des inégalités, par 
exemple de revenu, entre personnes d’une même population ou entre populations 
distinctes. 


Ce coefficient G se calcule en évaluant le rapport de l’aire À comprise entre la droite 
y = x et la courbe de Lorenz et l’aire du triangle 
rectangle de sommets O(0, 0), P(1, 0) et Q(1, 1). 


I (x — L(x)) dx 
aire À _ Jo 


G = Courbe 
1 1 ! de Lorenz 
6) À 
P(1,0) x * O(0, 0) P(1, 0) x 
__ A . d’où c=2| (x — L(x)) dx 
A+B° 0 
A+B=— 


Ansi0=G<=l,et 
* plus G est près de zéro, c’est-à-dire que À est près de zéro, plus la répartition 
est égalitaire ; 
* plus G est près de 1, c’est-à-dire que À est près de 0,5, plus la répartition est 
inégalitaire. 
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Remarque Les deux pays les plus égalitaires en termes de revenu sont le Danemark 
(G = 0,247) et le Japon (G — 0,249). De plus, 14 pays européens font partie des 

15 pays les plus égalitaires. Le Canada (G = 0,326) se situe au 24° rang. Parmi 

les 15 pays les plus inégalitaires se trouvent 9 pays sud-américains et 6 pays africains, 
dont la Namibie (G — 0,743), le Lesotho et la Sierra Leone. 


HOUURE Soit la courbe de Lorenz définie par L(x) = 0,4x° + 0,6x. 


Coefficient de Gini a) Déterminons le coefficient de Gini G. 


c=2| (x — L(x)) dx 
= 2 [ (x — (0,4? + 0,6x)) dx 


il 
=? [ (0,4x — 0,4x?) dx 
0 
4) 
= 2 (2e _ 2) 


= 2(0,06) 


1 


0 


d’où G = 0,13 
b) Interprétons le résultat précédent. 


Puisque le coefficient de Gini est petit, nous pouvons affirmer que les inégali- 
tés dans la population sont faibles. 


Statistique Canada a déterminé, à la suite de l’étude des revenus 
d’une année donnée, que la distribution des revenus représentée 
par les courbes de Lorenz L (x) pour les dentistes et L,(x) pour 
les médecins est donnée par: 


RENE RÉ EN ES ANNE 
Déterminons laquelle des professions a une meilleure distribution de revenu. 


En calculant respectivement le coefficient de Gini G pour les dentistes et G, 
pour les médecins, nous obtenons 


1 à 1 
G =2 | (x — x!7) dx : G. =2 I (x — (0,92 + 0,1x) dx 
0 É 0 
1 
2 2 = 3 2, 
= EE 2 (09e + 02e) 
20%) 3 | 
= 0,259... = 0,3 


On ne peut pas déterminer 

graphiquement laquelle des 
professions a une meilleure 
distribution des revenus. des médecins. 


Puisque le coefficient de Gini des dentistes est plus petit que celui des médecins 
au Canada, les revenus des dentistes sont distribués plus uniformément que ceux 
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EXERCICES 3.5 


1. a) Le graphique suivant représente la vitesse 4. Partant d’un arrêt, un automobiliste se déplace 
4 Ê , s] Z . en. 5 t 
ration. Les à 
relevée durant des essais d’accélératio Le avec une accélération a, = % m/s jusqu'au 
moment où sa vitesse atteint 72 km/h. Il 
conserve cette vitesse pendant 28 secondes 
pour ensuite ralentir avec une accélération 


-10 : 
a, = ——— m/s? et finalement s’immo- 
V7 
biliser. Déterminer la distance D parcourue 
1 2 3 4 5 6 7rt(s) durant ce trajet. 
Déterminer la distance d parcourue par l’auto 
site [25,65]. 5. L’accélération a, exprimée en m/s°, d’un 
. | : _ Qà pendule oscillant en mouvement harmonique 
b) Le graphique suivant représente l’accélération 5 7 : 
durant des essais de vitesse d’une voiture de simple est donnée par a(1) — Eu cos (mr +7 t+ 


course. Sachant que la voiture est immobile 
avant qu’elle démarre, déterminer approxi- 
mativement la vitesse de la voiture à f = 10s. 


où test en er Sachant que sa vitesse 
initiale est de — 6 T m/s, déterminer la distance D 


parcourue par ce pendule si re [0s, 15]. 


6. Un réservoir d’une capacité de 5000 litres con- 
tient déjà 500 litres d’eau. On y ajoute de l’eau 


1 
au rythme de | 35 + —)[L/min. 
d | YF) 


a) Déterminer la quantité d’eau dans le réser- 
voir après 1 heure. 


b) Après combien de temps le réservoir sera-t-il 
2. D'une montgolfière rempli ? 
Le située à 125 m du sol, 
nous laissons tomber 
une balle. Sachant que 
l’accélération due à la 
gravité est de 9,8 m/s’, 
déterminer à l’aide de Ü 
l'intégrale définie : 8. Soit y — Vx et y, = X. Déterminer le centre de 
gravité C(X, y) de la région fermée délimitée par 
ces deux courbes. 


7. Soit f{x) — Je. où x e [1, 3]. Déterminer le 
centre de gravité C(x, y) de la surface plane 


délimitée par la courbe de f, y = 0etxe [1,3]. 


a) son changement de vitesse durant 
1) les 3 premières secondes ; 


ii) les 2 secondes suivantes ; | . 
9. Le feu de signalisation 


b) la distance parcourue durant sr) à une intersection 
1) les 2 premières secondes ; reste rouge pendant 
li) les 3 secondes suivantes. 50 secondes. Un auto- 
mobiliste arrive à cette 
3. Un traîneau de 10 kg dont l’accélération est intersection et le feu 
or donnée par a(x) = 0,3x + 1, où a est exprimée est déjà rouge. 
bd en m/s?, se déplace sur une distance de 6 mètres Soit f(x) = k, 
de son point de départ. Calculer le travail W où xe [0s, 50s]etk= 0. 


effectué sachant que F = ma. 
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a) Déterminer k pour que f soit une fonction 
de densité de probabilité, et trouver cette 
fonction de densité. 


b) Calculer la probabilité que l’automobiliste 
arrive à l’intersection entre la 12° et la 
34° seconde de la durée du feu rouge. 


c) Calculer la probabilité qu’il reste moins de 
15 secondes avant que le feu passe au vert. 


d) Calculer la probabilité qu’il reste plus de 
30 secondes avant que le feu passe au vert. 


e) Calculer la probabilité qu’il reste exactement 
20 secondes avant que le feu passe au vert. 


f) Calculer le temps moyen d’arrêt pour 
l’ensemble des automobilistes. 


Soit fx) = kx(18 — x),oùk > Oetxe [0, 18], 
la fonction de densité de probabilité de la va- 
riable aléatoire X donnant le temps d’attente 
en minutes avant d'accéder au comptoir dans 
une banque. 


@S 


a) Déterminer la valeur de k. 

b) Déterminer la probabilité que le temps d’attente 
1) soit inférieur à 5 minutes; 
li) soit supérieur ou égal à 10 minutes; 
ii) soit entre 4 minutes et 12 minutes. 


C 


Lez 


Calculer E(X). Interpréter le résultat. 


11. a) La fonction «demande » pour 
es une paire de skis est donnée par 
SD  p{y) = 300 — 10V3q + 4, exprimée 
en dollars. Déterminer le surplus du 
consommateur SC si qg — 84 et représenter 
la région correspondante. 


b 


ea 


La fonction «offre» pour ce produit est 
donnée par O(q) = (0,01g + 4,6), exprimée 
en dollars. Déterminer le surplus du produc- 
teur SP si g — 140 et représenter la région 
correspondante. 


12. La fonction «demande» pour un dictionnaire est 
EN donnée par D(g) = -0,01g? + 81, exprimée en 
$) dollars, et la fonction «offre » pour le même pro- 
duit est donnée par O(g) — 0,01q? + 0,02q + 30, 
exprimée en dollars. Déterminer le surplus 
total ST et représenter la région correspondante. 


13. La fonction «demande » pour une paire de patins 


'eN est donnée par D(q) = , exprimée en 


q + 16 
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se) Lorenz L et L, associées 


sr) Revenus 
Il 


dollars, et la fonction «offre» pour le même 


produit est donnée par O(q) = 35 + 20V q + 1, 
exprimée en dollars. 


(© a) Déterminer le point d'équilibre E(g, p). 


b) Déterminer le surplus du consommateur SC 


Sig — du 
c) Déterminer le surplus du producteur SP 
sig = q.. 


d) Déterminer le surplus total ST. 


e) Représenter dans un même système d’axes 
SC, SP et ST. 


14. Soit les courbes de 


aux salaires des employés 
de deux entreprises. 
Déterminer dans quelle 
entreprise la répartition des 
salaires est la moins 
inégalitaire. 


15. Soit la courbe de Lorenz suivante. 


P.(1,1) 


5 


(0,8: 0,7) 


(0,6: 0,456) 


(0,4: 0,256) 
P,(0,2: 0,104) 


02 0,4 0,6 08 1 
Population 


a) Interpréter le point P,(0,2 ; 0,104). 


b) Quel pourcentage des revenus de la population 
se partagent les 40% des ménages les plus 


1) pauvres ? li) riches ? 


c) Quelle part des revenus les 20 % des ménages 
les plus riches se partagent-ils ? 


16. Soit les courbes de Lorenz suivantes. 


sr) Lx) = 0,61x + 0,39x et 


Li) = 0,59x + 0,41x 
© a) Peut-on déterminer graphiquement laquelle 
des courbes est la plus égalitaire ? 
b) Calculer le coefficient de Gini pour L et L, 
et déterminer celle qui est la plus égalitaire. 


3.6 Évaluation d'intégrales définies sans déterminer 


la primitive 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra calculer de façon exacte 
ou approximative des intégrales définies sans déterminer la 
primitive. 
Plus précisément l’étudiant sera en mesure : 
+ de calculer la valeur exacte d’intégrales définies de fonctions 
symétriques par rapport à un point de la courbe ; 
de calculer approximativement des intégrales définies 
à l’aide de la méthode des trapèzes ; 
de calculer approximativement des intégrales définies 
à l’aide de la méthode de Simpson ; 
de calculer approximativement des intégrales définies 
à l’aide d’outils technologiques. 


Nous avons d’abord calculé des intégrales définies à l’aide de sommes de Riemann. 
Par la suite, nous avons calculé des intégrales définies en utilisant le théorème fon- 
damental du calcul. 


Cependant, pour certaines fonctions, il est difficile ou même impossible de trouver 
une primitive, par exemple: Arc tan (e*), V x + 1, e*, cos (x?), … 


Dans cette section, 
+ nous évaluerons des intégrales définies de fonctions symétriques par rapport 
à un point, sans déterminer la primitive ; 
+ nous étudierons deux méthodes, la méthode des trapèzes et la méthode de 
Simpson, pour calculer approximativement des intégrales définies ; 
* nous utiliserons des outils technologiques pour calculer approximativement 
des intégrales définies. 


Intégration de fonctions symétriques 


DÉFINITION 3.15 Une fonction f continue sur [a, b] est symétrique par rapport 
au point [bre Eu 


] si et seulement si 


fQ) + f(a+b—-x)=koùkeR,Vxe fa, pb]. 


THÉORÈME 3.10 Soit une fonction continue sur [a, b]. 
Si f(x) + fa +b—x)=k,oùkEelR,Vxe fa, b], alors 


+) 


[ro a = 6 -a 1 


(wi 
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© 


PREUVE Par le théorème de la moyenne pour l'intégrale définie, il existe un c € [a, b] tel que 
b 
[ fG) dx = f{c) (b — a) 


Puisque f est symétrique, 


_a+tb 
"NU 
d'où | ro dx = @ — @ s(?) 2 


Remarque Pour démontrer que f{x) + f{a + b— x) = k, Vxe [a, b], il suffit de 
démontrer que < (f@) + fa + b— x) —0,Vxe Ja, bl. 
x 


4 
HEURE Calculons | Arc tan (e*) dx, à l’aide du théorème 3.10. 


—4 


Vérifions d’abord que f(x + f(4+4—-x)=Kk,Vxe 4,4. 


Il suffit de démontrer que = (Arc tan (e*) + Arc tan (e)) = 0,Vxe]-4, 4f. 
x 


e' (-e7*) 
IC PeZ Îl ge 


ee (Arc tan (e*) + Arc tan (e*)) 
dx 


el + e77) — e "(1 + e7) 
(A + e*)(1 + ee?) 
CT CR mnt Come CA 
(1 + e*)(1 + e7?7) 
= 0,Vxel]-4,4[ 
donc Arc tan (e*) + Arc tan (e-*) = k, Vxe-4, 4]. 


Ainsi, 


| Arc tan (e*) dx = (4 — (-4)) f (= su +) (théorème 3.10) 


2) 
— 8.f(0) 
Arc tan (e°) = Arc tan (1) — 8 Arc tan (e°) 


L (7 


4 
d'où | Arc tan (e*) dx = 27 
2 “| f(x) = Arc tan (e') 


plot(arctan(e*), x = -4..4, color = orange, 
filled = [color = “Blue”, transparency = 0.81); 


27 correspond à l’aire de la région 
ombrée ci-contre. 
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Méthode des trapèzes 


Cette méthode diffère de celle des sommes de Riemann par le choix de la figure 
géométrique utilisée pour calculer l’aire. Avec la somme de Riemann, on utilise 
B des rectangles, tandis qu'avec cette méthode on utilise des trapèzes. 


b Remarque L'utilisation de trapèzes, pour le calcul approximatif de l’aire d’une 
région fermée, nous donne généralement une meilleure approximation que l’utilisa- 
tion de rectangles inscrits ou circonscrits. 


a= Soit y = f(9 sur[x,_, x], où Ax = x —x 
y y 3 

Rectangle Rectangle Trapèze 

inscrit circonscrit 4, = ff, 

Inscri ftx) : IrconscrI J fo 

Re x; X 
ee. = A, = f(x, : il Ax, À; =) Ax, 
THÉORÈME 3.11 S1.f est une fonction continue et non négative sur [a, b] et 
Méthode P={x,x,x, ..,x,_,x,} une partition régulière de [a, b], alors 
des trapèzes £ b 
= 
HORS) 2/2) nn En) 
: 2n 
PREUVE 
AU MAC) AIR ACT AC) 
4 CALE KA Ms ki ee OZ 
| b 
Ainsi, 
HEAR ICA) HG) nee) OR) CES) JG, =) fx) 
= = — Ax + = Ax +. + 2 — Ax + _ Ax 


Ax 
à Era) +f@) +f@) +fQ) +... +fG,_) +f@,_) +f@,_) + fl) 


=) + 2f@,) + 2f@,) +... + 2f(x,_,) +f@)| 
= 


n 


ie ) + 2f(x) + 2) + … + 2f(_) + f(x ) (eur re — 


NE — re) + 2@) + 2f@,) +... +2 (x, _,) + fa] 
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4 x3 
x d = — 
PRE 


erreur réelle = |21 — 21,125] 


= 0,125 


fo = VI+* 


Thomas Simpson 
(1710-1761) 
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Il suffit d'augmenter le nombre n de trapèzes pour obtenir une meilleure 


b 
approximation de [ f(x) dx. 


4 
HOUURE Calculons approximativement | x? dx à l’aide de la méthode des 
1 


trapèzes avec n = 6. 


b—a 4 —1 
= , NOUS avons 


6 2) 
ÿ 2 
p=f Jaures) 


Ainsi Î x dx = n Lo us 1) = 2jf@) sr y) 2/6) y) +) 


Puisque 


3 
Du 


b—a 
2n 


5 
2) 2 
73 


1 


= — 


4 
= 21,125 


9 25 49 : 
É =e À F se 26) = 2 e. sr 20) + 2 o de | (f) = x) 


2 
SCUUERPA Calculons approximativement | V1 + x dx à l’aide de la 
0 


méthode des trapèzes avec n = 5. 


b= a _ 20 24638 
Pui = — P = ie en D 
uisque 5 LS avons Lo 5555 | 
aire =) -< 
2n 2 \S 5 
a 1 2 4 6 8 
Ainsi on — JU) EAN nr AN LL + fQ2) 
0 


-1Mi De 
5 25 25 


= 2,97 


jee + vs| 
25 25 


Méthode de Simpson 


IL Y A ENVIRON 250 ANS... 


L'Anglais Thomas Simpson (1710-1761) s’initie au calcul différentiel en lisant le livre du 
marquis de L’Hospital. Il exerce comme tisserand et, en même temps, donne des cours privés, 


souvent dans des cafés. Son grand intérêt pour les probabilités tire sans doute son origine de 


ces curieuses «salles de cours ». En 1743, il publie une méthode d’approximation d’une inté- 
grale définie par une approximation parabolique. Toutefois, cette publication n’est pas vrai- 
ment originale, car la démarche a déjà été décrite au xvir siècle. En toute justice, il faudrait 
donc changer le nom de la «méthode de Simpson ». 


Intégrale définie 


Dans cette méthode d’approximation, nous utilisons des portions de parabole au lieu 
de segments de droite pour calculer approximativement l’aire d’une région fermée. 


Nous pouvons démontrer que 


Xi+1 
Il pod di = fs +4 +». 
X, 


Li on 


Nous acceptons le théorème suivant sans démonstration. 


THÉORÈME 3.12 Si f est une fonction continue et non négative sur [a, b] et P une partition régulière 
To telle que P — {x,x,x,, ..., x _, x }, où n est un nombre pair, alors 
de Simpson 
b 
CO 
[ r0 dx = . Irc) AOC) ET ) ee. 2100) 4e) +f0)| 
ni 
SUV Calculons approximativement | — dx à l’aide de la méthode de 
He 
Simpson avec n = 6. | 
= = __ 4 7 = 
Pa DES g 3 nous avons = fi + - 2 - = 3) . _ : L 
2 
“i | .… Jod 1 4 5 gl 8 
[ dx = In x| | Ainsi | PL So so as #0) + 10) + 4f(2) + 2f 1 dE 4) +0) 
=In3-n1 
1 3 3 1 3 3), I 1 
L ==) AIS) + + 2) = — 
= 1,098 612. s[+4)+20)+46)+26) +43] (ii) 


= 1,098 942 


3 


SOU Calculons approximativement [ e? dx à l’aide de la méthode 


= 
de Simpson avec n = 4. 


Soit P = {-1, 0, 1,2, 3}. 


8 à marre 
Ainsi | nn Ea 


34) ren + 4 fO) + 2f(1) + 402) + 6) 


ne : - — 
= 5er +4 +268 +407 + | (ro =e) 


Æ 2,124 


A = 2,124 u? 
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Calcul d'aires à l’aide d'outils technologiques 


L'utilisation d'outils technologiques nous permet de calculer approximativement 
laire de différentes régions. 


© OUVRE Calculons, à l’aide de Maple, l’aire de la région comprise entre la 
courbe de f(x) — cos x? et l’axe des x, où x € [0, x]. 


Solution 1 
Représentons graphiquement cos x? : Calculons l'aire de chaque région 
sur [0, 7]. : ainsi que l’aire totale A. 
plot(cos (©), x = 0.7, color = orange, filled = Fr [' ee 
[color = “Blue”, transparency = 0.8], scaling = 0 
constrained) ; : 0.9774514243 


x2 


I A2 :— | -cos (x?) dx; 
à xl 


0.5750671670 
A3 := [ cos (x?) dx; 
: 0.4007480151 
A4 := le -cos (x?) dx; 
= «3 


0.2374387588 


HA = AN EA2 LA) Ad: 


Déterminons les zéros de f sur [0, 7]. 
2.190705365 

LI SO EU O0 PES) 

1.253314137 
Eole 002725) 

2.170803764 
LE Pole 02 SP) 

2.802495608 


d’où À = 2,19 u° 


Solution 2 
Représentons graphiquement | cos x? | : Calculons l’aire À de la région 
sur [0, 7]. : ombrée ci-contre. 


plot(| cos (@)|, x = 0.7, color = orange, filled — 
[color = “Blue”, transparency = 0.8], 


evalf ([ cos (x?)| da}: 


scaling = constrained); 


2.190705365 


d’où À = 2,19 u° 
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EXERCICES 3.6 


1 


. Calculer les intégrales définies suivantes sans 


déterminer la primitive. 


a) i) | 


1) Déterminer à quoi correspond la valeur 
trouvée en i) et représenter graphiquement. 


4+2 4 


1 
b) | (1 + Arc sin x) dx 


—1 


. Soit f(x) = 2x + x,oùxe [1,4]. 


a) Calculer approximativement L fG@) dx à 


l’aide de la méthode des trapèzes, avec n = 6. 
4 


b) Calculer approximativement | f(x) dx à 


d 
l’aide de la méthode de Simpson, avec ñn = 6. 


c) Calculer [ fQ@) dx à l’aide du théorème 


fondamental du calcul et déterminer l’erreur 
réelle en utilisant 


1) la méthode des trapèzes (voir a)); 


ii) la méthode de Simpson (voir b)). 


. Soit f(x) = sin x, sur [0, 7]. 


Déterminer entre la méthode des trapèzes et la 
méthode de Simpson celle qui donne la meilleure 
approximation lorsque n = 4 en comparant avec 
l’aire exacte. 


. Calculer approximativement les intégrales 


définies suivantes à l’aide de la méthode 
des trapèzes avec le 7 donné en précisant si 
l’approximation est inférieure ou supérieure 
à l’intégrale définie donnée. 


4 
a) [VF FT ain=s 
0 


1 
b) [ cos (x?) dx; n = 4 
0 


5. Calculer approximativement les intégrales 
définies suivantes à l’aide de la méthode de 
Simpson avec le n donné. 


5 
a) Vxt + ldx;:n=6 
1 


0 


1 
b) —7x dx; n = 4 
(4 


—2 


3 
6. a) Calculer approximativement [ In x° dx à 
1 


l’aide de la méthode des trapèzes, avec n = 4. 


6 
b) Calculer approximativement Î In x dx à 


1 
l’aide de la méthode de Simpson, avec n = 4. 


7. Soit f(x) = sin (sin x — 3x) sur [0, 71. 
Utiliser un outil technologique pour calculer 
l’aire entre la courbe de f donnée et l’axe des x 
sur l’intervalle donné. 


8. Soit f{x) = x? — x? — 2x et g(x) = -1 + 2 sin x. 
© Utiliser un outil technologique pour calculer 
l’aire de la région fermée entre la courbe de f 
et celle de g. 


; X ÿ £ 
9. Soit f{x) — , Où x > (, représentée 


sur le graphique suivant. 


Q(a, 0) 


T,0) x 


a) Calculer approximativement l’aire À de la 
région ombrée ci-dessus à l’aide 


1) de la méthode des trapèzes avec n = 2; 
ii) de la méthode de Simpson avec n = 2; 


ii) d’un outil technologique. 


b) Calculer l’aire À à l’aide du théorème 
fondamental du calcul. 
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Réseau de concepts 


Sommation Théorème de la moyenne Méthode des trapèzes 
Page 128 pour l'intégrale définie Méthode de Simpson 
Ÿ ; Outils technologiques 
Somme de Riemann JG) Pages 183, 184 et 186 
DC) Ar, 
in 
(page 134) 
Ÿ x 
Intégrale définie 
b 
[ JO dx — 
RE Approximation de 
Probiietés l'intégrale définie 
| É To Théorème fondamental du calcul 
ë Si F(x) est une primitive de f(x), 
b 
€ b 
l = 
| FO) dx + [ ee alors [ fQ) dx 
| fQ dx = 
b 
b 
[ Cf + deQ) dx = 


Calcul d'aires Applications 


Physique 
* accélération 
° vitesse 
+ déplacement 
° travail 
* centre de gravité 


Probabilités 
: + densité 
Sur [a, b] : Sur [b, c] : Sur [s, 4 : Surfr, s] * espérance mathématique 
An = !A,= A = LA = Économie 
* surplus du consommateur 
F0 : À = A" = À! * surplus du producteur 


: * surplus total 
EE LA * courbe de Lorenz 
- coefficient de Gini 
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Exercices récapitulatifs 


| MulLe, aw Chimie \e » FRYSIQUE ii) Combien de rangées peut-on fabriquer avec 


À Sciences de (M Sciences © À outil 50 jeux de cartes de 52 cartes ? 
Ww la nature %7 humaines © technologique 


4. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer s 
Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes de o 


synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies et 5,» calculer s et S, et évaluer l'aire sous la courbe 
à la fin du manuel. sur l’intervalle donné. 
; a) f(x) = 5x? + 3 sur [0, 1] 
1. Évaluer les sommes suivantes. : 
di 1 b) f(x) = 2x + 4 sur [0, 1] 
Dr b) > (i + 50) c) fo) = x + 4x + 3 sur [1, 4] 
œil i=i 
2 2 5. Soit f une fonction continue sur IR. Utiliser les 
c) > CR Si) NC) > CR St) propriétés de l’intégrale définie pour déterminer 
‘où au la valeur de a et de b dans les équations 
k 5 
2(k + ]Y suivantes. 
2. a) Démontrer que > Ê = EDS 


i=1 4 3 7 b 
b) Trouver une formule pour la somme des a) Î FC dx + Î f@) dx = Î fQ@ dx 
carrés des entiers positifs impairs et évaluer à > î 
ESS 00 


n b 
Soit f(x) = x°. Exprimer les sommations b) Î FG) dx = 1 fG) dx 
suivantes en fonction de n. ‘ : 


ÿ > a i) > c) [ x dx = [100 dx = [ro 3 


3. a) Déterminer le nombre total 
de carrés visibles sur un 


C 


Lez 


o | roa+ | ro [ ro& 


échiquier. 
b) Soit la pyramide de de à 7 
nombres suivante : e) FG dx — | fG) dx = : FQ) dx 
L 2) a b 
LR of roa- [ro | rw 
7 9 11 ” 4 * 
1 1 6. Évaluer les intégrales définies suivantes. 
Déterminer la somme des termes 2 4 @+1ÿ 
i) de la 26 ligne: a) [ == - x) dx b) [ on 


li) des 26 premières lignes. 


c) Déterminer le nombre Suns c) I [Q + D(x + 4)] dx d) [ my — y) dy 


de rectangles dans la ut 
représentation ci-contre. de ; ( _x+2 p | 6x+x+5 
d) On construit un châ- L' rangée Fr Sur 7 

teau de cartes selon le x pl . 
schéma ci-contre. 3u° + AW + 4 “10 
2. | dre o [ RE n | D 
1) Si l’on fabrique un 

château de 25 rangées les 1 

déterminer le nombre de cartes nécessaires. i) | É de 2 Se 2 dx j Î (4% — e*) dx 

0 
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7. Évaluer les intégrales définies suivantes. 


k) y = cos x, y = 1,x = Oetx - 


a) [ — dx L 
7: D y=x+1,y= cos x, x = Tetx = T 
2 2 
b) l=— 9. Calculer l’aire totale des régions fermées 
, Von 7 Sn délimitées par les courbes suivantes. 
= 9 Gone Pere 
c) [ (sin 0 + cos 0) dO b) y = cos 7x, y = Oetxe [0,1] 
ñ 


c) y=xe",y=-letxe [0,1] 
d)y=-x,y=2"etxef(-3,3] 
e) y = x'(x° — 8)*et y = 0 
f) oi eh 0 


0 
d) | (x + 2x + 1° (6x2? + 4) dx 
=i 


e) [ 3v/(v + sin v°) dv 2 0 
t 0 
h D er ne 
à 2 1 je 
1 1 h) y = = = ÿ 
Le ÿ oc 
n [{ DE = x je + Îl 3e + Îl 
æ 1) y = 2 + cos (x = sin 2xetx € [0,1 
) 6 cos x 2 
ë = l+snr D Peer =) 
6 
k) y=|x -4|,y =0etxe [-3,0] 
4 
h) |" sin 0 40 D'y=x,y=2%etxz0 
0 
10. Déterminer la valeur de k si 
3 
i) | (sin x PE xcos x) dx a) | ke dx =-1 
ee is 
1) | (cos x + 2 cos* x sin? x + cos x sin“ X) dx b) [ Vx dx = 2 
0 
1 
8. Calculer l’aire des régions fermées délimitées c) [ m dx =1,;oùk>1 
par les courbes suivantes. Ù 
k 
a) y=x,y=0,x=-2etx =3 à | L&=n3+m2ot>3 
b) y = x — xety = 0 3 


e) À = 1, où À est l’aire entre la courbe de 
y = kx, où k > 0, et l’axe des xsixe [-1,2]. 


c) y=x,y=x,x=0etx=3 


d) y = 6x — x'et y = x? — 2x _ , 
ps =Fay=i f) [ VTT dx = | (2x + 4) dx 
0 0 


= ray — x à : , : 
D y : 11. Calculer l’aire des régions ombrées suivantes. 


3 

D Teriye 
h) = = 0,5 etx — 2 
D ne , CU 

D ETES 


-T T 
: = çi : = 0, = — ef = — 
j) y=sinxy x ; Dr n 
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b) Calculer la probabilité que la secrétaire passe 
1) moins d’une heure au téléphone; 
1) plus d’une heure au téléphone; 
ii) entre 45 et 90 minutes au téléphone. 


c) Déterminer E(X) et interpréter le résultat. 


© d) La médiane de X, notée m, est la valeur 
de m telle que 


m1 1 

[ HEIN QU He 
0 

Déterminer la valeur de m. 


16. Après l’achat d’une photocopieuse, la probabilité 
) que celle-ci soit défectueuse, durant les 60 pre- 
“= miers mois de l’achat, est donnée par la fonction 
de densité de probabilité f{x) = ke°%%, 
où x € [O0 mois, 60 mois]. 


g(x) = cos x 


12. Déterminer la valeur c du théorème de a) Déterminer la valeur de k. 
la moyenne pour l’intégrale définie pour la 
fonction f et représenter graphiquement. 


a) f(x) = x? — 14x + 58 sur [2, 6] 
b) f(x) = e* sur [0, 2] 


e* 
c) fx) = sur [0, In 2 _ _ . 
) fQ) Ir li) entre la première et la quatrième année. 


b) Calculer la probabilité qu’elle soit 
défectueuse 


1) durant la première année; 


i) durant la cinquième année ; 


13. Soit f(x) = 4x + 6 — x? 
sur [0, 5]. Déterminer 
les valeurs de c et de c, 
du graphique ci-contre 
telles que À, = À + A.. 


ff = 4x + 6 x 17. La concentration d’un anti-inflammatoire 
administré est donnée approximativement 
par C(f = 38e °%, exprimée en mg/ml, 
où t € [0h, 168h] est le nombre d’heures 
après l’injection. 


a) Déterminer la concentration initiale ; 
après 3 jours ; après 7 jours. 


14. Soit 7(r) = -6sin e (t — 98) + 14 + b) Déterminer le nombre d’heures où 


12 : ue 
Die ne _. ne la concentration réelle est supérieure 
a fonction représentant la température, en degrés à la concentration moyenne. 


Celsius, d’une journée donnée à partir de Oh, 
où te [0h, 24h]. 


24 


F ; ; 18. Soit a(r) = 25, l'équation de l’accélération en m/s? 

a) re la température HONCOSS x d’un mobile où r € [0s, 6s]. La vitesse initiale 
SELS ONCE %” du mobile est de 5 m/s. 

b) Déterminer la température moyenne 


DO a) Déterminer v(?), la fonction donnant la 


vitesse du mobile en fonction du temps. 


15. Une secrétaire passe X heures au téléphone b) Calculer S., la somme de 6 rectangles 
D pendant la journée, où X est une variable aléatoire. circonscrits pour la fonction vitesse 
a) Déterminer la valeur de k telle que EbintErpretEn Ie resultat, 
SOERUO one = 27660 c) Calculer A$ pour la fonction vitesse 
une fonction de densité de probabilité et interpréter le résultat. 


de X sur [0, 2]. 
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19. Une particule se déplace de 6 mètres sur une 
gp droite ? à partir de x = 2. L’équation de la 
* force F agissant sur cette particule est donnée 
par F(x) = V3x + 2, où F est exprimée en 
newtons et x, en mètres. Calculer le travail 
effectué par cette force sur cette particule. 


20. Une voiture de métro quitte la station A. Son 
Le accélération durant les 6 premières secondes 


2 
© est donnée par 3 t, exprimée en m/s?, et ensuite 


par (10 — #), exprimée en m/s, jusqu’à ce que 
la voiture atteigne la vitesse de 20 m/s. Elle 
conserve cette vitesse pendant 76 secondes 
et décélère ensuite à l’approche de la 
station B. Sa décélération est donnée 

15 il 645 
DC 86) 1. a. 
exprimée en m/s?. 


a) Tracer les courbes a(?) et v(f). 


b) Déterminer la distance entre les stations À et B. 


21. En estimant que le taux de dépréciation d’une 
À, automobile de 28 500$ est donné, après 
ri t années, par D(f) = SG 
25 (+ 6ÿ 
où D est exprimé en $/an, et0 <== 6, 


a) quel sera le montant approximatif de la 
dépréciation de cette automobile durant 
la troisième année ? 


b) quel sera le montant approximatif de la 
dépréciation de cette automobile durant 
les 3 premières années ? 


c) quelle sera la valeur de l’automobile après 
5 ans ? 


22. Une compagnie estime que l’achat d’un ordi- 
nateur au coût initial de 5000$ lui procure un 
” taux d’accroissement des revenus totaux 


dR 
estimé par re 200 (45 — 2r — F) et un taux 


d’accroissement des coûts totaux estimé par 


dC 
+ — 200(5 + f), où rest en années et les taux 


sont en dollars par année. 


a) Déterminer le revenu total attribuable à cet 
achat durant les trois premières années. 


b) Déterminer le coût total attribuable à cet 
achat durant les trois premières années. 
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24. 


c) Déterminer le profit P réalisé durant les trois 
premières années. 


d) Sachant que le profit est maximal lorsque 


= — æ. déterminer le profit maximal réalisé 


grâce à l’achat de cet ordinateur. 
e) Représenter graphiquement F et . Dire 


à quoi correspond le profit maximal. 


. Déterminer le centre de gravité C(x, y) des 


surfaces planes délimitées par les courbes 
suivantes. Représenter graphiquement la région 
et C(x, y). 


de) er 0) 


b) f) s 


c) f(x) = 5 0,x=1etx=8 
d) la courbe de fet y = 0, où f(x) = V9 — x 


e) la courbe de f, y = 0 et x > 0, où 
fo = V9 =» 


f) la courbe de g et celle de h, où 
g(x) = 4x — x? et h(x) = x — 6x + 8 


Calculer le coefficient de Gini pour les courbes 


=) de Lorenz suivantes. 
2 


25 
S 


a) L(x) = 0,6x° + 0,4x 
b) L(x) = xs ce 2x 


c) L(x) = 1,14x — 0,3x° + 0,16x 
= \ 


d) L(x) = 


e) L(x) = 2 


. Des études statistiques ont déterminé que 


la distribution des revenus représentée par 

les courbes de Lorenz L, pour les pharmaciens 
du Québec et L, pour les pharmaciens de l’Ontario 
est donnée par L (x) = 0,85x'% + 0,15x°$ et 
L,(x) = 0,78x° + 0,22x. Déterminer si ce sont les 
pharmaciens du Québec ou ceux de l’Ontario qui 
ont une meilleure distribution de revenus. 


26. Le nombre de litres d’essence vendus chaque 

Le) jour varie aléatoirement entre 4000 et 

= 10 000 litres. Soit X la variable aléatoire don- 
nant le nombre, en milliers, de litres vendus 
quotidiennement, où X € [4, 10]. 


a) Déterminer la valeur de k telle que 
f(x) = k(2x + 3)? est une fonction de 
densité pour la variable aléatoire sur [4, 10]. 


b) Si le garagiste a une provision de 6500 litres 
pour une journée, calculer la probabilité qu’il 
manque d’essence pendant cette journée. 


c) Calculer l’espérance mathématique de la 
variable aléatoire X et interpréter le résultat. 


27. Soit f(x) = V 16 — x?, où x e [0, 4] et P est une 
partition régulière de [0, 4] avec n = 4. 


4 
Calculer | f@) dx 
0 


a) à l’aide d’une somme de Riemann en utili- 
sant sur chaque sous-intervalle le point milieu; 


b) à l’aide de la méthode des trapèzes avec n = 4; 
c) à l’aide de la méthode de Simpson avec n = 4; 


d) en calculant l’aire réelle A’. 


. La fonction représentant la température moyenne, 
) en degrés Celsius, d’une ville à partir du mois 
de janvier est 


T(m) =  (0,169m — 4,98 + 42,85 — O2m + 57,5) 


CF 


où m € [0, 12] est le nombre de mois écoulés 
depuis le 1° janvier. Déterminer la température 
moyenne dans cette ville 

a) pendant une année complète ; 

b) de la fin du mois d’avril à la fin de septembre; 


c) pendant les mois de janvier, février, 
novembre et décembre. 


29. La fonction « demande » pour un produit est 

À 300 

(5) donné D(q) = 

5) donnée par D(q) een 
en dollars, et la fonction «offre » pour le même 
produit est donnée par O(g) = 0,05q°? + 50, 
exprimée en dollars. 


+ 20, exprimée 


31. 


32. 


a) Déterminer le surplus du consomma- 
teur SC si g = 20, représenter la région 
correspondante et interpréter le résultat. 


b) Déterminer le surplus du producteur SP si 
q = 38, représenter la région correspondante 
et interpréter le résultat. 


) c) Déterminer le surplus total ST et représenter 


la région correspondante. 


. a) Calculer, à l’aide du théorème 3.10 (voir 


page 181), l'intégrale définie suivante sans 
déterminer la primitive : 


3 
[ 5 Arc cos (x — 2} dx 
1 


) b) Calculer, à l’aide du théorème 3.10 (voir 


page 181), l'aire de la région fermée délimitée 


par la courbe de f(x) = l’axe des x, 


ae 
1 + PilLES 
x = Oet x = 27. Représenter graphiquement. 


4 
a) Évaluer Î “dr: représenter graphiquement 
1 


et interpréter le résultat. 

b) Définir In 8 à l’aide d’une intégrale définie ; 
représenter graphiquement et interpréter 
le résultat. 


1 
c) Définir In 5) à l’aide d’une intégrale 
définie et interpréter le résultat. 


d) Définir la fonction In x, où x € ]0, +cel, 
à l’aide d’une intégrale définie. 


Calculer approximativement les intégrales 
définies suivantes. 


4 
1 
a) | ——— dx; méthode des trapèzes, n = 4 
o Vr+I1 É 
b) [ sin Vx dx; méthode des trapèzes, n = 3 
0 


2 
c) | V9 + 4x? dx; méthode de Simpson, n = 4 
0 


3 
d) [ e** dx; méthode de Simpson, n = 6 
il 
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33. Une agence environnementale estime 
que le taux de variation de la quantité de 
pollution (en tonnes métriques par an) qu’une 
manufacture déverse dans une rivière est 
donné par P(r) = 0,1 + 15, où r représente 
le temps en années ; { = 0 correspond à 
l’année 2008. 


Calculer la quantité totale de pollution qui sera 
déversée dans la rivière de 2008 à 2018, 
a) de façon approximative en calculant 

S0 et o. ; 


b) de façon approximative en utilisant res- 
pectivement la méthode des trapèzes et 
la méthode de Simpson avec n = 10; 


c) à l’aide de l’intégrale définie. 


34. Calculer approximativement l’aire entre la courbe 
© de f donnée et l’axe des x sur l'intervalle donné. 


a) f(x) = cos (1 — sin 7x), sur [0, 3] 


à 


b) f(x) = = ee (loi normale) 
T 
1) sur [-1,1]; ui) sur [-3, 3]. 


C) f(x) = sin (1 + sin x) 
1) sur [0, al, où a>0et 
a est le premier zéro de f; 


ü) sur [a, b], où b>0et 
b est le deuxième zéro de f. 


35. Soit f(x) = (x — 1}? et g(x) = 2 sin x. Calculer 
© () approximativement l'aire de la région fermée 
entre la courbe de f et celle de g. 


Problèmes de synthèse 


1. a) Déterminer les valeurs de a, b et c telles que 


PAPERS, de 


c 
b) Au moyen du résultat précédent, compléter : 


D 
i=l 


10 


c) Évaluer > F à l’aide de la formule précédente. 


2. Soit f(x) = VX, où x e [0, 1] et 


1 2 2) _— 1 2 k 2 — 1 2 
AREAS 
n n n n n 
une partition de [0, 1]. 
a) Calculer Ax, et f{x,). 


b) Exprimer en fonction de n la somme 


de Riemann suivante: > f(x,) Ax,. 
k=1 
1 
c) Calculer | Vx dx à l’aide de 


lim ru) Ave 


npPtope 
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RQn* + 67 + 5n + an + b) 


d) Vérifier le résultat à l’aide du théorème 
fondamental du calcul. 


3. Évaluer les intégrales définies suivantes. 


et = 
a) dx 
[ xin VX 


b) [ VOr = x0) 8 dx 


o [vi x? dx 


__Sinx X 


of 
1 + re 


e) [ XV x + 2 dx 


2 1 
f) I  — 
F cos x + V3 sin x 


4. Calculer l’aire des régions fermées délimitées 
par les courbes suivantes. 


a) y=(x 2} +2,y = 0,y = -6x + 30etx = 0 


b) Vx + Vy 3,x=lety=1 6. Utiliser le théorème 3.10 (voir page 181) pour 
MN 

c) xy = let y = 3 — 2Vx 1 . 

Ne 


ii) interpréter le résultat obtenu en i) et 
représenter graphiquement. 


| À 
a) i) calculer | 
0 


d\)y=Inx,x=0,y=0ety—3 
e) y = Arcsin x, y = 0etxe[0,1] 


nn _ 
Doi 2 | co b) Calculer l’aire de la région fermée comprise 
g) y = cosxet y = 4 _ 4x +] entre les courbes de f(x) = 2 + Vx — 3x + 3 
Dr et de g(9 = Va — 5x + 7,oùxe [1,3]. 
2x7 4x 


h) y=cosx,y=——-—+1,oùxe [0,27] ; - ee : 
FT La fonction de densité de probabilité f(x) d’une 


variable aléatoire X est définie sur l’intervalle 
[0, b] par 


ES 


. Calculer l’aire des régions ombrées suivantes. 


a) yÀ Tangente à la courbe 
au point (2, 3) 


—ù  DSFE? 


fo = 
5e 


a) Déterminer la valeur de b. 


si 2<x<hb 


b) ; b) Calculer les probabilités suivantes et 
Tangente : ” courbe représenter graphiquement les aires 
a ui correspondantes. 


i) P(0O5=<X< 1,5) 
ii) PG<X<6) 
ii) PA <X<S) 

c) Déterminer E(X). 


8. Soit les fonctions f(x) = x? et g(x) = ax, où 
a > 0. Déterminer la valeur de a telle que 
l’aire, comprise entre les courbes de fet de g, 
est égale à 12,348 uw. 


D 
l 
9. a) Calculer [ LE dx, où a est l’abscisse du 
L % 
maximum et b, l’abscisse du point d’inflexion 
de la courbe de f(x) = es où x > 0. 
x 


© b) Déterminer à quoi correspond la réponse 
trouvée en à) et représenter graphiquement 
la courbe de f. 


© 10. Soit les fonctions f(x) = 2x — 15x + 36x 


et g(x) = mx. Déterminer l’aire de la région 
comprise entre la courbe de f et celle de g 


a) si g passe par le maximum relatif de f; 
b) si g passe par le minimum relatif de f; 


c) si g passe par le point d’inflexion de f. 
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11. 


12. 


13. 


14. 


196 


Soit f(x) = cos x + sin x cos x, où x € [0, 27]. 
Calculer l’aire de la région entre la courbe 

de f, l’axe des x, x = a et x = b tels que 

A(a, f(a)) est le point de maximum absolu de f 
et B(b, f(b)) est le point de minimum absolu 
de f. Représenter la courbe de f. 


Soit f(x) = x’, où x € [0, 1]. y 
Déterminer le point (c, f{c)) 
de la courbe tel que: 


a) l’aire de la région À, 

égale l’aire de la région À, ; 
b) la somme des aires À, 

et À, est minimale ; 


c) la somme des aires À, 
et À, est maximale. 


a) Déterminer le point (c, f(c)) tel que la somme 
des aires des régions À. et À, est minimale si: 


D 
4 


2x 
b) Soit f(x) = 3x°, g(x) = -6x + 24 et l’aire À 
représentée ci-dessous, où € — b = 3. 
Déterminer 


1) l’aire maximale, 
notée À  ; 
max 
ü) l’aire minimale, 
notée À .. 
min 


Soit f(x) = x°, où x e [0, bl,etce [0, b]tel 
que la tangente à la courbe de fau point 

(c, f(c)) est parallèle à la sécante passant par 
les points (0, f(0)) et (b, f(b)). 


a) Déterminer le rapport 
entre À et À. 


b) Calculer l’aire du 
parallélogramme 
OBCD. 


c) Calculer la distance 
entre la tangente 
et la sécante. 
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15. 


16. 


se . 


2 


Soit fx) = x et (x) = = Ë 


Déterminer une fonction 
h(x) telle que À, — À, pour 
tout f > 0. 


Soit f{x) = 2x* — 3x° + 3, où P et R sont 
les points de minimum de f, Q, un point 
d’inflexion de f, et D, la droite tangente à 
la courbe de fen Q. 


Calculer 


a) l’aire À ; 


) b) l’aire À. 


. Soit f(x) = sin x — = où x € [0, 2rrl, 
| M(a, f(a)) est le point de maximum absolu de f, 


I(b, f(b)), le point d’inflexion de f, 

m(c, f(c)), le point de minimum absolu de f, 

T est la tangente au point I et 

N est la droite normale à T. 

Déterminer l’aire de la région fermée 

a) À, délimitée par la droite T et la courbe de f 
sur [0, a]; 


b) À, délimitée par la droite N et la courbe de f 
sur [b, c|. 


a à = 2 
=2 
oblique de la courbe de f. Calculer l’aire de 
la région fermée 


et D l’asymptote 


a) À, délimitée par la courbe de f, l’axe des x et 
nee 

b) À, délimitée par D, la courbe de j, y = 4 
etx = 6; 

c) A, délimitée par D, la courbe de f, x = 0 
ety = 0. 


19. a) Soit f (r) une fonction représentée par 
la courbe suivante. 


Tracer la courbe F(x), où x € [0, 10], telle 
que F(x) = [ f( dt, en indiquant les points 


de maximum, de minimum et d’inflexion de 
la courbe de F. 


b) Soit g(r) une fonction représentée par 
la courbe suivante. 


g(t) 


Tracer la courbe G(x), où x € [0, 9], 
telle que G(x) = | g(?) df, en indiquant 
0 


les points de maximum, de minimum et 
d’inflexion de la courbe de G. 


20. Un objet est lâché du haut d’un édifice de 

M 44,1 mètres. Déterminer la vitesse moyenne 

de cet objet entre le moment où il est lâché et le 
moment où il touche le sol. 


21. Soit un objet de masse m,, situé en une valeur a sur 

où l’axe des x, et un second objet de masse m, situé 
à la gauche du premier objet sur l’axe des. x. Selon 
la loi de l’attraction universelle de Newton, 
toutes les particules de l’univers s’attirent avec 
une force directement proportionnelle au produit 
de leurs masses et inversement proportionnelle 
au carré de la distance d qui les sépare. 

Gm,m, 
d? 
Exprimer en fonction de c, et de c, le travail W 
requis pour déplacer le second objet de c, < a 
à c, < a, Sachant que le premier objet de masse 


Ainsi, F = , où G est une constante. 


m, est fixe. 


22. 


CxS 


24. 


. a) Le coût marginal pour la fabrication de 


Le temps de réaction 
d’un camionneur, 
lorsqu'un feu de 
circulation passe 

du rouge au vert, 

est une variable 
aléatoire X qui varie 
entre 1 seconde et 

4 secondes. 


a) Déterminer la valeur de k telle que 
x 

= k 
fc) = e 


pour la variable aléatoire sur [1, 4]. 


. est une fonction de densité 


b) Calculer la probabilité qu’un camionneur ait 
un temps de réaction 


1) supérieur à 3 secondes ; 
ii) inférieur à 2 secondes ; 
iii) compris entre 2 et 3 secondes. 


c) Calculer l’espérance mathématique de la 
variable aléatoire X et interpréter le résultat. 


coffrets d’une manufacture est donné par 
—q 


CUS SE e'®, où q représente le nombre 
d’unités et C, est exprimé en dollars. Déter- 
miner le coût supplémentaire de fabrication 
lorsque le nombre d’unités fabriquées passe 
de 50 à 100. 


b) Le revenu marginal pour la vente de 
lampes d’une manufacture est donné par 
R, = 3 — 0,04q + 0,003g°, où q représente 
le nombre d'unités et R, est exprimé en 
dollars. Déterminer le revenu supplémen- 
taire du manufacturier si le nombre d’unités 
vendues passe de 100 à 200. 


Un concessionnaire 
d’automobiles es- 
time que le nombre 
d’automobiles ven- 
dues mensuellement 
varie aléatoirement 
de 200 à 700. Soit X 
la variable aléatoire 
donnant le nombre, en centaines, d’automobiles 
vendues mensuellement, où X € [2, 7]. 
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25. 
(5) 


26. 


27. 


198 


a) Déterminer la valeur de k telle que 
f(x) = k(8x — x?) est une fonction de densité 
pour la variable aléatoire sur [2, 7]. 


b) Pour un certain mois, calculer la probabilité 
de vendre 


1) entre 300 et 525 automobiles ; 
ü) au moins 350 automobiles ; 
ii) au plus 325 automobiles. 


c) Calculer l’espérance mathématique de la 
variable aléatoire X et interpréter le résultat. 


d) La médiane de X, notée m, est la valeur de m 
telle que 


[ re dx = . oùme J2,7[. 


Déterminer la valeur de m. 


e) Le mode de X, noté M, est la valeur de x qui 
maximise f(x). Déterminer le mode de X. 


Une compagnie achète un nouvel ordinateur 
au coût de 2500$. Elle estime que le taux 


de variation de son revenu R est donné par 


= = 100(18 — 3V® et que le taux de variation 


de son coût C est donné par = = 100(2 + Vh, 


où test en mois, et À et C sont exprimés en 
dollars. Déterminer le profit maximal réalisé 
grâce à l’achat de ce nouvel appareil. 


Soit f(x) = 4 — (x — 2} et g(x) = x° — 4. 


a) Représenter graphiquement les courbes 
de f et de g. 


b) Déterminer le centre de gravité de chacune 
des régions planes fermées délimitées par 
les courbes de f et de g. 


a) Trouver le centre 
de gravité C(%, y) 
du triangle ci-contre. 


(-b, 0) 


b) Trois triangles équilatéraux 
de hauteur h sont placés de 
façon à former un trapèze 
isocèle. Trouver le centre 
de gravité de ce trapèze. 
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28. 


29. 


La profondeur h, en mètres, de l’eau à l’entrée 

d’un port de mer, ft heures après minuit, 

est donnée approximativement par 

US : 

h(i) = 8 + 4sin È } oùte [0, 24]. 

a) À quel moment de la journée la profondeur 
est-elle 
1) maximale ? 1i) minimale ? 

b) Déterminer les intervalles de temps pendant 
lesquels un bateau ayant besoin de 6 mètres 
d’eau de profondeur pourra accoster. 


c) Déterminer la profondeur moyenne durant 
les intervalles calculés en b). 


Déterminer le coefficient de Gini pour 


Le) les courbes de Lorenz L suivantes. 


= 9 
a) L est formée des segments de droites 


30. 


31. 


32. 


joignant successivement les points O(0, 0), 
A(0,3; 0,1), B(0,9; 0,6) et C1, 1). 


b) LG) = . 


Soit une fonction f continue, positive et croissante 
sur [a, b], et P une partition régulière de [a, b]. 


te to) (e “ <) 


n 


b) Sachant que S — lim Set que s = lim s,, 


n—+c n—+c 


démontrer que S = s. 


a) Utiliser le théorème de la moyenne pour 
l'intégrale définie pour démontrer que 
b—a 

b 


b 
<| = di < 2 E, où 0 < a < b, 
a 


b) À l’aide des inégalités précédentes, démontrer 


Lee 
("+ LJ<h oùnestun 
n n 


entier positif. 
Soit f une fonction continue sur [0, 1] et dérivable 


sur ]0, 1[ telle que f(0) = 0 a | fx) dx = 1. 


Démontrer qu’il existe au moins une 
valeur c € ]0, 1[ telle que f’(c) = 2. 


Perspective historique 
Exercices préliminaires 
41 Intégration par parties 


4.2 Intégration de fonctions 
trigonométriques 


4.3 Intégration par substitution 
trigonométrique 


4.4 Intégration de fonctions 
rationnelles par 
décomposition en une 
somme de fractions 
partielles 


Réseau de concepts 
Exercices récapitulatifs 


Problèmes de synthèse 


Techniques d'intégration 


e but de ce chapitre est de développer des techniques 

d'intégration permettant de déterminer des primitives et 

d'effectuer des intégrales définies. À la méthode de change- 
ment de variable étudiée au chapitre 2, nous ajouterons la technique 
d'intégration par parties, l'intégration de fonctions trigonométriques, 
l'intégration par substitution trigonométrique et l'intégration de fonc- 
tions par décomposition en une somme de fractions partielles. 


En particulier, l'étudiant pourra résoudre le problème suivant. 


Le taux de croissance d’une plante de 10 cm de hauteur est à la 
fois proportionnel à la hauteur h de cette plante et à (60 — h). Si, 
après trois jours d'observation, la plante mesure 12 cm de hauteur, 


a) exprimer h en fonction de f. 
b) Déterminer la hauteur de la plante après deux semaines. 


c) Trouver après combien de jours la plante atteindra la moitié 
de sa hauteur maximale. 


d) Donner l’esquisse du graphique de la fonction h et indiquer 
les coordonnées du point d’inflexion. 


e) Déterminer la taille de la plante à l’instant où son taux de crois- 
sance est le plus rapide. 


(Voir les problèmes de synthèse, n° 27, page 258) 
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PERSPECTIVE HISTORIQUE 


Calculer. c'est avoir accès à une boîte à outils remplie 
d'algorithmes et d'automatismes 


ériver et intégrer nécessitent une bonne dose 

de manipulations symboliques. Mettre au point 

une bonne notation n’est pas chose facile. Il 
faudra plus de cinq siècles aux scientifiques du monde 
arabo-musulman, puis ensuite plus de 200 ans aux scien- 
tifiques européens pour élaborer une notation algébrique 
vraiment efficace. Cette efficacité, qui nous semble si 
naturelle, cache ainsi très bien les douleurs de son enfan- 
tement. Heureusement, la notation symbolique de la 
dérivation et de l’intégration, qui est venue se greffer à 
la notation algébrique à la fin du xvrr° siècle, a pour sa 
part atteint plus rapidement un bon niveau de maturité 
grâce à la conscience qu'avait Gottfried Wilhelm Leibniz 
(1646-1716) de l’importance du choix des symboles. Ce 
n’est en effet qu’avec la notation de Leibniz que les notions 
de dérivées et d’intégrales peuvent s’incorporer dans un 
véritable calcul, c’est-à-dire un ensemble de symboles et 
d’algorithmes permettant d'effectuer avec des automa- 
tüismes un bon nombre d'opérations. Pour l'intégration, 
a priori une tâche difficile, le chemin sera assez long. 


Les mathématiques du xvirr* siècle se caractérisent par 
la suprématie du calcul symbolique, dont Leonhard 
Euler (1707-1783) est l’un des grands maîtres. Dans son 
Institutionum calculi integralis (1768) (notez le mot calculi 
dans le titre), Euler manifeste cette volonté d’aborder 
l'intégration comme un calcul. On y trouve l'intégration 
par les fractions partielles pour les fonctions rationnelles, 
l'utilisation de substitutions trigonométriques pour les 
fonctions contenant des racines (V ) et l’intégration par 
parties pour les fonctions exponentielles et logarithmiques. 
Mais le traité d’Euler s’adresse principalement aux autres 
mathématiciens de son époque et non à des étudiants qui en 
sont à leurs premières armes dans ce domaine. Sa lecture 
exige en fait une bonne connaissance des mathématiques 
de pointe d’alors. Pour convenir à un large public, cette 
première présentation des techniques d’intégration exige 
un travail de simplification. Mais encore faut-il ressentir la 
nécessité d’entreprendre un tel travail. Autrement dit, il faut 
d’abord considérer que le calcul a une grande importance 
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non seulement pour les mathé- 


maticiens, mais aussi pour 

, : 2 INSTITVTIONVM 
d'autres professions, “ À y CALCVLI INTEGRALIS 
a une population estudiantine ee POEVMEN PRIMVAI 


suffisamment nombreuse prête 
à recevoir une telle formation. 


LÉONHARDO EVLERO 
UT KENSALI EE 2 


La Révolution française (1789) 
et la réforme majeure de 
l'éducation qui s'ensuit sont 
à la source des changements 
sociaux qui font en sorte 
que le calcul différentiel et 
intégral se retrouve au cœur 
des sciences physiques et de 
l'ingénierie. En créant l’École 
polytechnique de Paris en 
1794, le gouvernement de la 
nouvelle République française 
enclenche un processus qui 
permet de reconnaître l’im- 
portance des mathématiques 
dans les cursus scolaires. 
Le succès de cette nouvelle 
école en fait, au xix° siècle, 
un modèle pour les univer- 
sités d'Europe, en particu- 
lier en Allemagne, puis, par 
imitation, pour celles des États-Unis. Étant au centre 
de l’enseignement à l’École polytechnique, il importe de 
donner au calcul différentiel et intégral une forme à la 
fois convaincante et accessible pour les étudiants. Les 
traités d’Euler et des autres mathématiciens du siècle 
précédent sont alors réécrits, leurs méthodes, simplifiées 
et systématisées, leurs fondements, questionnés et dis- 
cutés. Deux courants émergent de tout ce travail. D’une 
part, celui découlant de la systématisation des procédés, 
le calcul différentiel et intégral, d’autre part, celui des 
fondements justifiant le bien-fondé de ce calcul, ce que 
nous appelons maintenant l’analyse. 


Page couverture de 
Institutionum 
calculi integralis (1768) 


Leonhard Euler (1707-1783) 


1. Soit les triangles rectangles ci-dessous. 


ee) 


a 


Exprimer les fonctions trigonométriques 
suivantes 


a) en fonction de a et de x; 


1) sin@ 1i) cos 0 iii) tan 0 

iv) sec 0 v) csc 0 vi) cot 0 
b) en fonction de b et de y. 

1) sin œ ii) COS @ iii) tan @ 

iv) sec œ V) csc @ vi) cot @ 


2. Exprimer 0 en fonction de x si: 
b) x=2tan0 
d) (5x — 2) = 3 tan 0 


a) x = sin 0 
c) 4x = 5 sec 0 


3. Compléter les égalités. 


a) sin (A — B) = ____ b) sin (A + B) = ____ 
c) sin 24 = _____ d) cos (A — B) = ____ 
e) cos (À + B) = _____ f) cos 2A = _____ 

g) tan (A — B) = ____ h) tan (A + B) = 
i) tan 2A = j) 1—-sin 0 = 
k) 1 + tan? 0 = _____ 1) sec20 — 1 = ____ 


4. Exprimer en fonction de cos 26. 
a) cos? 0 b) sin? 0 
5. a) Déterminer la valeur de k telle que: 
1) x +4x+7=(x+2} +k 
li) 12 — 4x — 4x = k — (2x + 1} 
iii) 9x? + 24x + 11 = (3x +4) +k 


b) Écrire les expressions suivantes sous 
la forme a(x — h}? + k. 


De FT 
Sr ire 0 
iii) 6x — x? 
6. Décomposer en facteurs les expressions suivantes. 
dr 2 UT b) x* — 9x? 
€) °° —8 El) 2 = 3 = di 


10. 


11. 


Exercices préliminaires 


7. 


Effectuer les divisions suivantes. 
2x + 6x + 6x — 1 
+x+l 


RP 0 
@œ@—1Y 


a) 


b) 


. Effectuer les sommes suivantes. 


A B C 
Der + Î 
RUN IP) 
se Gé +4 
Ax+B Cx+D 
3 de 3 3e + 


A 
b) —+ 
X 


c) 


. Résoudre les systèmes d’équations suivants. 


a) -3A + D = 21 


4A — 3B =-8 
4B — 3C = -63 
AC = 84 
b) A+2B-—3C=3 
3B — 4A = -8 
6C — 2A = -6 
c) 34—B+2C=7 
A+2B-C=0 


2A — 4B +3C=8 


d) 24—4B+C-3D=6 
4A + 16B — 3C — D =-10 
CAB SC D 3 
2A —8B+C-D=0 


a) Déterminer du si: 
1) u = 3x — 5x 
ii) u = e* cos 3x 
b) Déterminer v si: 
1) dy = (x + cos 2x) dx 
ii) dv = = à dx 


Î +3 


Calculer les intégrales suivantes. 


a) Î sin Ë dx 


C) [an u du 


b) [see 0 dO 


d) Î csc 5x dx 
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4.1 Intégration par parties 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra intégrer certaines fonctions 
à l’aide de la technique d’intégration par parties. [ D an = [ 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 


d'utiliser la formule d’intégration par parties pour résoudre 


certaines intégrales où | v du est intégrable à l’aide d’une formule de base, 


d’un changement de variable ou d’artifices de calcul; 


d'utiliser plusieurs fois la formule d’intégration par parties dans un même problème ; 
d'utiliser la formule d’intégration par parties pour résoudre certaines intégrales où nous 


obtenons une intégrale identique à l’intégrale initiale ; 


FORMULE 
D'INTÉGRATION 
PAR PARTIES 


d'utiliser la formule d’intégration par parties pour obtenir des formules de réduction ; 
d'utiliser une formule de réduction appropriée pour effectuer certaines intégrales ; 
d'utiliser la formule d’intégration par parties pour calculer des intégrales définies. 


Formule d'intégration par parties 

Soit u et v, deux fonctions différentiables exprimées en fonction d’une même 

variable. 

Nous avons déjà vu au chapitre 1 (voir l'exemple 2 dans la section 1.2, page 15) que 
d(uv) = v du + u dv 


donc, u dy = d(uv) — v du 


ainsi, Î u dv = Î d(uv) — [ y du (en intégrant les deux membres) 


+ C- [ru 


Dans la formule d’intégration suivante, nous omettons cependant la constante C, 


puisqu’une constante d’intégration apparaîtra lorsque nous évaluerons Î v du. 


[ua = uv fs au 


Nous constatons que le calcul de Î u dv est ramené au calcul de [ v du qui, si nous 


faisons le bon choix de u et de dv, devrait être plus simple à calculer que Î u dv. 


Les méthodes d’intégration étudiées jusqu’à maintenant (formules de base, 
changement de variable) ne nous permettent pas de résoudre l’intégrale suivante. 
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SUN Calculons | xe* dx. 


Utilisons la formule d’intégration par parties pour la résoudre. 


Il faut alors associer Î xe* dx à Î u dv. 


Ici, plusieurs choix sont possibles, par exemple : 


choix 1: | xe* dx 
Si — 
u dv 


choix 2 : Î 


e* x dx 
LE) 
u dy 


choix 3: fe e* dx 
7 
u dv 


Résolvons, si c’est possible, l’intégrale en utilisant successivement les trois choix précédents. 


Choix 1 
dv = dx 
= nr C; 


u = Xe” 
du = (e* + xe*) dx et 


en différentiant 


ua = uv — fau 


en intégrant 


[re tete Je MEME PEN : 


L'intégrale Î (eh der C'eiC re )dx 
est plus difficile à effectuer que l’intégrale 


initiale Î xe* dx. 


Choix 2 
u = €* dv = x dx 
du = e* dx et = © 


en différentiant 


[ua = uv - frau 
x2 x 
X — Xl — + — — + GR 
fera ef a lé Ce ax 


= 
x 


L'intégrale Î Ë ÉRCe e) dx 
est plus difficile à effectuer que l’intégrale 


initiale Î xe* dx. 


en intégrant 


Nous constatons que ces derniers choix n’étaient pas appropriés. 


u=X dy = e* dx 
Choix 3 An = dx et v=e+C, 


[ua = uv [va 


fr eee) Je TC)4x 


en différentiant en intégrant 


D CoiC ml aC CC] 
ae MCE OC 


4 
= xe —e +C 


(en intégrant) 


(en simplifiant et en posant C = -C,) 


d’où fre a = xe —e +C 


Remarque À l'avenir, nous omettrons d'écrire la constante provenant 
de l'intégration de dv, car celle-ci se simplifie toujours. Nous ajouterons 
la constante d'intégration C, une fois l'intégration terminée. 
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La réussite de l’intégration par parties repose donc sur un choix judicieux de u et de 
dv, où dy doit être facilement intégrable. 


| Exemple 2 | Calculons, si c’est possible, Î x° In x dx en utilisant les deux choix 


suivants. 
Choix 1 : Choix 2 
u = X° dv = In x dx u=Inx dv = x° dx 
[" dv = uv — f du et : 1 et _ 
du = 3x° dx v =? du = — dx er) 
_—. _ Le il 
Ce choix n’est pas approprié, car on : [éimxdx=An0(—|- | 4 
: Jess 4 4 x 
ne sait pas calculer | In x dx avec les (SE) —— —— einer 
| . u y v du 
techniques étudiées jusqu’à maintenant. _éinx 1 fe . 
4 4 
énet LC 
4 4 16 
d'où [as n x ee 
4 16 


Dans certains cas, pour résoudre Î v du, provenant de la formule d’intégration par 


parties, nous devons effectuer un changement de variable ou un artifice de calcul. 


E | Exemple 3 | Calculons | Arc tan x dx et | x Arc tan x dx. 


u = Arc tan x dv = dx H — Arctan x a = nou 
rc et 1 et ne 
du = x dx V=Xx du = x dx os 
| Arc tan x dx = (Arc tan x) (x) — Î de dx : Î x Arc tan x dx = (Arc tan x) = Î ne 
ns CR Rs 1 + x QE 2) ONE 
u dv u y D — : u —> —— nn —, —— 
v du : u v y du 
: dv 
$ 2 2 
= x Arctanx = | x _ dx __x7 Arc tan x | x 
he IE 2 DMX 
dh = 2x dx 
1 = x Arctan x = à [Fan : _ * Arctanx _ 1 fl = I dx 
PER 2Jh 2 2 il 


= x Arc tan x — Sin [h| + C (en divisant x par (X + 1)) 


: a 
= x Arc tan x — Lin (1 + 6) + C = FAR ARE ra 
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Utilisations successives de la formule d'intégration 
par parties 


Il peut arriver que nous ayons à réitérer l’utilisation de la formule d’intégration par 
parties pour calculer une intégrale donnée. 


SOUUERE Calculons | x° sin 4x dx. u = , dy = sin 4x dx 
e 


-x° cos 4x -COs 4x Ha 2 à = 
| x sin 4x dx = Î 3x? dx 
4 4 
3 Fr = 
+ a F- ; Ja cos 4x ai u=x : dv ne 
du = 2x dx es 
Fe de 
: Dei à Jrsinar a] 
U=Xx dv = sin 4x dx 
-x°cos 4x 3xsin4x 3 : £ 
= E + = à fx sin ral Pre. ec = — 
-x5 2 ç] = 
_ zécos 4x | 3x/sin4x _ 3 | xcos 4x | 1 [cos 4x al 
4 16 8 4 4 
S one 
ne: EE + 35 + . _— = eos 4x enr 
du = 4 dx 
-xcos 4x  3x?sin 4x  3xcos 4x 3 | sin 4x 1 
= + + Eté DE 
4 16 32 >| 4 | or 


He : 
x° cos 4x : 3x° sin 4x | 3x cos 4x 3 sin 4x LC 
4 16 32 128 


d’où fe sin 4x dx = 


Remarque Dans ce type d'intégration, nous pouvons obtenir l’intégrale indéfinie en 
plaçant convenablement dans un tableau 


. u et ses dérivées successives jusqu’à possiblement obtenir 0 en alternant 
les signes Œ et e) de la façon suivante: Œ u, e) u’, Œ u”, e u”, etc. ; 


* dvetses intégrales successives. 


Dérivées successives u © 1e © sx © 6x © 6 0 


datée . 7 dr -Cos 4x -sin4x cos 4x sin 4x 
ntécrales SUCCESsSIves 
È 4 16 64 256 


Le résultat est obtenu en additionnant le produit des éléments situés aux extrémités 
des flèches. Ainsi, 


-xX cos 4x 3x? sin 4x  3xcos 4x 3 sin 4x 
* sin 4x dx = - + + C 
l ni Li 4 16 32 128 
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Cas où nous obtenons une intégrale identique 
à l'intégrale initiale 


DOOUUERE Calculons Î e* cos 3x dx. 


= p2X = 
2 cos x de = SX (sin. A 
d Li 3 3 . du = 2e* dx = eu 
s esmsx 2 De u = e> dv = sin 3x dx 
8) 5 _ et -Cos 3x 
du = 2e” dx y = re 
esin 3x 2] -e*cos 3x -COS 3x. 
= Dead 
3 3 3 3 
. e*sin3x  2e*cos3x 4, 
donc, | e cos 3x dx = Î e” cos 3x dx 
3 9 9 
Nous constatons que cette dernière intégrale est identique à l'intégrale initiale, que nous notons /. 
e*sin3x  2e*cos3x 4 
Ainsi, I = Lu ÿl (car — Je cos 3x ax) 
3 9 9 
4 esin 3x 2e cos 3x (le membre de gauche étant une famille de fonctions, 
Re TS US 2 $C j nous ajoutons C, au membre de droite pour obtenir 
9 3 9 également une famille de fonctions) 
13 e*sin3x  2e”*cos 3x 
I = <e hi : 
9 3 9 
OeSmOr 726 2chS x 
= | + e C = + c,) 
13 5 9 
è e* (3 sin 3x + 2 cos 3x 
d’où [e cos 3x dx = ( 3 ) + (Q (cars = Je cos 3x ax) 


Remarque Nous aurions pu résoudre l’intégrale précédente en posant, à la première 
étape, u — cos 3x et dv — e” dx et, à la deuxième étape, u — sin 3x et dv — e* dx. 


HOUNERA Calculons | sec* x dx. 


u = Sec X dv = sec? x dx 
sec? x dx = |sec x sec? x dx et 
du = sec x tan x dx y = tan x 
— sec X tan x — Jean x see x tan x d 
= sec x tan x — [pee a tant xs 
— sec x tan x — [sec x (sec? x — 1) dx (car tan? x = sec? x — 1) 


= sec x tan x — [sec x — sec x) dx 


[sec x à = sec tan x — [sec x de + [sec x 
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(w 


2 [sec xax = sec x tan x + In [sec x + tan x] + C 


1 
d’où Îses x de = À (see x tan x + in [sec x + tan x] + C (c-) 


Le tableau suivant illustre le choix préférable de u et de dv pour différents types 
d’intégrandes. 


Soit P(x), une fonction polynomiale, 
T(x), une fonction trigonométrique, 
E(), une fonction exponentielle, 
L(), une fonction logarithmique, et 
A(x), une fonction trigonométrique inverse. 


Forme Choix Exemple Choix 
= 20 
Î P(x) TG) dx Det Î + x) sin 5x dx | 
dy = T(x) dx dv = sin 5x dx 
—= — 
Î PQ) EG) dx ne . Î x ex dx ee. 
dv = E(x) dx dv = e* dx 
= — ] 
Î P(x) L(x) dx eu | ue 
dy = P(x) dx dv = (x + 1) dx 
Î P(x) AG dx HR Î Arc sin 4x dx ni 
dy = P(x) dx dv = 1 dx 
m1 = VJE(:) Î . _ n = 
CMCOS ST UAX 
dy = T{x) dx dv = cos 3x dx 
[sc T(x) dx ou te a lle ed te 
u = T(x) | a u = COS 3x 
dv = E(x) dx dv = e7 dx 


Formules de réduction 


Dans certains cas où nous devons utiliser plusieurs fois la formule d’intégration par 
parties pour trouver une primitive, il est possible d'utiliser une formule de réduction 
nous permettant de trouver plus rapidement cette primitive. 


Exemple 1 


a) Déterminons une formule de réduction pour Î sin” x dx,où ne {2,3, 4, ...}. 


Pour utiliser la formule d’intégration par parties, il faut d’abord transformer | sin” x dx. 


(w 
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Soit 1 = [sin x dx = [six sin x ax 


u = sin" !x dv = sin x dx 
et 
du = (n — 1) sin"? x cos x dx V = -COS X 


I = -sin""! x cos x + (n — D eos x sin"? x cos x dx 
= -sin""!xcos x + (n — 1) [eos x sine -2 x ax 
= -sin"”-! xcos x + (n — 1) [e — sin? x) sin”? x dx (cos? x = 1 — sin? x) 
= -sin""! x cos x + (n — 1) [sine - sin" x] dx 
I = -sin""! x cos x + (n — 1) [sinr-? x dx — (n — 1) [sin x ax 
I = -sin""! x cos x + (n — 1) fin? x dx —(n—1)7 (eur 1= [sin x) 
T+ (n — 1)7 = -sin"-! x cos x + (n — 1) fin? x dx ant, 


nl = -sin" =! x cos x + (n — 1) [sin x dx Ce 


L’exposant a diminué de 2. 


| | 


; -sin"=!xcosx n—lf. 
[six dx h—— + [sw = DE dx + (C (cars = [sw 2e ax) 


n n 


Nous remarquons que la dernière intégrale a la même forme que 
l'intégrale initiale, sauf pour l’exposant n, qui a diminué de 2. 


D'où nous obtenons la formule de réduction suivante. 


. -sin"=lucosu n—lf. x 
[sin u du = 2 sin" -?udu,oùne {2,3,4,...} 
n n 


Par un procédé analogue, nous pouvons trouver la formule de réduction suivante. 


cos"-lusinu n—l à 
[eos du = ++ cos"-?u du,où ne {2, 3,4, ...} 


n n 


Lorsque nous utilisons de façon successive une des formules précédentes, 


* sin est impair, la dernière intégrale à effectuer sera Î sin x dx ou | cos x dx; 


* sin est pair, la dernière intégrale à effectuer sera Î dx. 
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b) Calculons | sin” x dx et Î cos” 5x dx, en utilisant les formules de réduction précédentes. 


-sin? | x cos — 
[six à = = EEE foin dx [eossx ai = + feos u du 


— : î il : _ 
= Sheme 4 2 far : u = 5x -e SU 4 3 cos? du 
MS Loos : 
LÉ : 1 _ 1|cos’usinu 
- re C : dx = + du | 2 He cos u du 
: pe 
-1 MS 4 Ésinu + C,] 
cos? 5x sin 5x 2 sin 5x 
= + = 5x 
15 15 CEST) 


Exemple 2 


a) Déterminons une formule de réduction pour | x" e® dx, où a e R\{0} 
etne {1,2,3,...}. 


L'exposant a diminué de 1. 


| Fe. \ ne dv = e“ dx 
Xe dx — x € = a x"=! e dx t ex 
a = 
| a a À u nx 12 
Identique 


Nous remarquons que la dernière intégrale a la même forme que l'intégrale 
initiale, sauf pour l’exposant n, qui a diminué de 1. 


D'où nous obtenons la formule de réduction suivante. 


[ur e du = _ 2 unten du, où a € R\(O) etne {1,2,3,...) 
a 


b) Calculons | x? e* dx en utilisant la formule de réduction précédente. 


ee LC : | 
x? e* dx = 3 = 3 x e* dx (formule de réduction, où n = 2 et a = 3) 
ere | * dx] (formule de réducti 1 3) 
= e*” ormule de réduction, où n = 1 et a = 
3 11 5 5 
LC 2 
= RC | CEA 
3 9 9 
PC 2 2 
ne CS ie Se (C 
3 9 9 3 
2 
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Utilisation de la formule d'intégration par parties 

pour calculer des intégrales définies 

L'utilisation de l’intégration par parties et du théorème fondamental du calcul permet 
de calculer des intégrales définies. 


La représentation suivante illustre en termes d’aires l'intégration par parties d’une 
intégrale définie. 


A, + A, + À, = Aire du rectangle OPQR 


v(b) u(b) 
[ u dv + [ v du + u(a) v(a) = u(b) v(b) 
v(a) u(a) 

u(b) 


v(b) 
[ u dv = u(b) v(b) — u(a) v(a) — [ v du 


(a) 4 u(a) 


v(b) b u(b) 
vb) < [ u dv = uv| — [ v du 
y qe u(a) 


(a) 
Lorsque u et v sont des fonctions de x et que x varie de a à b, nous avons 


2 
HOUURE Calculons | xe”* dx, de deux façons différentes. 
—?} 


1" façon : 2° façon 
ë D 
Calculons d’abord | xe * dx. Calculons [ xe 7? dx. 
: 9 
u =Xx dv = e7 dx u=Xx dv = e * dx 
et 7 et ea 
du = dx y = du = dx y = 
2) À 


2 2 4 


Calculons ensuite l’intégrale définie. 


2 2 
-xe = 
2x d — — 
[ xe x > à 


=? 


; 1 4 
—|_,-4 4 25 en à 
Ce " ( A EN 


ee nes Ie -xe x ex : : _ -xe 
xe X* dx = ne ex = ——— r (C xe 7 dx = 
: =? 


Pr cn 2e | Dicre 
(théorème fondamental 2 2 4 
du calcul) : 


210 CHAPITRE 4 Techniques d'intégration 


SOUUPA Soit f(x) = In x, où xe [e”!, el. 


a) Calculons [ In x dx. 


: b) Calculons [ In x dx. 


e 


ne=1 u=Inx _ dv = dx [nr = @inx-» 
ne '=-1 Fe. v = Fa 
A = (ehe—e—-(etIne!—e"i 
fmxa=xmx- Ja SHC) = Ce Cie) 
_2 
d'où fnxdx= xx x+ € e 
c) Calculons l’aire À de la région délimitée par 
la courbe d’équation y = In x et l’axe des x 
lorsque x € [e”', el. 
Déterminons x, tel que f(x) = 0. 
f@ = Inx In x = 0, donc x = 1 
ne sur [e”', 11,4... = (0 — y) Ax 
Ainsi À = À + A, sur [1, e], "= (y — 0) Ax 
1 e 
= | (0 — In x) dx + [ In x dx 
Pl il 
= (-x in x + x) je + (x In x = 5) 
In 1 = =[C1In1+1D)—-(e ne !+e)]|+[enme—-e-({inl-1)] 
In e = = 2 — 2e”! 
me!=-1 


d’où À = 1,26 u’. 


EXERCICES 4.1 


1. 


Calculer les intégrales suivantes. 
t sin 2f 
a) |xe* dx b) [ 3 dt 
0 
c) Î In 8x dx d) [ 30 cos (o) d0 
e) [Vin x dx f) Mer 


. Calculer les intégrales suivantes. 


x sec? 6x dx 


a) b) 1 Arc sin 5x dx 


c) [ {sec f tan f dt d) |x? Arc cos x° dx 


e) |xe* dx f) |y? Arc tan y dy 


3. Calculer les intégrales suivantes. 
b) 
x? — 5x 
d) [ = 4 
e X 
. Calculer les intégrales suivantes en utilisant un 


tableau contenant les valeurs successives de u 
et de dv. 


x? sin x dx x2e* dx 


a) 


x In? x dx 


c) 


a) [ex —3x+4)e"dx D) [e cos (2) dô 
. Calculer les intégrales suivantes. 


a) Î e* sin x dx b) |e-* cos 2x dx 
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c) |cos° 0 dô d) {cos (In x) dx 


e) [sr 31 cos 4f dt f) [csc* x dx 


. Calculer les intégrales suivantes. 


a) |log x dx b) |xin? x dx 
c) Î x? In x dx d) [x sin 2x dx 
e) Î sin 0 sin 40 dO f) |xArc sec x dx 


. Démontrer les formules de réduction suivantes. 
a) fr ax dx = x In" ax — n [ne ax dx 
oùne{1,2,3,..} 


cos" = ! ax sin ax 
na 


b) [es ax x = 2 fs ax 
n 


où n € 12, 3,4,...} 


sec"-?axtanax n—2 
(n — la nl 
où ne {2,3,4,...} 


c) Ï sec" ax dx = | sec"? ax dx, 


tan" =! ax 


8. 


10. 


Utiliser la formule appropriée pour calculer 
les intégrales suivantes, après avoir fait un 
changement de variable si nécessaire. 


a) [in x dr b) ar 4x x 


d) [ sec” (2 d6 


f) [ tan’ 2x dx 


c) [ cos” 3x dx 
e) | tan x dx 


g) [ 5x? cos‘ 2x dx h) Î & sec & dx 


. Évaluer les intégrales définies suivantes. 


0 


a) | xe* dx 
-1 


b) [ina 
il 


T 0,5 
c) [ cos” x dx d) [ Arc sin x dx 
0 0 


Calculer, à l’aide de l’intégrale définie, l’aire 
des régions fermées délimitées par les courbes 
suivantes (représenter graphiquement les régions 
à l’aide d’un outil technologique). 


-2etx = 1 


a) y = xe",y = 0,x 


b) y = Arctanx,y =0,x=-letx=1 


c) y=xsinx,y =0,x=0etx =27 


Dy= PE y= x 05etx = 2 


e) y = cos? x, y 


d) [an ax dx = — fran ax dx 


(n — 1)a 
où n € {2,3,4,...} 


0,x=0etx=7 


4.2 Intégration de fonctions trigonométriques 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l’étudiant pourra 
intégrer certaines fonctions trigonométriques 
en utilisant des identités trigonométriques 

et des changements de variable. 


1 
[sr 5x sin 2x dx = Ê [cos (5x — 2x) — cos (5x + 2x)] dx 


1 { sin 3x : sin 7x Le 
3 7 


Plus précisément, l’étudiant sera en mesure: 


* de calculer des intégrales de la forme [ sin” ax dx ou [ cos" ax dx, où ne {2, 3, 4, ...}; 
+ de calculer des intégrales de la forme [ Sin” ax COS" ax dx; 
+ de calculer des intégrales de la forme [ (sin ax cos bx)" dx, [ (sin ax sin bx)" dx et [ (cos ax cos bx)"' dx; 


+ de calculer des intégrales de la forme [ tan” ax dx, Î sec” ax dx et Î sec” ax tan” ax dx. 
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Voici une liste d’identités trigonométriques qui pourront être utiles lors du calcul 
de certaines intégrales de fonctions trigonométriques. 


1) sin? À + cos? À = 1 


2) 1 + tan’ À = sec? À 


3) 1 + cot? À = csc? À 


4) sin? 4 = À cos 24 ee = 
5) cos À = HEC _. = 


6) sin À cos À = > sin 2A 


7) sin À cos B = : [sin (A — B) + sin(A + B)] 


8) sin À sin B — = [cos (A — B) — cos(A + B)] 


9) cos À cos B = . [cos (A — B) + cos(A + B)] 


Le calcul d’intégrale de fonctions trigonométriques nécessite de la réflexion et de 
lintuition lorsqu'il faut choisir les identités trigonométriques à utiliser et la méthode 
d'intégration à employer. 


Intégrales de la forme | sin” ax dx ou Î cos” ax dx, 
où n € {2, 3, 4, ..} 


Pour résoudre des intégrales de ces formes, il est toujours possible d’utiliser les 
formules de réduction suivantes. 


-sin"-lucosu n—l 
+ 


[sin a du = [sin «du, oùn € 12,3,4,.. 


n n 


cos'-lusinu n—l : 
cos”? u du, où ne {2, 3, 4, ...} 


n n 


[ cos" u du = 


Nous pouvons également utiliser différentes identités trigonométriques pour calculer 
ces intégrales. 


Dans le cas où n est impair (n = 2k + 1,où ke {1, 2, 3, ...}), nous devons 
transformer l'intégrale initiale de la façon suivante, 


Î [sin axP#*! dx — Î [sin axf# sin ax dx 
ou 
Î [cos ax[**! dx = Î [cos ax[* cos ax dx 


afin d’utiliser un changement de variable approprié. 
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HOUUERME Calculons I et J si = [sr x dx et J = [eos 3x dx. 


a) 1= sin x sin x di b) = [eos 3x cos 3% ax 
= [ (sin? x) sin x dx = [ (cos? 3x})° cos 3x dx 
= Je — cos? x) sin x dx COS = [e SIN at) COS AT UE 
du = -sin x dx 
= [e — uŸ (-du) -du = sin x dx = [e = pPY ( au) u = sin 3x 
du = 3 cos 3x dx 
ë 1 
= fo — sue + 306 — 09 du = 2 Jo 206 + u9 au 7 du = cos 3x dx 
3u  u’ 1 28 uw 
= {uw + -—)+ = +—]+cC 
C NT : :. 3 C 3 ÿ 
3 cos°x cos’ x sin 3x 2sin°3x  sin° 3x 
= -Cos x + cos” + À : = À DE 
COS x + COS” x 5 7 C 3 9 15 


Intégrales de la forme Ï sin” ax cos” ax dx 


1“ cas: m = loun=l 


Dans ce cas, nous procédons de la façon suivante : 


m=l ° pour Î Sin ax COS” ax dx, 


"1 | 
nous posOns 4 — COS aX, ainsi du = sin ax dx; 


si ° pour Î Sin” ax COS ax dx, 


nous posons 4 — Sin ax, ainsi à du = cos ax dx. 


2° cas: m ou n est un entier impair plus grand ou égal à 3 
Pour résoudre des intégrales de cette forme, 


*__ nous conservons une copie de la fonction trigonométrique affectée d’un 
exposant impair dans le but d'obtenir une intégrale de la forme 


.. Sin ax dx ou e cos ax dx, 


*__ nous transformons le nombre pair de copies restantes en utilisant l’identité 
1) sin? À + cos? À — 1, 


*__ nous effectuons le changement de variable en assignant à w l’autre fonction 
trigonométrique obtenue. 
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SOUURE Calculons les intégrales suivantes. 


sin 2x 
a) 1 = |sin* x cos x dx D) J = | ——— dx 
Î ) V'cos 2x 
= 
I = | sin x (cos? x}? cos x dx J = Î (cos 2x) 5 sin? 2x sin 2x dx 
_ 
= | sin‘ x (1 — sin? x}? cos x dx = Î (cos 2x) 5 (1 — cos? 2x) sin 2x dx 
oi 
= [a — w} du u =Ssinx =[ (1 — w?) C4) U = COS 2x 
du=cosxd& | ae du = -2 sin 2x dx 
—= 47,6 8 : == =, ya 
IC 2u$ + uÿ) du E (u us) du Re 
5 2 fl 9 1 _ 
u u u : -1 [Su Su 
= +—+C =—|—- + C 
5 7 9 2 4 = 
cos) SAT 20) à “ NS WE 
d'où 1 = IE - IS 4 SE 4 c d'où = (5 == n )+c 


Dans le cas où m et n sont tous les deux des entiers impairs, nous pouvons choisir 
de transformer l’une ou l’autre des fonctions. Par contre, les calculs sont plus simples 
en choisissant de transformer le facteur dont l’exposant est le moins élevé. 


3° cas: m et n sont des entiers pairs et non négatifs 


Pour résoudre des intégrales de cette forme, nous pouvons utiliser les identités 
trigonométriques suivantes. 


1 — cos 2A __ 1 + cos 2A 


4) sin? À = 5) cos’ À ; 6) sin À cos À — = sin 2A 


HOUMUEPA Calculons Î sin? x cos“ x dx. 


| sin? x cos“ x dx = | (sin x cos x}? cos? x dx 


_ ffsin 2xŸ f1 + cos 2x . __sin2x , _1+cos2x 
2 2 X Sin X COS X — 2 COR 2 


— ë | Î SIN 2X 0x + | sin? 2x cos 2x di (en effectuant) 
= L em. + [sin 2xc0s 2x dx (sin 2x = no . 
8 2 2 
u = Sin 2x = LA ([i ax — fes 4x dx) + [si 2x cos 2x a 
du = 2 cos 2x dx 
. = 
7 du = cos 2x dx = x ste), sr | tn (C (Jeosarax = sin] 
: de 
d’où Î sin? x COS" x dx = == + UE + C 
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Intégrales de la forme Ï (sin ax cos bx)" dx, 


Ï (sin ax sin bx)" dx et Ï (cos ax cos bx)" dx, 
où n € {1,2, 3, ...} 


Dans le cas particulier où n = 1, il est possible de résoudre cette intégrale en 
utilisant la méthode d'intégration par parties. 


Nous pouvons également utiliser les identités trigonométriques suivantes 


7) sin À cos B — : [sin (A — B) + sin (A + B)] 
8) sin À sin B — à [cos (A — B) — cos (A + B)] 


9) cos À cos B — = [cos (A — B) + cos (A + B)] 


pour résoudre des intégrales de ces formes, où n € {1, 2, 3, ...}. 


HOUR Calculons Î sin 5x sin 2x dx et Î cos () cos () dx. 


a) | sin 5x sin 2x dx - b) Î cos z) cos F) dx 
= | ; Cor 2) rcoss re oi de = | ; [cos Ë x) RICOS Ë cr :] ée 
(identité 8): (identité 9) 
= ; | [cos 3x — cos 7x] dx - = | | [cos F) + cos Ë) dx 
= ; (a sn) cn (C - = Le sin ) cu sin ) dr (C 
= = ru TC - = -3 sin E) < sin 5) TIC 


Certaines intégrales peuvent nécessiter l’utilisation de plusieurs identités. 
DOuUERA Calculons | sin? 3x cos? 2x dx, notée 1. 
I = [ (sin 3x cos 2x)? dx 
ee à : 
= Î Ê nr ler Gin ur 2) dx (identité 7) 
= [ (Gin x sn sur 


1 ; : : : 
= 4 Î (sin? x + 2 sin 5x sin x + sin? 5x) dx (en effectuant) 
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= : | Î sin?x dx + 2 | [cos (5x — x) — cos (5x + x)] dx + Î sin? 5x ax| (identité 8) 
1 — — e 
=— == ue re [cost — cos 6x) dx + | Fc Le | dx (sa = Re 2) 
4 2 2 2 
1 [Ë sin 2 su (a 4x sin “) nu É sin D] eo 
4 [\2 4 4 6 À 20 
__X  Sin2x + Sin 4x sin6x sin 10x LC 
4 16 16 24 80 
Intégrales de la forme Ï tan” ax dx, où n € {2, 3,4, ...} 
Pour résoudre des intégrales de cette forme, il est toujours possible d'utiliser la 
formule de réduction suivante. 
il 
[nr u du = ten T — fun u du, où n € {2, 3, 4, ...} 
7e 
Nous pouvons également transformer l'intégrale initiale de la façon suivante: 
Î tan” ax du = Î tan"? ax tan? ax dx et utiliser l'identité trigonométrique 2) 
1 + tan? À — sec? À afin de remplacer, dans l’intégrande, tan° ax par (sec? ax — D). 
SOUUERE Calculons Î tan‘ 70 d6. 
Jan 70 d0 = [un 70 tan° 70 dO 
= | tan? 70 (sec° 70 — 1) d0 (tan? 70 = sec? 70 — 1) 
= [un 70 sec? 70 dO + Ja 70 d0 (en effectuant) 
= [ar 70 sec? 70 dO + fee: 70 —1) dû 
u = tan 70 = [ar 70 sec? 70 d0 + [see 70 d0 — [: d0 (en effectuant) 
du =7 sec? 70 d0 I I 
7 du = sec? 70 db =} [ua +3 fau - 6 + c 
3 
a 
T3 7 
5 
d'où Î tan‘ 76 d0 = 2 _ 1€ 
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Intégrales de la forme Ï sec” ax dx, où n € {3, 4,5, ...} 


Pour résoudre des intégrales de cette forme, 1l est toujours possible d’utiliser la 
formule de réduction suivante. 


e—= il n —]l 


sec'-?utanu n—2 : 
[sec a du = + [recu du one 13,415, ) 


Nous pouvons également transformer l'intégrale initiale de la façon suivante, selon 
que n est pair ou impair. 


1 cas : lorsque n est un entier pair et r = 4, nous pouvons conserver une copie de la 
fonction trigonométrique sec? ax et transformer le nombre pair de copies restantes 


en utilisant l'identité trigonométrique 2) 1 + tan’ A — sec? À, afin d’utiliser un chan- 
gement de variable approprié. 


HOOUUERE Calculons | secf x dx. 


Î sec x dx — [ (sec? x}? sec? x dx 


= [CS rl) sect dr HEtan 4 ec A) 


= a + 1 au u = tanx 


du = sec? x dx 


C + 2u? + 1) du 


t 5 3 
anx , 2tan x 
5 3 


+ tan x + C 


d’où [ec x dx 


2° cas: lorsque n est un entier impair et n = 3, nous pouvons utiliser la formule 
d'intégration par parties. 


Intégrales de la forme Ï sec’ ax tan” ax dx 


1 cas: n est un entier pair, n = 2,etme IR 


Pour intégrer des fonctions de cette forme, nous pouvons transformer, si c’est néces- 
saire, la fonction initiale de façon à obtenir dans l’intégrande sec? ax et utiliser 
l'identité trigonométrique 2) 1 + tan’ A — sec? À, afin d’utiliser un changement de 
variable approprié. 
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SOUUCRE Calculons les intégrales suivantes. 


di ni UT 
a) tan” x sec‘ x dx = |tan* x sec? x sec? x dx : b) I tan” x sec“ x dx 
: 0 
ie : 
= [ tan? x (1 + tan’ x)sec”x dx :  Enutilisant le résultat obtenu en a), 
L : nous avons 
M = (in se = fé a + 
£ T 4 10 T 
du = sec? x d : A F Se \ |A 
u = sec? x dx : Hi . [ an sect x de = (5 x, 3tan :) 
 J 4 10 /|, 
4 10 ë 3 
3 | = [= (1) + 0) 0 
2 + = +C L 10 
: 21 
10 - —— 
: 20 


4 
an ÿ32 
3 tan x, 3tan x 
4 10 


L 
d'où Jran* x sect x dr = +C 


2° cas: m est un entier impair et m = 3 


Pour intégrer des fonctions de cette forme, nous pouvons transformer, si c’est nécessaire, 
la fonction initiale de façon à obtenir dans l’intégrande sec ax tan ax et utiliser l'identité 
trigonométrique 2) 1 + tan? À — sec? À, afin d’utiliser un changement de variable 


approprié. 


DOUMUCRPA Calculons Jet J si 1 = Î sec 2xtan° 2x dx et J=— [ tan* x Vsec x dx. 


5 1 
a) 1 = Î sec“ 2x tan? 2x sec 2x tan 2x dx : b) J = Jar x [sect x tan x dx 
cu 
= Î sec“ 2x (sec? 2x — 1) sec 2x tan 2x dx = [ (SC) |sec? xISeC x| tan x dx 
il u = sec 2x =1 = 
= Juçe - 1} du - = fe - Du au one 
2 du — 2 sec 2x tan 2x dx : du = sec x tan x dx 
= à ee — yw*) du 2 du — sec 2x tan 2x dx _ (CG ue “) 1: 
2 . | 
1{u s) D 1 
===) +cC à = Dar (C 
2e 5 5 É 
7 sec’2x sec’ 2x . 2 
d’où 1 = j4 10 mn € OURS CCC 


3° cas: n est un entier impair et m est un entier pair 


Pour intégrer des fonctions de cette forme, nous pouvons utiliser l’identité 
trigonométrique 2) | + tan’ A — sec” À pour retrouver seulement des termes 
de la forme sec’ x et utiliser ensuite la formule de réduction appropriée. 
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| Exemple 3 | Calculons Î sec x tan? x dx. 


Î sec x tan” x dx = Î sec x (sec? x — 1) dx (tan? x = sec? x — 1) 


= | (sec? x — sec x) dx 


= [sec x a — Jsec x di 


_ [ete In [sec x + tan x| 
À 


Scrtantlnsecrctann | 
T 
2 


(exemple 2, page 206, 
et formule 16, page 75) 


+ c) (in [sec x + tan x| + ci 


d’où Î sec x tan”? x dx = C CCC) 


Remarque Pour calculer des intégrales de la forme [ cot” ax dx, [ csc” ax dx ou 


Î csc” ax cot” ax dx, nous utilisons l’identité trigonométrique 3) 
1 + cot? A — csc° À et un processus analogue à celui utilisé pour calculer 


Î tan” ax dx, Î sec" ax dx ou Î sec” ax tan” ax dx. 


Autres formes d'intégrales de fonctions trigonométriques 


Lorsque les intégrales à effectuer ont une forme différente de celles étudiées précé- 
demment, nous pouvons transformer l’intégrande en termes d’autres fonctions 
trigonométriques afin d’appliquer les méthodes d’intégration précédentes. 


UNE Calculons | sin* x tan? x dx. 


SR Le 
: Sin” X SIN” X Sin* x 
[int xtant xx = [Se à (tn x = = | 
cos? x cos” x 
(Sin a ___. 
= Ne sir dx (sin* x sin? x = sin° x = (sin? x} sin x) 
COS" x 
(1 — cos? x) . ” - 
= Re sin x dx (sin? x = 1 — cos? x) 
COS" x 
(1 — w} 
= [= (-du) U = COS X 
(71 
; - du = -sin x dx 
- (= y 
FA 5 du -du = sin x dx 


= fous 2 + 19 du 
7e 
= | -4! THAT 2 (C 


cos? x 
D C 


d’où Î sin* x tan? x dx = 
COS x 
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EXERCICES 4.2 


1. Calculer les intégrales suivantes. 4. Calculer les intégrales suivantes. 
a) [ sin? x cos? x dx b) |sin* 5x cos? 5x dx a) |cot* x dx b) J|cot* 5x dx 
c) Î sin? f cos? f dt d) Î sin 50 cos 20 dO c) Î csc* f dt d) fcsc° x cot* x dx 
e) [ sin* 26 cos* 20 dO f) |Vsin x cos x dx e) |cot* 2x csc* 2x dx f) Jcot? x csc x dx 
u u | 
8) l cos () cos (5 du h) |sin* x cos x dx 5. Calculer les intégrales définies suivantes. 
4 2 
2. Calculer les intégrales suivantes. a) [ cos” 0 dô b) | cos* x sin° x dx 
a) |tan° 20 d0 b) |tan‘ x dx r: 7 
C) [ sec“ u du d) [ cos? x sin° x dx 
0 T 
c) [ sec* x tan? x dx d) [tan* y sec v dv 


2 
e) [ sin 4x cos 3x dx  f) [ cot{ x csc* x dx 
e) l sec? x tan? x dx f) Î sec? 5x tan° 5x dx 9 # 
6. Calculer l’aire, à l’aide de l’intégrale définie, 


3. Calculer les intégrales suivantes. de la région fermée délimitée par les courbes 
— . T 
a) Î tan 31 sec’ 31 dt b) Î sec“ 2x tan’ 2x dx définies par f(x) = sin” x, g(x) = cos’ x, x = 2 
et x = T, après avoir représenté la région à l’aide 
c) [ES 20 8 d) [EE cos" x d’un outil technologique. 
sinf rh 
e) [ sec? x dx f) |sin? 6 tan* 0 dO 


4.3 Intégration par substitution trigonométrique 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra intégrer certaines 


fonctions à l’aide de substitutions trigonométriques. tn 0 — 5x 
non rer N3 V3 + 25x? 
Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : + 5x 
* de construire un triangle rectangle correspondant 0 = Arc tan a A 
à une équation trigonométrique ; Ta 


d'intégrer des fonctions contenant une expression 
de la forme Va — x, Va + x ou Vx — &; 


d'intégrer des fonctions contenant des expressions 
de la forme a? — b?x°, a? + b?x° ou b?x? — &?; 


d'intégrer des fonctions contenant une expression 
de la forme ax° + bx + c, a # 0; 


d'intégrer des fonctions en utilisant la substitution de Weierstrass. 
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Dans les constructions 
de triangles rectangles: 


T 
pe|o.?| 
) 


Certaines intégrales contenant des expressions de la forme V4? — x, Va? + x° ou 


Vx — a° peuvent être effectuées à l’aide de substitutions telles que x — «a sin 6, 
x = a tan 0 ou x = a sec 0, où a > 0. 


Le but de cette substitution est de transformer une somme ou une différence de 
deux termes en un seul terme de manière à pouvoir possiblement extraire une racine. 


Ce type de substitution est appelé substitution trigonométrique. 


Construction de triangles rectangles correspondant 
à une équation trigonométrique 


Les réponses obtenues, en effectuant une substitution trigonométrique, doivent être 
transformées en fonction de la variable d’intégration initiale. 


La construction d’un triangle rectangle approprié et l’utilisation du théorème 
de Pythagore permettent d'effectuer ces transformations. 


OUUERE Construisons un triangle rectangle satisfaisant l’équation sin 0 — 5 
, côté opposé 
Nous savons que sin 0 = =. 
hypoténuse 
Nous pouvons donc construire un triangle rectangle dont le côté > 3 


opposé à l’angle 6, où 8 € | 0, = L serait 3 et l’hypoténuse, 5.  __« 
Ainsi, L = V5 — 3 = 4, (Pythagore) 


À partir du triangle rectangle obtenu, nous pouvons déterminer 5 
l'expression correspondant aux autres fonctions trigonométriques. 
2) 


3 4 5 5 4 
insi tan 0 4° S050 3 Sec0 a EC0 3 et cot@ 3 


HOUUBA Soit sec0 — = où x > = 


: : _. se x 
a) Construisons un triangle rectangle satisfaisant l’équation sec 0 = EX 


hypoténuse : 
Sachant que sec = —=———, nous pouvons construire 


côté adjacent 


le triangle ci-contre où L = V/(3x)° — 22 = V9x — 4, 


b) Déterminons les expressions suivantes en fonction de x. 


VOx — 4 2 V9x — 4 


1) sin0 — DRE 11) cos 0 = 3x ii) tan0 = > 
iv) csc 0 = _— v) cot0 — a — vi) 0 = Arc sec É) 
9x? — 4 9x2 — 4 2 
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Intégration de fonctions contenant une expression 
de la forme Va? — x? 


Pour résoudre des intégrales de fonctions contenant une expression de la forme 


Va — x°, nous pouvons substituer à x° l’expression a° sin? 6. 
; . . TT 
Pour ce faire, nous posons x — asin0,oùa>0et 8€, —|. 
2. 2 
Le tableau suivant contient les éléments nécessaires pour résoudre des intégrales 


contenant une expression de la forme V a? — x2. 


Substitution et : 
Forme différentielle Triangle correspondant 
És 5 DR) 
x = a? sin° 0 sing = = : ! cos0 = ss 
& £ a : a 
GP = 5e x = asin 0 “ 
dx = a cos 0 dû 6 = Are sin (=) E : Va x = acos 0 
LU = : 
X 
DOUUEMER Calculons | ——— dx de deux façons différentes. 
[= dde deux 
1" façon : 2° façon 
Substitution trigonométrique Changement de variable 
u=9 — x 
du = -2x dx 
x dx = L du 
x AL poA 
À dx = —— du 
| V9 — x 2 Ï Vu 
x 3 sin 0 Ï n 
— : = — d 
—— LES 5 cos 9 d8 > u u 
= 3 [ sin 0 d@ 1 
; _ 2 
ee 
= -3 cos 0 + C : 2 O) 
: 2 
(M )+c = -Vu + C 
= VO =; + C NI AC 
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| ne V7 cos 0 dO 
nuls cos (en substituant) 
(V7 cos 0} 


71V7 (sin? 0 
(V7) cos? 0 


= Jan 0 do 


d0 


= [sec 0 — 1) dû (tan? 0 = sec? 0 — 1) 


=tan0-0+cC 


X 


= Ne — Arc sin (= LC (caro = Arc sin Li 


HOUUCRKE Démontrons que l’aire À d’un cercle de rayon r, défini par 
x + y = r?, est égale à 7r° u?. 


Nous savons que l’aire totale À est égale à quatre fois 
l'aire de la partie ombrée. 


A=a fra 
0 


=a [VE a (car y = Vr° — #) 
0 


puisque x = r sin 6, 


7 
=a| r cos 0 r cos 0 d0 : 2 T 
à ON NE CS Ce 


PE) 


= 4r? [ cos? 0 dO 
0 


7 | 
2. 1 + cos 20 d6 (cos _. 1 + cos 20 
0 2 2 
= 9,2{9 + Sn 2) 2 
0 


d’où À = 7r°u?. 
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Intégration de fonctions contenant une expression 
de la forme V/a? + x? 


Pour résoudre des intégrales de fonctions contenant une expression de la forme 
Va + x, nous pouvons substituer à x? l'expression a? tan? 6. 

| k -T TT 
Pour ce faire, nous posons x — atan6,oùa>0et8e Fe 5 . 


Le tableau suivant contient les éléments nécessaires pour résoudre des intégrales 


contenant une expression de la forme Va? + x. 


Substitution et : 
Forme différentielle Triangle correspondant 
2 + 7) 
x = ad tan’ 0 tan 0 = — 2+x sec 0 = ET 
ne a 
GP de x = atan 0 Fo 
x 
dx = a sec? 0 d0 0 Ar tan (©) Pad V & + x? = asec 0 
a a 
ne ETTTEI Rs l = 
si SOUMUERR Calculons | ———— dx et a: 
Ou Ciroi. ie xVS5 < 1 AVS + 
dx = \/5 sec? 6 d6 [ 4 V5 sec? , 
———#ñ;#r — d0 (en substituant) 
A xVS5 + x V5 tan 0 (VS 5 sec 6) 
tan 0 — NI . seco 
Triangle correspondant 17% ii o° 
ñ] 
= —= |csc 0 dû 
5+x VE 
. -4 
= —"_ In |csc 0 + cot 8| + C 
2 V5 
V5 ie 
= 2, 
V5 + x “ DRE ne + C ÊTE cos = V5) 
sec Ô — x Fe 
V5 
V5 + x = VS sec 0 


> 2 & 
4 AE DE 
X 


En utilisant ce résultat, nous avons 


4 +) 
Usa 7! 
= Sn (3 _— (in (V6 + Vs) 
= 1,041... 


Remarque Certaines intégrales contenant des expressions de la forme a? + x? peuvent 
également être calculées à l’aide de la substitution trigonométrique x = a tan 6. 
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1 
et [ Ge + 4p dx. 


x? 
DOUUEBA Calculons [ + a x 


1 


1 


x 4 tan’ 0 
dx = 2ISECADIAOR - [> ? 0 dO 
Î da 5e ; Î 4 sec? 0 S - Î (enr): (4 sec? 0 “a 
» 2 = Liu 
2 fran 0 d0 Z. cg 4 
= 2 (se 0 — 1 48 = à fes 6 49 
—2{(tan0 —0)+cC LE ces 20 
ë = — d0 
X 5£ : 8 ) 
=2È-arun()+ C 
; : 2 2 : 1 sin 20 
sin 20 = 2 sin 6 cos 0 : 16 0 + 2 7 (C 
=x-2arun(à) + c à 
sin 0 = — - = 1e (8 + sin 8 cos 6) + C 
2 1 ae 
= =—|[Ar ee C 
Ft Vr el ctun() 2+4 
Intégration de fonctions contenant une expression 
de la forme Vx2? — a? 
Pour résoudre des intégrales de fonctions contenant une expression de la forme V x — 4°, 
nous pouvons substituer à x? l'expression a? sec? 6. 
3 
Pour ce faire, nous posons x — a sec 6, où a > 0et8€e Lo . | U É … | 
Le tableau suivant contient les éléments nécessaires pour résoudre des intégrales 
contenant une expression de la forme V x? — a. 
Substitution et ‘ 
Forme différentielle Triangle correspondant 
è D — 0 
= GP () sec 0 = — : tan 0 = — = 
> Mn x = a sec Ô ; ere 
dx = a sec 0 tan 6 d 9 = Are sec 2) /\ Vx — & = atam6 
a a 
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2pe = Al 
Cateutons [+ ax 
Vx—9 


[ sb x = 30 sec’ 0) = 4 3 sec 0 tan 0 dO (en substituant) 
= 3 tan 0 


= [er sec* 0 — 4 sec 0) dO 


= 27 [sec 0 49 — 4 [sec 0 a0 


= 77 (ect 6 + ll see + nd 
À 


]-41n sec 9 + tan 9 2 


= À sec 4 tan 8 + In [sec 6 + tan 6] 4 C 
ë re LC 


21 x) (NV aEt9) 10 
= + 
2 3 ] | 3 


19 
= VE =S + ilx + Ve 0) = m3)+ € 


+ VE 9 + fx + VE 9] + (o=c- m3) 


Remarque Certaines intégrales contenant des expressions de la forme a? — x? ou 
x? — a? peuvent également être calculées à l’aide de substitutions trigonométriques 
en tenant compte du domaine de définition de l’intégrande. 


Calculons | ! dx, que nous notons Z, où dom FL) CR) 
D De; 
Lorsque x € ]-3, 3[ Lorsque x € ]->, -3[U]3, +°[ 
x? = 9 sec? 4 Triangle 
correspondant 
x = 3 sec 
dx =3sechtan0 do T 
Vu > 
\ _= tan O0 — 3 a 
! (9 — x) =-(3 tan 0} 
1 1 
[= d. : [= [ dx 
fs = j? ù | Des? 
= [23 cos 0 49 = [= 3 sec 0 tan 0 d0 
(3 cos 0} à -(3 tan 0) 
+ 1 cos 0 _ sec 0 tan 0 
= + Jsec 0 40 (Es -v0) hi csc 0 dO TU = cet) 
= Lin |sec 6 + tan 6| + C, = in Jesc 6 + coté] + €, 


( 
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el 3 AL à 
dr C hi se (C 
3! — x EVE . ; :. Vx— 9 | : 
= LU PER re so +C, 
3 |o-xyÿ 3 |G@-9ÿ 
SiA >0etB > 0, alors en or mue =l; ee nec 
AE Na (3 — x} (3 + x? 3 |&—-3} (x +3» 
2) 2 
nr G+#|, ne = — ]n œ+3ÿ), 0: 
3 |G-3xyÿ @ 3} 
VA Æ LENS Lies 
—_—\— = — 2e Li =— JE 
5 * Aie (oi | au. we 
In M' = kin M 
1 1 Bonne 
D'où l CO 
de Î De 6 a =; 
De façon générale, il suffira à l’avenir, pour trouver une primitive, d'utiliser une 
seule substitution trigonométrique et d'exprimer la réponse sans radicaux afin de 
respecter le domaine de définition de l’intégrande. 
Intégration de fonctions contenant une expression 
de la forme a? — b?x?, a? + b?x2? ou b?x? — a? 
Le tableau suivant contient les éléments nécessaires pour résoudre des intégrales 
contenant une expression de la forme a? — b?x°, a? + b?x° ou b?x? — a. 
Forme Éd Triangle correspondant 
IN 2 b? 2 
b?x? = a sin? 0 sin 0 = Bx : Re 
Ge a È a LE a 
æ& — px HE # 
a . {bx\i 2 
di. c050 48 0 = Arc sin | —| : Va = br > Var = fr = GEY LC 
a } : : 
: Va + b?x 
b’x? = a tan? 6 _ : sec — 
HD = tan 
b 
dx = F sec? 6 db Va + bx = a sec 0 
: NP 
b’x° = a sec’ 0 sec ÿ = — : tan0 = SRE 
a bx : (ee 
Pre D, VE = à : 
A 
dx = 7 sec 0 tan 0 d 9 = Are sec (2) a : Vbx—a=atan0 
«a ë ; 
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2 


Calculons [ TS dx. 


lé SinAOnTt 


= de EU Are 00 
= = [ sin? 0 dO 
fees (etes 
= C S m2) ie (en intégrant) 
8 


= 370 — 37 (2 sin d cos 0) + C (sin 20 = 2 sin @ cos 6) 


LRO 


Eu 


= — Arc in | 
4 4 


1 1 
Calculons [ Ve dx et [ 3+25% dx. 
x 


[ 1 a= | 1 Vasec6,, 1 1 a= | 1 Veste 
V3 +25x 1/3 sec 0 5 ne 3 sec? 0 & 
=| v3 
= — |sec 0 dô | 
5 1 dô 
1 : 
= jmisecô+tang|+C = Vo+c 
V3 : 
hfSEghe | us 
DT 007 


= + In V3 +258 + 5x| + C, 


4.3 Intégration par substitution trigonométrique 229 


V4x — 9 
Calculons x dx. 


2 — 
[ES à = [231000 3 vec g tan 6 d8 
X 


El sec 0 2 

2 

2 J'en 0 dO 

= 3 Ce 0 — 1) dô (tan? 0 = sec?0 — 1) 


= 3(tan0 —0)+C 


ET mnfhee (fé) 


= VE 5 — 3 Are sec [%) + € 


1 
DOUUEER Calculons [ ARTE dx. 
2+ VX 


Nous pouvons considérer l'expression sous radical comme une expression 
semblable à Va? + w?, où a? = 2 et u? = Va. 
4 = 1 —— 16 tan* 0 sec? 0 dû 
Von V2 sec 0 


= = tan* 0 sec 0 dO 


= 8V2 |tan? 0 tan 0 sec 0 dO 
— 8V2 | (sec? 0 — 1)tan 0 sec 0 d0 (tan? 0 = sec? 0 — 1) 


= 8V2 CC 0 tan 0 sec 0 — tan 0 sec 0) d0 


= V2] [sec 0 vec 0 tan 0 dO0 — [sec on oo] 


3) 
fete nes 


- 1NZEVN Virv 
-sv2[i( V2 NV lc 
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Intégration de fonctions contenant une expression 
de la forme ax? + bx + c, où a # 0 
Pour résoudre des intégrales de fonctions contenant une expression de la forme 


ax + bx + c, où a Æ 0, nous pouvons compléter le carré de ax? + bx + c pour 
ensuite utiliser une substitution trigonométrique. 


b 
Compléter le carré ax +bx+c=a (e F 2) Le 
a 
de ax + bx+c | ; 
consiste à transformer =a(e+ b. , | b ] | Me 
as : cette expression sous a” 2a 
omp étion de carré la forme a(x … hÿ je k + b. 
a” 


(voir les exercices 
préliminaires, n°5, 
page 201). = q 


Exemple 1 


a) Calculons [ D — dx 
3 = Abe [15 


CU = (x 2)20609) 


1 1 
dx = | ————— à 
== Fr = 


1 
= [ ——— 3 sec? 0 d0 (en substituant) 
3 sec 0 


= [sec 0 40 


= In [sec 0 + tan 8| + C 


—— 2) — 
in DE .E 2 


FC 
3 


=h{VEr-&+0+:-21+0C (C,=C-In3) 


b) Calculons l’aire À de la région ombrée ci-contre. 


il 


À = nn 


1 
[. Ven 
= On VE 4x +18 + x 20). 
= In [V178 + 13] — In [V58 — 7] 
d’où À = 3,756 u. À A 
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7 x+S 


HOUURPA Calculons ———— dx, que nous notons 1. 
V6x — x 


5) 
4,5 


ES 


—_— 
Ne) : 


6 3 |4,5 
= [G +3sn9) +513, 940 x 
0 3 cos 0 


ne Gx—x2=9—(x-—3)) 


0 = Arcsin É = 


6 
= || (8 + 3 sin 0) dO 
0 


TA 
6 
0 


= (80 — 3 cos O) 


“(D-sus a -(e- sud 


4m 3V3 PR 
= (cos? = LE ercos0 = 1) 


Remarque De l'exemple précédent, nous constatons que 


4,5 Lu 
à +5 6 | 
= | = 7x = | (8 + 3 sin 8) d0 = 4,590... 
3 V 6x — x [ 
x+s5 


Puisque f(x) = Ÿ est positive sur [3 ; 4,5] 
X — X 


et g(x) = 8 + 3 sin x est positive sur Lo | 


1= 4,59 w correspond aux aires À et À, des 


régions ombrées ci-contre, où À, — À, 


Substitution de Weierstrass 


De façon générale, pour intégrer des fonctions contenant des expressions de la 
forme (a + b cos x) ou (a + b sin x), la substitution suivante, appelée « substitution 
de Weierstrass », peut être utile. 


Soit ; x Triangle correspondant 
OI u= tan | 

2 

1+% 

alors x — 2 Arctan F ü 

2 
donc dx = 

LE 


1 


De ce triangle, nous obtenons sin ) = 7 etcos ) = _— et 
l 2 Vl+w 2 1+6 | 

à l’aide des identités trigonométriques, sin 2A = 2 sin À cos À 

et cos 2A — cos? À — sin” À, nous avons 
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Tableau de substitution 
de Karl Weierstrass, 
mathématicien allemand 
(1815-1897) 


: . [x x x ne: 
sin x = 2 sin F) cos Fi) COS X = cos? ô — sin? F) 
2 2 2 2 
u 


u 1 E 1 : ? 
: _ 
VI1+Æ V1+i | 1+1% 1+% 
d’où sin x — 3 he 
lr4 : 1 + u? 


Le tableau suivant contient les éléments nécessaires pour résoudre des intégrales 
de fonctions contenant sin x ou cos x. 


«= un () x = 2 Arctanu cl = = 
2 1 + u? 
Sin x — 2 COS x = = 

1 + u? à Î + 2 


il 
SOUURE Calculons Î z dx, à l’aide d'éléments du tableau précédent. 
5 + cos x 


Re 
1 + u? lu 


Soit u = tan (5) COS X — du. 


(en substituant) 


1 1 o) 
dx = = - du 
5 + cos x Il = pe) il Se 
5 + = 
Il pe 


: 2 
LL Ge à 


1 
=} | 
Er 


= ? ! du 


sf) 
6 
(Bu) +1 
3 
1 Efin 
3ZN 2 JM h2 + 
= 2 /À Arc tan + C 
= À /Ë are tan ( /2u) + c CTENEN 
3 V2 3 3 
3 Ja tan | JA tn () (ar = un (5) 
== — — —= + = — 
à Farc uan( sun 2 C car u = tan 2 
—. 1 LE e à) 
— tan (=)) + 
doù [à 3 3 Are tan 3 en C 
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EXERCICES 4.3 


. à) Sachant que x = 5 sind, où 8€ b 3. 


représenter le triangle rectangle correspondant 
et déterminer les expressions suivantes en 
fonction de x. 


1)cosÔ  ii)tan®@ iüïi)cscO iv) 


TT 
b) Sachant que 94? — 7 sec? 6, où 0 € b a 
et u > O, représenter le triangle rectangle 
correspondant et déterminer les expressions 


suivantes en fonction de u. 
i)cot®  ü)6 iii) sin 20 


. Calculer les intégrales suivantes. 
1 
L Î 1 — x LL 
Î x : dl 
c) |——© dx d) | — 4x 
V9 — x Î (16 — xÿ 
. Calculer les intégrales suivantes. 
1 
b) [ 3 dx 
(2 + 36)? 
1 
o for 


. Calculer les intégrales suivantes. 


ÈS 1 
a) nn 


1 
L = 


1 
— 
” KZ . 
2 
à | V5 à 
0 


x 
b 4 
DEV 8 
VOx — I] [ 1 
——— d d ———— 
o | x? L ) 1 XV 5x — 3 L 


. Calculer les intégrales suivantes. 
7. 4 VOx + 1 
DRE": Rs 
x 
c) Î Es : d d) : dx 
x — — dx a — 
4  PVITE 


Der f) [M à 
CP Ib 0 


. Écrire les expressions suivantes sous la forme 
a(x — h} + k. 


a) X +4x +1 b) x — 5x +7 

c) x? — 8x d) 4x2 + 12x +11 

e) 2— x — 7x f) 10x — 3x? 
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7: 


10. 


11. 


Calculer les intégrales suivantes. 
1 1 
dx D) = ————©d 
- es M Averses . 


2 
x 1 
———— dx dd | dx 
9 RFF M Évenrese 


. Calculer les intégrales suivantes. 


DD Eecvrar L 


1 
d) | ——— 4 
x ds 
F1 
Dre 
; sin x + COS X 


1 
7 d 
dre 
1 
® RE" 


1 
TR 
tan x + sin x 


. Calculer les intégrales suivantes. 


2 
" ET b) PRE à 
x? V4 — 9x? X 
x? 
C) | ———— dx d) MEET 
— 
of 
2 + cos x 


: x ‘ 6 
DD À h) [ ——— dx 
[ Va +1 > Va Al 
Calculer l'aire des régions fermées délimitées 


par les courbes suivantes en représentant 
graphiquement ces régions. 


1 
— , 0, 
a) f(x) ET y x 
b) f(x) = 5 et g(x) = Vx? + 16 


1 
4 
f) [ ——— dx 
1 V2x — x? 


v2 


let x 


x? y? 
CES 
CET 


d) FO) = V1-VXx, x = 0 et y = 0 


a) Soit le cercle x? + y? = r? et la droite x = a, 
où0<a<r. 
1) Calculer l’aire de la 
région ombrée. 
1i) Calculer cette aire 


: r 
Sia = 
2 


b) Calculer l’aire de la 
région ombrée ci-contre, 
où C, et C, sont deux 
cercles de rayon 6 
et PR = 6. 


4.4 Intégration de fonctions rationnelles par décomposition 


en une somme de fractions partielles 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra intégrer certaines fonctions ET EN ENS 
: x k D 51 & E 
rationnelles de la forme nt après les avoir décomposées en une X+4x x x+4 
gx 


somme de fractions partielles. 


Plus précisément, l’étudiant sera en mesure : 

+ d’effectuer la division de fonctions rationnelles lorsque le degré du numérateur 
est égal ou supérieur au degré du dénominateur ; 

+ de décomposer en une somme de fractions partielles des fonctions rationnelles 
dont le degré du numérateur est plus petit que le degré du dénominateur ; 

+ de transformer, à l’aide d’un changement de variable, certaines fonctions de 
façon à obtenir une fonction rationnelle ; 

+ de résoudre des équations logistiques. 


Nous avons vu à la section 2.2 (voir l'exemple 1, page 77) que, lorsque le degré du 
numérateur d’une fonction rationnelle est plus grand ou égal au degré du dénomi- 
nateur, nous pouvons effectuer la division avant d'intégrer. 


fo) 


Soit : 
8x) 


une fonction rationnelle, où degré de f(x) = degré de g(x). 


En effectuant la division, nous obtenons : 
Reste 


, où degré de r(x) < degré de g(x) 


D 
SOUUERE Calculons | OR. 
rl 


Puisque le degré du numérateur est égal au degré du dénominateur, effectuons 
d’abord la division : 


SRE NE on) 
se coul 3e Je [ 
u=x+1 Ainsi [RE RES RS dr = ÎB+ a 
du = 2x dx 
1 x dx 
: F6 Pa a x2 0] 


= 3x — 21n (x + 1) + 2 Arctan x + C 


Nous verrons maintenant une méthode permettant d'intégrer des fonctions ration- 
nelles où le degré du numérateur est plus petit que le degré du dénominateur. 


Cette méthode consiste à décomposer la fonction rationnelle en une somme de frac- 
tions partielles, puis à intégrer chaque terme obtenu à l’aide de méthodes déjà vues. 
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Décomposition en une somme de fractions partielles 
et intégration de fonctions rationnelles 


5 À . | : LS 
En calculant — + ——, après avoir trouvé un dénominateur commun, nous obtenons 
À à 


+1 
5 4  _ S(x+1)+4x  9x+5 _9x+s 
x (x+1) x(x + 1) xx +1) x+x 
La décomposition en une somme de fractions partielles est le cheminement 
9x +5 5 4 
2 


pour obtenir — + ; 
+x X x+l 


inverse, c’est-à-dire que l’on part de 


X 


Par décomposition en une somme de fractions partielles 


DE | 


———— TN 


bs _5, 4 


C+x æ x+l 
a — —————— 
À 


Par addition 
OXÈES —. A 
DOUUCRE Calculons RS dx en utilisant le résultat précédent. 
OX 
+ UE 
E Sa = JE: £ ]as (eur ee. = 
XX z + SR VE Ai 


1 1 


an rule Ho 


De façon générale, pour intégrer une fonction rationnelle dont le degré du numéra- 
teur est inférieur au degré du dénominateur, nous pouvons décomposer la fonction 
rationnelle en une somme de fractions partielles. 


Pour décomposer en une somme de fractions partielles, nous devons : 


1) factoriser le dénominateur en facteurs irréductibles de degré 1 et (ou) de degré 2; 
2) réécrire le dénominateur en regroupant les facteurs identiques affectés 

de l’exposant approprié; 
3) effectuer la décomposition en une somme de fractions partielles, comme suit. 


1°" cas 


Chaque facteur irréductible de degré 1, de la forme (ax + b)', au dénominateur, 
engendre k fractions partielles de la forme 


A À 
1 2 de aa E__ Hd A € R,i=1,2,...,k 
ax+b (ax +b} (ax + b) (ax + by don 
2° cas 


Chaque facteur irréductible de degré 2, de la forme (ax? + bx + c}', au dénominateur, 
engendre k fractions partielles de la forme 

Ax+B, A;x + B, Ax + B, A,x + B, 
ax +bx+e (at +bx+c} (ax? + bx + c) (ax? + bx + c}° 
ou A etBE IR i=1,2.:,X% 
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SCUUE Décomposons les fonctions rationnelles suivantes en une somme de fractions partielles. 


1°" cas 
à 5 = 2 _ Sr 2 
GET) 
= Le (ici, les facteurs irréductibles sont x, (3x + 1) et (x — 4)) 
ES 1C1, LES Tacteurs 1rréaucuDies SOnL x, (5x EUR 
(65e or Ge A) 
- A . B (Ci 
x 3x+1 x—4 
b) x __ À B € “ D 
CAR) ES NO) NP CS) Mere), 
2) 
. 9x ” A : B : C ” D : E 
Ge POP Ce) Cr es (= 5% er): 
d se Se 2 - = Se 2 
(4x2 + 4% + x1)(5x2 — 2x5)  x2(4 + 4x + x?) x2(5 — 2x) 
SE = Sfr + 
APE = 72») 
A B CRD) E F 5 G 
Du 0 SE M (DE) PE Gr 
2° cas 
3x Ax + B Cx + D ue ; 
e) = = — = (ici, les facteurs irréductibles sont (x? + 1) et (x? + x + 1)) 
CREED) CCE) dr il rer il 
ÿ 3x +2x Ax+B  Cx+D Ex+F 


CRD NC ED GE) 


1°" cas et 2° cas 


Sr Se A Br FC 


g) ere = ter = æ mr (ici, les facteurs irréductibles sont x et (x? + 4)) 
à 3 : 3 
Gérer 26 Eee)  C+2)G Ir s2) 
E A " B Cx + D 
RNA 
: 3 = 25 3 = 257 
i) 


GP 2+ D G-)GrI xt} 


A a D Ex+F Gx + H 
CN) | GS, Gr) GED Gr dl) GES NP 


4.4 Intégration de fonctions rationnelles par décomposition en une somme de fractions partielles 237 


3) = ALF 
x — 5x? + 6x 


| Exemple 3 | Calculons 


Décomposons d’abord l’intégrande en une somme de fractions partielles. 


3 — 4x 
x — 5x? + 6x 


= 3 — 4x 
te 30e — 2) 


3 — 4x A B (C 


(en factorisant le dénominateur) 


x = 3% 2) x x=3 


= 7 


Multiplions chaque terme des deux membres de l'équation par le dénominateur commun x(x — 3)(x — 2). 


3 — 


x 
br 26e — 2) 


3 — 4x = A(x — 3)(x — 2) + Bx(x — 2) + Cx(x — 3) 


De = 9 — 21 = Ê pre — D — D + 


D 


3)(x are 2) 


B 
CS) Lxx 


(en simplifiant) 


Déterminons ensuite la valeur des inconnues À, B et C à l’aide de deux méthodes. 


Méthode 1 


Effectuons les opérations du membre de droite. 


3 — 4x = A(& — 5x + 6) + BE — 20 + CG — 3) : 
= Ax = SAx + GA + Bx — 2Bx + Cr — 3Cx: 
En regroupant les termes de même degré, nous avons : 


O + (-4}x + 3 = (A + B + Cr + (-5A — 2B — 3C)x + 64! 


Les coefficients des mêmes puissances de x devant 
être égaux, nous obtenons le système d’équations 
suivant : 


Méthode 2 


: Remplaçons successivement x, dans chacun des 
membres de l'équation précédente, par les valeurs 
qui annulent les facteurs du dénominateur. 


Six — (), nous obtenons 

: 3 —4(0) = A(0 — 3)(0 — 2) + B(0)(0 — 2) + C(0)(0 — 3) 
3 — 6A, donc À = : 

: Six — 2, nous obtenons 


3 —4(2)=A(2 — 3)Q2 —2) + B(2)C2 — 2) + CO)C — 3) 


(@) A+B+C=0 (coefficients de x°) -5 = -2C, donc C = e 
ONESA= OBS C—=T-1 (coefficients de x) Six — 3, nous obtenons 
(©) 6A = 3 (termes constants) 3 —4(3) = AG — 3)G — 2) + B(G3)G — 2) + CG)G — 3) 
En résolvant ce système, nous trouvons -9 = 3B, donc B = -3 
A1 — il Re — 5 Remarque Cette dernière méthode, pour évaluer 
2 2 : la valeur des inconnues, peut être utilisée avanta- 
: geusement lorsque tous les facteurs au dénomina- 
: teur sont de degré 1 et sont affectés de l’exposant 1. 
6), +, 0 
Donc 3 — 4x __ \2 | -3 2 
26 = 552 dr (NS x Gen 57) 
Se 3 — 4x 1 3 5 
A = — th = ++ d 
x mure ‘ JE 125 Re à 
1 [1 Il 5 1 
=i— = X— = x =3 dx + d. 
u= x —3 PS2 ra rs 
du = dx dv = dx 1 5 
=—In|x| -3nlx—3|- 7 mx 21+C 
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NÉ Er er ee, 
p alcuIons (2x — 5x)(4x? … 3x) — X. 


Décomposons d’abord l’intégrande en une somme de fractions partielles et 
déterminons la valeur des inconnues. 


JR 00e SG 4837 420 337 109 = 86 483; 4020 


x(2x — 5) x(4 — 3x) x(2x — 5)(4 — 3x) 

A B C D | E 

x me À (frs) = 
En multipliant chaque membre de l’équation par le plus petit dénominateur commun, 
X(2x — 5)(4 — 3x), nous obtenons, V x e R: 


34 — 109% — 86% + 483x — 420 = Ax (x — 54 — 3) + Bx(2x — 5)4 — 30 + C(2x — 5)4 — 30 + DA — 30 + Ex — 5) 
3344 — 100 — 86% + 483x — 420 = (-6A — 3D + 2Ejx + (23A — 6B + 4D — 5Er + (-20A + 23B — 6C)x + (20B + 23C)x — 20C 


En égalant les coefficients des mêmes puissances de x, nous obtenons 
le système d’équations suivant: 


(Q) -6A — 3D + 2E = 33 (coefficients de x‘) 
@ 23A — 6B + AD — 5E = -109 (coefficients de x°) 
(©) -20A + 23B — 6C = -86 (coefficients de x?) 
(@) -20B + 23C = 483 (coefficients de x) 
(©) -20C = -420 (termes constants) 


En résolvant ce système, nous trouvons À = 2,B=0,C=21, D =3etE = 15 


332% 109% 86x75 483x 420 = 72 L O 21 3 15 


D + + 
ju (= 5p4x — 3x) bob 
3324 — 1091 — 86% + 483x — 420 D 3 15 
Ainsi dx = an 2e cn 
| (x — 5x4? — 36) Î È 5 1-5 1 ;) 
- E UE UE Cr dx 
nd nr. + … D HR 
du = 2 dx dv = -3 dx 


1 
=-2In|xl +5 nl2x 5|—51n|4— 3x] + C 


2x? 


fQ) 


Voici un résumé des étapes à suivre pour intégrer une fonction rationnelle, 
g@) 
où f(x) et g(x) n’ont aucun facteur commun. 


Lorsque le degré du numérateur est supérieur ou égal au degré du dénominateur, il 
faut d’abord effectuer la division. Lorsque le degré du numérateur est inférieur au 
degré du dénominateur, nous procédons comme suit. 
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A. Pour décomposer en une somme de fractions partielles, 


1) factoriser le dénominateur en facteurs irréductibles ; 

2) réécrire le dénominateur en regroupant les facteurs identiques affectés 
de l’exposant approprié ; 

3) effectuer la décomposition en une somme de fractions partielles 
en respectant les principes déterminés au 1° cas et au 2° cas. 


B. Pour déterminer la valeur des inconnues À, B, C, D, … 


1) multiplier chaque terme des deux membres de l'équation par le plus petit 
dénominateur commun ; 


Méthode 1 : Méthode 2 
2) regrouper les termes de : 2) remplacer successivement x, 
même degré ; dans chacun des membres 
3) égaler les coefficients des de l’équation précédente, 
mêmes puissances de x; Ë par les valeurs qui annulent 
4) résoudre le système d'équations  : les facteurs du dénominateur 
pour trouver À, B, C, D, … lorsque chaque facteur au 


dénominateur est affecté de 
l’exposant 1. 


C. Pour intégrer la fonction rationnelle, 


1) remplacer À, B, C, D, … par leurs valeurs respectives ; 

2) intégrer chaque terme de la somme en utilisant des méthodes 
d'intégration vues précédemment : changement de variable, 
intégration par parties, substitutions trigonométriques, etc. 


—_ 2 
l'exemple 5 Rte | eee te 
x(x + 1}? 
Décomposons d’abord l’intégrande en une somme de fractions partielles et déter- 


minons la valeur de chaque inconnue. 


Bémp=pid,. À, Be CC, Dre 
xx + 1)? e ri GE se IP 


3x4 — x + 2x2 — x + 2 = A(X + 1) + (Bx + C) xx + 1) + (Dx + Ex 
= Ax* + 2Ax° + À + Bx° + Cx + Bx° + Cx + Dx + Ex 
A 2 D Go h 


Nous obtenons le système d'équations suivant: 


O ACER (coefficients de x‘) 
(@) Ce (coefficients de x?) 
@) PAT REDE=? (coefficients de x?) 
(@) C+E= (coefficients de x) 
(©) À = 2 (termes constants) 
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En résolvant ce système, nous trouvons À = 2,B=1,C=-1,D=-3etE =0 


Donc BR XP Dr x 2, 5 2) | -3x Fe 
x + 1} Ru LIN (211) 2 à 
3x — XX +2xX = x +2 D x— 1 3x 
a = ||2+ d 
[ x@ + 1} . II +1 @+1ÿ | M 


2 ï 1 3x 
= |— dx + dx dx dx 
É = = (x? + 1}? 


nm = Se + il peu De ei hrs 
2 Ju 2 J w L 
du = 2x dx 
x dx = + du = 2in {xl + Lin [ul Arctanx — À (1)+ c+ 
2 n|x ie c tan x se une 
In x +1 


3 
— Arc tan X + ——— + 
ere 0e 


C=0C 0) 


=2n|x|+ 


Exemple 6 Wet | SEP Ge sx Ne 
P alculons Rene ee 


Puisque le degré du numérateur est 5 et que le degré du dénominateur est 4, effectuons d’abord la division. 


MOT SOLE 4 + 2 + 1x7 1 
6 + 8x + 16 _ @+4 
2x + 11x — 1 


En décomposant , où le degré du numérateur est plus petit que le degré du dénominateur, 


(x + 4) 


nous obtenons 


PRIE AB Cr D 


(x + 4} x +4 (x +4} 
22° + 11x — 1 = (Ax + B)(x + 4) + (Cx + D) 
donc 2x? + 11x — 1 = Ax° + Bx? + (4A + Cx + 4B + D 


Nous obtenons le système d’équations suivant: 
O A=2 (coefficients de x?) 
(©) B=0 (coefficients de x?) 
@ 4A+C=II (coefficients de x) 
@ 4B+D=- (termes constants) 


En résolvant ce système, nous trouvons À = 2, B = 0, C = 3 et D = -1 


De = = 2% 5 be il 


D EE ———— 
PU +4 +4" (+4 
4 roro Se || 2 em 
d’où x 
(x + 4} SUR 1)? 
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F 


(N ra 
QY 


Ainsi | 


242 


PU 

= x 
2u du = dx 
u = Sin X 


du = cos x dx 


de re AO vor fl. 2% Se = Î| 
Ge +4? as || Je 


x +4 (x +4} 


D 3x 1 
= + + 
[aa x Perse ne 


/ / / 


u=X+4 u=x +4 (exemple 2, 
du = 2x dx du = 2x dx page 226) 
Ÿ U 
3x? 3 1 x 2x 
= + In |x +4) — ————— - —{Arc tan [= |+ + C 
Home rl de an) a 


Intégration de fonctions non rationnelles 


Dans certains cas, il est possible d’utiliser un changement de variable de façon 
à obtenir une fonction rationnelle. 


4 8 cos x 
% dxet | VA + e dx. 
Exemple 1 Caeutons |- Ur l— me Peer Î É 


4 1 
——— dx = 4 | —— 2u d 
o) [204 


= 8 [f: = | du (en divisant) 


= 8[u—In|u+1|]+C 


doù [à = 81Va MIE + 11+ € = Vi) 
EVE 


8 cos x 8 
b dx = d 
à — i—— ï 


= | 2 du (en factorisant) 
A en factorisan 
(u + 3)(u — 1) 
= Îl L 1 2 au (en décomposant) 
DA ST NI 


2540 2e lee 


=2in —+e (nw-nv-m(#)) 
u + 3 N 
ve 8 cos x sin x — Î ; 
d’où = = dx = 21n | — + C  (caru = sin x) 
sin? x + 2 sin x — 3 sin x + 3 
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pe = ll) 
?) w 
3 Ju? —4 d 
4 
= à É SF = du (en divisant) 
7e 


= tu + inu— 2] — In |u + 21] + C 


4e 
u +2 


lus 


2 V4a+e“—2 
ES 3x ie hs J —_ 3x 
d'où [VF a=5|Vare + In rc (car u = VA + ex) 


Équation logistique et applications 


IL Y A ENVIRON 175 ANS... 


Pat - æ L’appellation de courbe logistique est introduite par le mathématicien belge Pierre François 
Q LE Verhulst dans un article intitulé «La loi d’accroissement de la population». Dans l'équation 
Œ  — différentielle logistique, ce dernier terme, dont le choix est impropre, est supposé référer à une 


solution de type logarithmique. Autrefois, le mot logistique avait le sens de «calcul». Ainsi, 
l’algébriste français François Viète (1540-1603) appelle «logistique spécieuse » le calcul sur 
les lettres (espèces), autrement dit l’algèbre symbolique. Le Larousse définit la logistique 
NS LS contemporaine comme «l’ensemble des méthodes et des moyens relatifs à l’organisation d’un 
Pierre François Verhulst service, d’une entreprise, etc. ». 

(1804-1849) 


DÉFINITION 4.1 Une équation différentielle de la forme = = kx(b — x), où k et b sont des 


constantes réelles, est appelée équation logistique. 


La résolution d’une équation logistique nous amène à intégrer une fonction rationnelle. 


Dans un village de 5000 habitants, le taux de croissance du nombre de personnes 
propageant une rumeur par rapport au temps f, où f est en semaines, est à la fois 
proportionnel au nombre P de personnes connaissant la rumeur et au nombre de 
personnes ignorant la rumeur. 


a) Déterminons l’équation différentielle correspondant à cette situation. 
dP 


FA — kP(5000 — P) (équation logistique) 


@ 
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b) Si la constante de proportionnalité k est égale à 0,002 et qu’au départ 50 personnes 
propagent la rumeur, exprimons P en fonction de f en résolvant l’équation logistique suivante. 


Méthode 1 


dP 


PA 0,002P(5000 — P) 


in 
Il 


—_ GP. = 0,002 dt 
P(5000 — P) 


—— dP = [0002 dt 
P(5000 — P) 


Î l L dP = | 0,002 dt 
5000P  5000(5000 — P) 


1 1 
0 2 0002 € 
5000 1? 3660"! | 


1 
—— || ln? = 1 — P)| = DIE 
5000 | n n (5000 | 0,00 C 


1 P 
- + 
5000 ! x = n oise 


(Pe 10, 5000[) 3000 


Méthode 2 


l 
: En posant P = — nous avons 
- u 


u 1 1 
— = — (5000 = | 
dt u u 


-1 du 
uw dt 


= 0,002 L (5000 1 
u u 


6. (5000 = ) 


dt 
4 _ 5002 (5000 — 1) 
dt d 
= ne 
5000u —1 


In | 5000u — 1] = -0,0025 + C 


1 


In(5000w — 1) — -0,0025 + C 


(hos|) 


: 5000 


En remplaçant f par 0 et P par 50 (conditions initiales), nous obtenons 4 = 50 ainsi 


1 50 | __ 
in ]= c done C = in 


4950 


: | = | = 0,002f + 
5000  \5000 — P 


GG a 
99) : 5000 


2 1 1 
1 sl 
5000 a| 5000 5000 


In(99)=C, 


In(5000u — 1) = -0,0025 + 


In 99 


En multipliant les deux membres par 5000, nous obtenons 


P 1 
| — + — 
a Go Æ n RE G) 


in # | in () = 10 
5000 — P 99 


In — = 10 
5000 — P 


99P 
5000-P ‘ 
99P = 5000!” — Pei 

99P + Pel = 5000e! 


104 


P(Q9 + e'°) = 5000e!° 


_ 50006! 


BP 
99 + el” 
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In(S000u — 1) = -10r + In 99 
! In 99 — In (5000u — 1) = 10 


99P 
| = il 
5000 — =. pi 


(car = #l 
u P 


(équation 1) In | 


De l'équation 


In (5000u — 1) = -10r + In 99, nous obtenons 
5000u — 1 = 9971" 


- 100 
#7 5000 
IRON ENT Li 
P 5000 (ur : -ÿ) 


c) 


d) 


e) 


En multipliant le numérateur et le dénominateur par  : En isolant P, nous obtenons 
e71, nous obtenons ; 


_____5000 
ISO Aa 


Cette dernière forme est celle que l’on utilise habituellement. 


__ 5000 
1 + 996710 


(équation 2) 


Déterminons théoriquement le nombre de personnes qui, à long terme, connaîftront la rumeur. 
lim P(Ô =lim OURS 
Di ee IS RO0E 0 


ce qui signifie que, théoriquement, il faut un temps infini pour que 
tous les habitants prennent connaissance de la rumeur. 


= 5000 


De plus, la droite d’équation P — 5000 est une asymptote horizontale. 


Représentons graphiquement la fonction P ainsi que l’asymptote horizontale correspondante P — 5000. 


| with(plots) : P 


5000 (habitants) 
c:= plot ,4— 0:15 y=\0"6000 color orange) 5000 ce. 
dalle 
JE9OLe _ __ 5000 
À := plot(5000, t = 0..1, linestyle = DOT, color = blue): 1 + 99e”1* 


In ((99)) : 
p:= plot|||———, 2500||, style = point, symbol = circle, color = orange: 
10 1000 


displac, À, p); 


(semaines) 


Le minimum est au point P(0, 50) et le point d’inflexion est (ne. 2500) 


Ce graphique a une forme sigmoïde. 


Déterminons le nombre de personnes qui sont au courant de la rumeur après 3 jours. 


Puisque f est en semaines, il faut remplacer f par = dans l’équation 2, ainsi 
rÉ)- 2000 mn 1102997 
7/7. 1 +99e-10Û 


d’où environ 2116 personnes. 


Déterminons le temps nécessaire pour que 1250 personnes connaissent la rumeur. (° — Sr) 
En remplaçant P par 1250 dans l’équation 1, nous obtenons 


an in 99(1250) 
10 \(5000 — 1250) 


d’où environ 2,45 jours. 


| = 0,3496... semaine 


De façon plus générale, nous pouvons résoudre, à l’aide de la décomposition en une 
somme de fractions partielles, des équations de la forme 
dx 
dt 


— k(a — x)(b — x), où k, a et b sont des constantes réelles. 
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(-30)-0-0<2 


et 


(6-40) -0-0<x 


Conditions initiales 
t=0 
Q—0 


| Exemple 2 | Deux substances chimiques, À et B, réagissent pour former une 
nouvelle substance S. Chaque gramme de cette nouvelle substance 


3 4 
est composé de 7 8 de À et de 78 de B. Si, au départ, nous avons 


9 g de À et 16 g de B et si le taux de croissance de la quantité Q 
de la substance S est proportionnel au produit des quantités À et B 
non transformées, 


a) déterminons Q en fonction de f si, après 10 minutes, la quantité Q est de 14 £. 


dQ _ 25 1) 6-50) /112-40 
ee) 


12Kk 
= 11 - 008 - 0) 
Ainsi Mrei-008-0  (ar-) 
menen 
le eo 2. fear 


1 1 : | 
Î on — Q) 7(28 — =) o2= Î kdt (en décomposant) 


Tin [21 O1 + in |28 ere 


Lmes-@-me1-0|-K+ 0 (car Q < 21) 
1, {28 — 2 
l = 
7 (À mn 
1 28 
En remplaçant f par 0 et Q par 0, nous obtenons 7 In (2) = C 
e LARG) ENT NT 
Ainsi in (RQ) = « + Fin (2) (eur c = Fin (5) 
DAS = At 1, {4 
E laçant 1 14, t —] 10) +—In|— 
n remplaçant f par 10 et Q par 14, nous ob EnOBS n = ue) k(10) 7 in (3) 
1, [28 — 2) ICS) ul (4) ( In 5) 
— + L— » 
donc Lin (28 To 70 t 7" 3 car k “ 
Isolons Q. 
in CS — e) In ) = s In (1,5) équation il) 
In Ë ee ie" = n(1,5)° 
4 Me Q) 
84 —3Q0 16 
= (1 
4Q +) 


84 — 30 = 84(1, 5° — 4Q(1, 5° 
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4Q(1, FLE 30 = 8A(1, 5-8 


ofac, 5) 3)- = sal, 5-1 
sal, 5-1 1) 


Q = 


(a, 5° — 075) 


4(0,5 = 0,75) 


ui 


(a,5) 


d’où O = 21 (équation 2) 


b) Déterminons théoriquement la quantité maximale Q .. de la substance S. 


Q.. = lim21 see (ind = o 
(1,5)9 — 0,75 

: (1,5) In (1,5) 2€ 

— 21 lim 10 


t 
1—+c 


7 1 
1,5) In (1,5) — 
CES ALNGES Eee 


(a, = 1) 
(as) = 0,75) 


Q() = 21 


= 2 
d'où 0 = 215. 


20 40 60 1 (minutes) 


EXERCICES 4.4 


1. Décomposer en une somme de fractions par- 8x + 36x27 + 49x + 27 
] 


tielles, sans trouver la valeur des inconnues. 


x(2x + 3} 
3x2 + 7x — 1 x? +1 8x3 — 5x2 — 11x + 14 
ee b x x x 
) 3x4 + 4x x + I ÿ) i (x? — 1)(x? — 4) dx 
4 1 
D tx TENTE o [ + àx 
5 3x — 4 La 
GG +IFG +x +1} © 5x2 + 3x +2 
8 h) a a 
f) 1 XX +1) 
(5 — x)(x? — x) + x) : 
3 2 
2. Décomposer en une somme de fractions partielles. i) [ LE = = dx 
; 2 xx + 1) 
a) ES b) x? — 3x —4 4. Calculer les intégrales suivantes. 
5 6 
x? — 5x +3 
er L. XŸ+x n [ESS PCT dx 
x 
3. Calculer les intégrales suivantes. 
b) [ 2x+5x—4x+20, 
a) [= 8x + 9 4 b) [ X _. xx? — x +5) 
(x — 2)(x +3) (x — 1}? 
ne , 7. ; ) JTE 
Te (2x? + 5) 
ne nt XŸ — x 
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a [ETS ter. 
+2 


dx 


[F + 10x2 + 30x + 25 
x (x? + 3x + 5}? 


n | 6x? + 7x + 19 . 
(x — 1)(x? + 2x +5) 


3x4 — x + 2x2 — x +2 
D fe dx 


x(x? + 1)? 


dx 


) 1e 17x — 3 
(x? + 3)(x° + 1) 
tx +4 + +1 
” (x? + 1)? 


i) 


5. Calculer les intégrales suivantes en utilisant 
la substitution donnée. 


DETTE Vx 


b) ET u—= Vx+i 


6. Calculer les intégrales suivantes. 


sec? — COS X 
b) | —— 
LES 0 — JR Ÿ 


(7 In? x — 5In x + 3) 
(x In° x + x In x) 


5 cos 0 
d0 
D Fe 0 (1 + sin? 6) 


7. Calculer algébriquement l’aire des régions 
©) fermées suivantes (représenter graphiquement 


les régions à l’aide d’un outil technologique). 
2 


a) =) 


c) 


=0,x=-letx=1 


+ x 
DO = pr Q=-Betr= 2 
D =) 0,x = 3etx=4 
d) FO = 1 + a 


8. Un écologiste estime qu’un lac artificiel peut 


© 
9. 


aw 


1 0. 


> 
_ 


a) Trouver l’équation logistique correspondante. 


b) Résoudre cette équation afin d’exprimer 
le nombre de truites en fonction du temps. 


c) Déterminer le nombre de truites après 3 mois. 


d) Après combien de mois la population sera- 
t-elle à 75 % de la capacité maximale ? 


e) Tracer le graphique de l’équation trouvée en b). 


Dans une réaction chimique, une 
substance À se transforme en 
une nouvelle substance S. Nous 
savons que le taux de variation de 
la nouvelle substance S est donné 
par l’équation différentielle suivante, 
æ - — k(1500 — Q)(500 + O), 

où Q est la quantité en grammes 
de la substance S, et f est en 
minutes. Si, après 10 minutes, 
nous trouvons 1000 grammes de la 
substance S, alors qu’il y en avait 
500 grammes au début, 


a) exprimer Q en fonction de f; 


b) déterminer la quantité de la substance $S après 
20 minutes. 


c) Après combien de temps trouverons-nous 
1400 grammes de la substance S ? 


d) Déterminer théoriquement la quantité 
maximale de la substance S. 


e) Représenter graphiquement Q(f). 


Dans une culture de bactéries, où le maximum 
peut être de 32 000 bactéries, le taux de crois- 

sance est à la fois proportionnel à la quantité P 
de bactéries présentes et à (32 000 — P). Si, au 
départ, il y avait 2000 bactéries et qu’ après 

6 heures leur nombre est de 8000, 


a) donner l’équation logistique correspondant 
à cette situation ; 


b) exprimer P en fonction de f. 


c) Trouver le nombre de bactéries présentes 
après 10 heures. 


d) Après combien de temps compterons-nous 


N contenir un maximum de 2400 truites. Nous ense- 80 % de la population maximale ? 
# mençons ce lac avec 400 truites. Supposons qu’un 
modèle logistique de croissance s’ applique à cette 
population avec une constante de proportionnalité 


égale à 0,000 15, où la variable f est en mois. 


e) Vérifier théoriquement que la population 
maximale est de 32 000. 


@ f) Représenter graphiquement P(9. 
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Réseau de concepts 


Exercices récapitulatifs 


és Administration d \® Chimie Le Physique 


A Sciences de ) Sciences © Outil 
+ la nature ” humaines technologique 


Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes de 
synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies à la 
fin du manuel. 


1. Calculer les intégrales suivantes. 


—X 


a) [srcos rar b) |x'e° dx 

à [EE à 
e* 1 
1 5 

e) [e-{in x +1) ax f) [ x sin x dx 
3 


2. Calculer les intégrales suivantes. 


2 +5 
ne 


a) [4 + cos? b) (+ ed 


tan0  tan°0 


C) [eo — sec a dr d) | V1 — cos 0 dû 


7 
g) [ tan? x sec*x dx h) }sinf 2r dt 
0 


3. Calculer les intégrales suivantes. 
Vu? — 16 1 
D) Gr; D) |=—— 
3u A /(1 _ 2x) 


nn ’ 
de à d) [V@ + D + 5)dx 


dx 


dy 


1 + cosû 


D 
e) === 
YV4—)y 
1 5 
D 4 D) fo — à 
xVVx-4 É V 3x + 7x — I 


4. Calculer les intégrales suivantes. 


7t + 26 
à) À ——— dt 
(t — 2)(31 + 4) 
b) P== OP) 
Dre 


6y° + y? — 63 
d 
D y* — 81 Û 


dx 
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e) |sec* xtan* x dx f) [ (cos 3x cos 2x)? dx 
0 


r) [2503 c0se 0 


o [2 + 22 — 7x + 9x 
x(2x + 5) 
o [ 
7] + 4} 
sin 0 


D a 12 © 
fa 36e 4 Se ++ 2 
g) x 
(x + 1)? + 1) 


m f* _. mA à 
SE 2e 3e — 


. Calculer les intégrales suivantes. 


x 
a) dx 

Î Var Îl 

1) par changement de variable en posant 
t=x+l; 

li) par changement de variable en posant 
8 = Vies je 

ii) par parties ; 

iv) par substitution trigonométrique. 


b) | sin 3x cos 2x dx, de deux façons différentes. 


c) | 16 _ = dx, de trois façons différentes. 
d) Î sin° 30 cos” 30 db, de trois façons différentes. 


e) LL ;& de deux façons différentes. 


. Parmi les méthodes suivantes : 


— changement de variable, C.V. 

— intégration par parties, [.P. 

— intégration par substitution trigonométrique, S.T. 

— décomposition en une somme de fractions 
partielles, FP. 


déterminer celles qui permettraient de résoudre 
chacune des intégrales suivantes (cochez 
les cases appropriées). 


CNRS SSP) 


4 
Mer 


1 
d) Es 
Vx —6x+8 
X 
& an 


1 
D 


g) == 7 dx 

h) FE 2 dx 

2 Î ü TF de 
: 1 

» fe 
Kk) | Ts dx 
D | _—. dx 

m) |x In? x dx 

n) |x'e° dx 

o) |xe* dx 

p) | sin? 3x dx 

q) |x° sin x° dx 

r) |x sin 3x dx 
S) | e* sin x dx 

t) [ cos“ x sin x dx 


u) [ cos 4x sin x dx 


LP. 


S.T. EFP. 


CNP SPSNE'E 


W) | tan 4x dx 
X) Î sec? F) dx 
y) Î sec? F) dx 


. Calculer les intégrales suivantes. 


a) CS + 8) In x dx 
b) Î sin (54) cos“ (50) dû 
C) fev dE se ab 


d) ET 


SA dx lIx 4 
e) 2! D DE 
(x + 1) 


f) | — dx 
GE + 2x + 10Ÿ 


g) [e (sin £ + cos f) dt 


3 3 
h) [EE \V/u tan EVE 


n JE NX 

(il = 37 

. 
s + 4x 


Se Sr il 


—— — 
"RE | 


mt 
Deer 
er 


ra oùafDOetb #0 


n) Ja sin bx dx, où a + 0et 5 4 0 


(2e + 1) 


D (> = 2Ÿ 
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8. Calculer les intégrales suivantes. 


1 
D Erecrerrs 


C) | (Arc sin x)? dx 


d) Î cos 0 
sin 0 V/1 + sin? 


o [2 Int 


Se de 2e dE Îl 
f) fine. 
(x? + 2x + 4 


) __ sinx 
8 (1 + sin er 


Dre 


h pee 
Ho 


) re 
k) [eos V3 à 
a 
D =" 

mn) dx où a # 0etb # 0 
n) [in ax cos xd où a # 0,5 #0 ea + + D 


7 
d 
9) er de 


= f(x) + C.. Déterminer 


f(x), en a le carré, si f(0,5) = 1. 


b) Soit dx = g(x) + C,. Déterminer 


1 
| Vx-x 
g(x), en écrivant le dénominateur sous la 
forme V/x V1 — xet en posant u = VX, 
si g(1) = 0. 


c) Calculer l’aire À entre les courbes de f et de g 
sur [0, 1]. 
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10. a) Trouver une formule de réduction pour 


11. 


1) cos (ax) dx, où ne {1,2, 3, ...}; 
ii) [+ sin (ax) dx, où ne{1,2,3,...}; 
ii) [ tn (ax) dx, où n € {2, 3, 4, ...}; 


i) [xfananr di oùk#-1etne (1.2.3...) 


b) Calculer les intégrales suivantes à l’aide des 
formules de réduction précédentes. 


1) Î x° sin 5x dx ii) | x (In x)‘ dx 


iii) | tan“ (5x) dx iv) Î tan” (4x) dx 
a) Calculer les intégrales suivantes, où a ER \ {0}. 
D fever in fever 
ni) [TE à iv) PES 
à x 
Y) Î (CE = aÿ dx vi) | Ve dx 


b) Calculer les intégrales suivantes à l’aide de 
l'intégrale appropriée trouvée en a). 
VO _ cu - V/2x2? + 4 
1) dx  üù) | ———— dx 
jé 


ne. iv) [ V(x—2} dx 


. Calculer algébriquement l’aire exacte des régions 
| fermées délimitées par les courbes suivantes 


(représenter graphiquement ces régions). 


a) y = (4 — x’}e‘et y = 0 


b) y=3sin x,y =0,x=0etx=27 
2x 
C = = 0,x=-letx = 2 
nn 
x? 
DRE mers 


= 2 
De et y = 0 
I = 
= t 1 
8) re 0,x=0etx 
h) y = x sin 2x, y = 0,x = 0etx 2 


j 


. € 

1) orme) 0,x—=0etx — In 4 
j) ne 0,x=0etx=1 
La FRET ? 

k) y= ET, O,x=1etx=3 


13. Le nombre total N de téléviseurs à écran plat 
LUN 


») 


- = 


vendus dans une chaîne de magasins augmente à 


un taux = — KN(20 — N), où N est en millions 
et test en années. 


En 2006, le nombre de téléviseurs à écran plat 
vendus était de 10 000. En 2010, il était de 
50 000. 


a) Déterminer N en fonction de f. 


b) Déterminer le nombre total de téléviseurs 
à écran plat vendus jusqu’en 2014. 


c) Déterminer le nombre P de téléviseurs 
à écran plat que l’on prévoit vendre au 
cours de l’année 2017. 


d) Déterminer théoriquement la quantité 
maximale Q.. de téléviseurs à écran plat 
que l’on prévoit vendre. 


e) En quelle année le nombre de téléviseurs 
à écran plat sera la moitié de Q . .? 


© f) Représenter graphiquement Q(#, 


où te[0, 30]. 


14. En 2011, les polices d’assurance vie en vigueur 
+) au Québec avaient une valeur moyenne de 


= 22 487$. Des actuaires ont démontré que le taux 
de variation du montant moyen À, en dollars, 
d’assurance vie est donné par 

dA 15 210f + 60 840 


dt V15,218 + 121,681 + 1475,37 
où fr est en années écoulées depuis 2011 et 
te [0, 20]. 


© a) Déterminer A(f) et esquisser son graphique. 


b) Déterminer À pour les années suivantes : 
1) 2016; ii) 2022. 
c) Utiliser l’intégrale définie pour déterminer le 


montant moyen des polices d’assurance vie 
entre les années 


1) 2016 et 2022; 11) 2021 et 2026. 


15. La densité d’une charge électrique p, à une 
© distance r du centre d’une sphère chargée de 
is ÿ rayon À, est donnée par p(r) — p, cos (ar), où p, 
et a sont des constantes. Déterminer la charge 
R 


totale © de la sphère si O = 4x | rp(r) dr. 


0 
16. Soit une population P dont le taux d’accroissement 
5 dE Rs —. 
») est donné par D = te”, où f est exprimé en mois. 
S1 la population initiale est de 20 000 habitants, 
a) exprimer la population P en fonction du temps; 
b) déterminer la population dans 1 an; dans 2 ans. 
17. Une maladie contagieuse se propage dans une 
” ville de 75 000 habitants, à un rythme qui est à 
* la fois proportionnel au nombre P de personnes 
atteintes et au nombre de personnes non atteintes. 
Supposons que 150 cas de maladie soient signa- 


lés au début de l’épidémie et qu’après 15 jours 
nous comptions 1500 cas. 


D 4 


a) Donner l’équation logistique correspondant 
à cette situation. 


b 


c) Trouver le nombre de cas de maladie après 
30 jours. 


= 


Exprimer P en fonction de f. 


d) Déterminer le temps qu’il faudra à la mala- 
die pour que la moitié de la population soit 
contaminée. 


18. D’après un politicologue, le taux de variation du 
je) pourcentage P de popularité d’une candidate à 


2 une élection est donné par = = kP(1 — P). Si, 


au départ, 20 % des électeurs sont en faveur de 
cette candidate et qu’un mois après ce nombre 
correspond à 30%, 


a) après combien de mois son pourcentage 
de popularité sera-t-il de 40 % ? 


b) Si les élections ont lieu trois mois après 
le début de la campagne électorale, cette 
candidate peut-elle espérer remporter 
cette élection ? 
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1. Calculer les intégrales suivantes. 


a) fe e* dx b) fa dx 
X 


C) fran 95e 9 do d) fev à 


2 +sinf 1 + sin 0 
o [ta À Er 
8) Lo 

sin0 : 8 
FE Dvd 


k) de 
m) [V4 +2V% à 


D EE e 
(1 + x} 
n) Je x tn eds 


p) Le dx 


0) Î xe*' cos x dx 


. Calculer chacune des intégrales suivantes 
de deux façons différentes. 


COS X 


© rer) na ae 


. Résoudre les équations différentielles suivantes. 


dx b) 


a) @—x)y = y +}; 
1) y = 2 lorsque x = 3, ü) y = 2 lorsque x = = 
b) y dy = e**” sin (5e) dx; y = 0 lorsque x = 0; 
c) xVy + 16 dx = V25 — À dy: y = 3 lorsque 
x = 4, 
. a) Trouver une formule de réduction pour 


1 
| (Se ER ounEN2 SL 
0 


en utilisant la méthode d’intégration par 
parties. 


b) Déterminer [ (1 — x?)" dx, en fonction de n. 
0 


c) Calculer 


o | (0 on 00 CE | (HER See 
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d) Calculer l’aire À de la région délimitée par la 
courbe de y = (1 — x?) et l’axe des x, si 
se (Fil, Ut 


. a) Trouver une formule de réduction pour 


n 


7 
[ sin” x dx, où n € {2, 3, 4, ...}. 
0 
b) Déterminer 
2 
sin” x dx, selon que n est impair, où n = 3, 
0 


et selon que n est pair, où n = 2. 


c) Calculer 
7 7 
1) | sin’ x dx; ii) | sin!? x dx. 
0 0 


a 
d) Déterminer [ cos” x dx, selon que n est impair, 
0 
où n = 3, et selon que nest pair, où n = 2. 


e) Calculer 


TI ju 
ai 2! 
i) [ cos® x dx; ii) [ cos!! x dx. 
0 0 


. Calculer algébriquement l’aire À de la région 


fermée délimitée par les courbes suivantes. 
be 37 
@=6@+1) 7? x-7 


b) y = In x, la tangente à cette courbe au point 


(1, AL) et x = 2 


ay 


2, 


©) FD = ete = 2 —, 


5 — il 
2) 
où xe | =, 2 
Æ | 


d) f(x) = (tan? x — tan x)e-" et g(x) = 2e", 


où xe ee 7 
8 ” 


. Calculer l’aire des régions ombrées suivantes. 


a) 


24 ÿ = 25 
=" 2 


b) Soit le cercle C et le 
triangle équilatéral PRS. 


f(x) = ax + 1) cos (bx) 


(0, -3) 


(ñ, fm) 


Calculer l’aire entre la courbe de fet y = O, 


où xe [0, 7]. 
G@=SY+y = 25 b) Soit f(x) = e'(3 — x°). Déterminer l’aire 
entre la courbe de fet l’axe des x sur [a, b], 
d) C:x#+y=4; 


où a est la valeur de x telle que (a, f{a)) est 
un point de minimum relatif de f et (b, f{b)) 
Es El is est un point de maximum absolu de f. 

à Cr == il 


ER are ils 


4 


10. à) Calculer l’aire de la région fermée délimitée 


X — 
en 


b) La coupe transversale d’un tunnel est 


délimitée par les deux ellipses suivantes. 


© 
# 
LA 


8. Le 1° avril, une enseignante demande à ses 
étudiants de tracer les quatre courbes suivantes. 


C.: (x — 4} + (y — 3° = 25 


CC 7 3 sm 
C:(& — 13} + y? = 25 Déterminer la quantité de ciment, en m°, | 
l : nécessaire à la fabrication de ce tunnel, si la 
CE D ( = 1) se L0 longueur du tunnel est de 25 mètres. 
è 2 36 
a) Représenter graphiquement C,, C,, C,, 11. Soit f(x) = e“(cos x + sin x), où x [7 nl. 
et C, dans un même système d’axes et 2 


déterminer les points d’intersection P et Q A(a, O).et B(E, 0), deux pos de la courbe de j, 
ec de ctoa où a < b, M(c, f(c)), le point de maximum 

AE absolu de fet I(d, f(d)), le point d’inflexion de f. 
a) Calculer les aires A et À, des régions 
(RNR,) U(RNR)U(RNR)\R, délimitées par la courbe de f et l’axe des x 
sur l’intervalle donné 


b) Calculer l’aire À de la région suivante: 


où R est l’aire de la région fermée délimitée 
par la courbe C. DAS LE, 


: / : ll) A su d=x=f. 
9. a) Le graphique suivant est la représentation Le L 


Æ N b) Calculer l’aire À, entre la courbe de fet la 
= + Î ï 0, 7]. 5 
A One) droite D passant par P(0, (0)) et B(b, O). 
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12. Calculer la limite L, lorsque a tend vers 0*, du 
rapport de l’aire du triangle OPQ et de l’aire 
totale ombrée. 


P 0 10 20 30 40 
C 0 98 159 | 207 | 265 


Des mathématiciens ont trouvé que la 
on 

di 1400 + 86p — p 
utilisée comme modèle adéquat à la situation 
précédente. Utiliser le modèle pour répondre 
aux questions suivantes. 


f(x) = x sin (x) 


ut êtr 
Q(a, f{a)) PENSE 


x 


a) Compléter le tableau suivant. 


+ 4 
13. Soit la fonction f, définie par f(x) = es 
: ne. p | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 
a) Calculer l’aire de la région fermée délimitée 
par la courbe de f et l’axe des x sur [0, 2]. C 


b) Déterminer la valeur c du théorème de 
la moyenne pour l'intégrale définie sur 
cet intervalle. 


b) Représenter la courbe de C(p), où p € [0, 90]. 


c) Si la compagnie dépense 500 000$, quel 
sera alors le pourcentage de substances 


14. à) Déterminer le point de la courbe donnée tel polluantes éliminées ? 
que l’aire entre la tangente en ce point et la e Ro Un , ; 
courbe est minimale sur l’intervalle donné si d) Utiliser l'intégrale définie pour déterminer 
D = Re Son D de le coût moyen pour éliminer entre 
D Le) ho la 1) 70% et 80 % des substances polluantes ; 
: eu ii) 10% et 20 % des substances polluantes ; 
b) Soit une fonction À concave vers le bas sur 


ee 0 11) 30% et 60 % des substances polluantes. 


1) Déterminer le point P(c, A(c)) de la courbe 
tel que l’aire entre la tangente à la courbe 
en ce point et la courbe est minimale. 


17. Une particule se déplaçant en ligne droite a 
x, une accélération de a(f) = t cos f, où test en 
#” secondes et a(f) est en m/s?. 


1) Donner la caractéristique de c et 
déterminer si les réponses trouvées 
en à) vérifient cette caractéristique. 


a) Déterminer la fonction donnant la vitesse 
de cette particule, sachant que v(0) = 0. 


b) Quelle distance d, cette particule a-t-elle 
15. Déterminer le centre de gravité C(x, y) des 
surfaces planes délimitées par les courbes 


suivantes et représenter graphiquement la région © 


parcourue sur Lo 8, 5 ? 
© Ile di d, cette particule a-t-ell 
et C(x, y) à l’aide d’un outil technologique. AS IS AS ENS CRE AMEN 


T 
a 9 
D 0 0 — : parcourue sur Ê S, ms] ! 
b) fix) = e,y=0,x=0etx=1 18. Soit un train dont la vitesse en fonction du 
== + 7) 2) 
©) AD = e,x=0,y=l1ety=e LT temps est donnée par v(f) = a 
d = X y=0,x=0etx=2 où test en secondes et v(f), en m/s. 
9 2e, x2° , 
_ a) Déterminer la 
e) 0) = 1 +cos x, y = 0,x = 0etx = 27 distance parcourue 
AR . —> AVAST par ce train 
© DONNE CES 2 sur [Os, 35]; 
sur [35, 5s]. 


16. Le tableau suivant donne les coûts engagés C, 


en milliers de dollars, par une compagnie 
pour éliminer les substances polluantes p, 
en pourcentage, d’un lac. 
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b) Déterminer 
l’accélération de 
ce train après 2 s. 


19. Une particule se déplaçant en ligne droite a 


20. 


EN 


21. 


34 


[4 


23: 


* 2 


è , He 
une vitesse v(f) = eV cos £ = 2) oùtest en 


secondes et v est en m/s. Calculer la distance 
totale d parcourue pendant l’intervalle de temps 
[0 s,27s]. 


Une maladie se propage dans une communauté 


| selon la règle . = 2p(1 — p), où p est la 


proportion (0 = p < 1) de la population P qui, 

à l’instant f, exprimé en semaines, est atteinte 

de la maladie. 

a) Quelle proportion de la population est 
atteinte de la maladie à l’instant où elle 
se propage le plus rapidement ? 

b) Si, à l'instant { = O, il y a déjà 5 % de la 
communanté qui est atteinte de la maladie, 
déterminer p en fonction de f. 

c) Déterminer à quel instant f la maladie se 
propage le plus rapidement. 


Une compagnie estime que son revenu marginal 
est donné par R,(g) = 10*(2g — ge”°*), où gq est 


) exprimé en milliers d’unités et R,(q), en dollars 


par milliers d’unités. Déterminer le revenu de 
cette compagnie si elle vend 6000 unités. 


. Les économistes définissent la valeur future F, 


après T années, de dépôts annuels a(?), 
où 0 == T, investis à un taux d’intérêt 
nominal i capitalisé continuellement, par 


T 

F(T) = e" | a(t) e7" dt. 
0 

Calculer la valeur future 


a) après 5 ans, si l’on dépose 4000$ par an 
lorsque i = 4,5%; 


b) après 10 ans, si une personne investit 2500$ 
la première année, 2700$ la deuxième année, 
2900$ la troisième année, et ainsi de suite, 
lorsque i = 4%. 


Une particule partant d’un point fixe O, avec une 
vitesse initiale de 10 m/s, se déplace en ligne 
droite dans le sens positif. L’accélération a de 
cette particule, en m/s°, au temps f, en secondes, 
2 

-v(l + v ) . 

50 
v = Oest la vitesse de la particule au temps f. 


où { = (), est donnée par a = 


a) Calculer le temps pris par la particule pour 
ralentir de 10 m/s à 5 m/s. 


b) Si x est la distance parcourue par la particule 
au temps f, exprimer 


i) xen fonction de v; 
ii) v en fonction de x. 


c) Déterminer la distance parcourue par la 
particule avant de s’immobiliser. 


d) Déterminer sa vitesse lorsqu'elle aura parcouru 
la moitié de la distance trouvée en c). 


24. Soit la distribution de la courbe de Lorenz 
+) donnée par L(x) = 1 — V1 — x. 
+ a) Représenter graphiquement la courbe de L. 


b) Calculer le coefficient de Gini G. 


k 

25. Soit f{x) = Te: 

#) 16 — x 

= a) Déterminer la valeur de & telle que f(x) est 
une fonction de densité pour la variable 


aléatoire X sur [0, 2]. 


b) Calculer l’espérance mathématique E(X) 
de la variable aléatoire X. 


c) Déterminer la médiane M, de X. 


d) Calculer la variance V(X) de la variable 
aléatoire X, sachant que 


VO) = | x fQ) dx — (EX). 


26. Soit y la population d’un micro-organisme dans 
*) un milieu donné. Le taux de variation de y par 
LE < rapport au temps f, où f est en heures, est donné 
par © = kRyYN — y), où0 <y<N. 
t 


a) Démontrer que y = ————. 

) RTE 

b) Déterminer les coordonnées du point d’in- 
flexion, donner l’équation de l’asymptote 
horizontale et tracer le graphique de cette 
fonction. 


Q 
Lez 


On place 300 bactéries dans une boîte de 
Pétri contenant des nutriments suffisants 
pour 1500 bactéries. Après une heure, on 
compte 500 bactéries. 


1) Calculer le nombre de bactéries après 
2,5 heures. 


11) Déterminer le temps nécessaire pour 
avoir 90 % de la population maximale. 
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1) Tracer la courbe et l’asymptote hori- b) Trouver la probabilité que le visiteur attende 
zontale correspondant à cette situation 1) au plus 2 minutes; 
et déterminer le point d’inflexion. ii) au moins 2 minutes; 
ii) plus de 3 minutes. 
27. Le taux de croissance 
à d’une plante de 10 cm 
= de hauteur est à la fois 
proportionnel à la hau- 
teur h de cette plante 
et à (60 — h). Si, après 
trois jours d’obser- 
vation, la plante 
mesure 12 cm de 
hauteur, 


c) Trouver l’espérance mathématique u et 
interpréter le résultat. 


30. Deux éléments chimiques réagissent pour 
& former un nouveau produit. Le taux de variation 
\ £ : 
de la concentration Q du nouveau produit 
JORUaO) RO) 
dt 1200 : 
où Q représente la concentration au temps # 
et test en minutes. 


est donné par 


a) exprimer À 


ù a) Exprimer © en fonction de f. 
en fonction de f. 


b) Déterminer la concentration 
b) Déterminer la hauteur de la plante après deux i) après 10 minutes; 11) après 1 heure. 


PEAMES: c) En combien de temps la concentration 


c) Trouver après combien de jours la plante passe-t-elle de 40% à 60%? 


atteindra la moitié de sa hauteur maximale. ne ; : 
31. Dans une région donnée de la province, le taux 


d) Donner l’esquisse du graphique de la continu annuel de natalité d’une population P de 
fonction h et indiquer les coordonnées # lièvres est proportionnel au nombre de mâles 
du point d’inflexion. multiplié par le nombre de femelles, et le taux 
e) Déterminer la taille de la plante à l’instant continu de mortalité est de 20 % par année. On 
où son taux de croissance est le plus rapide. estime que la population était de 5000 lièvres 
en 2011 et que (5 In 2) années plus tard elle était 
. La concentration d’un médicament dans le de 4000 lièvres. En supposant que le nombre 


sang d’un patient est donnée par Q(9 = 2te#", de mâles est identique au nombre de femelles, 
exprimée en mg/cm°, où f e[0h, 24h]. CAMES IDE ER 


a) Représenter graphiquement la courbe de Q. 
b) Déterminer la concentration moyenne du 
médicament durant 
1) les 6 premières heures ; 
ii) les 6 dernières heures ; 


il) les 24 heures. a) déterminer l’équation différentielle corres- 
pondant à cette situation. 
. Soit f(x) = k(x + 2)e”", où x E[O min, 4min], 
la fonction de densité pour la variable aléa- 
toire X représentant le temps d’attente d’un visi- 


b) Résoudre cette équation différentielle en 
exprimant P en fonction du temps f. 


29 
(3 


teur à un kiosque d’information touristique. c) Représenter graphiquement la courbe de P. 
a) Déterminer la valeur de k pour que f soit une d) Déterminer en quelle année la population 
fonction de densité de probabilité sur [0, 4]. sera la moitié de la population initiale. 
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Applications de l'intégrale définie 
et intégrales impropres 


no 


ous avons déjà utilisé l'intégrale définie pour calculer l'aire 

de régions fermées. Dans ce chapitre, nous utiliserons le 

même outil pour calculer des volumes de solides de révo- 
lution, des volumes de solides de section connue, des longueurs de 
courbes planes et des aires de surfaces de révolution. Nous démon- 
trerons en outre des formules de longueur, d’aire et de volume déjà 
connues. 


Perspective historique 
Exercices préliminaires 


51 Volume de solides 
de révolution 


5.2 Volume de solides 
de section connue 


5.3 Longueur de courbes 


planes Finalement, nous étendrons le concept d’intégrale définie à des 


fonctions continues sur des intervalles infinis et à des fonctions 
qui tendent vers + pour une ou plusieurs valeurs de l’intervalle 
d'intégration. Ce dernier type d’intégrales, appelées «intégrales 
impropres », servira au chapitre suivant à déterminer la convergence 
ou la divergence de certaines séries. 


5.4 Aire de surfaces 
de révolution 


5.5 Intégrales impropres 
Réseau de concepts 


Exercices récapitulatifs 


En particulier, l'étudiant pourra résoudre le problème suivant. 
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La hauteur A d’un fil électrique reliant deux pylônes est donnée 
par l'équation 


HG = 500 (er + 61005) — 980, où x € [-100 m, 100 m] 


a) Déterminer la hauteur minimale H entre le fil et le sol, et la 
hauteur H, des pylônes. 


b) Déterminer la longueur L de ce fil. 


(Voir les exercices récapitulatifs, n° 8, page 306) 


PERSPECTIVE 


HISTORIQUE 


Des ravages de la peste au vin de Kepler, le calcul 
intégral à la rescousse! 


vant le calcul différentiel et intégral, la déter- 

mination d’aires, de volumes et de longueurs de 

courbes exigeait plein d’astuces. Les questions 
de mesure de volume préoccupaient d’ailleurs l’humanité de- 
puis fort longtemps. Ainsi, le problème classique de la 
duplication du cube a hanté les mathématiciens de la Grèce 
antique. On fait habituellement remonter ce problème à une 
demande de l’oracle de Délos de doubler le volume de l’autel 
d’Apollon pour assurer la fin d’une épidémie de peste. Dans 
l'esprit de l’époque, doubler le cube que forme l'autel origi- 
nal implique de le faire en n’utilisant que la règle et le com- 
pas. Plusieurs mathématiciens s’y cassent les dents. Aussi, 
en désespoir de cause, tentent-ils de résoudre ce problème 
sans cette restriction (aujourd’hui, nous savons qu’il ne peut 
être résolu avec cette restriction). Une solution remarquable 
est proposée par Ménechme 
(375-325 av. J.-C), qui aurait 
découvert les coniques alors 
qu’il s’attaquait à ce problème. 
En effet, symboliquement, dupli- 
quer un cube correspond à 
résoudre l'équation x* = 2. Mais 
si on remplace x? par y, la résolu- 
tion de cette équation équivaut 
alors à résoudre le système xy = 2 
et y = x?; autrement dit, à trou- 
ver un point d’intersection entre 
une hyperbole et une parabole. 


Archimède 
(287-212 av. J.-C.) 


La remise en question de la physique aristotélicienne à la 
fin du Moyen À ge (x1v° et xv° siècles) et à la Renaissance 
(xvi° siècle) se nourrit de l’étude des mouvements. Les 
approches alors développées, impliquant des sommes 
infinies d'éléments infiniment petits, permettent de jeter 
un nouveau regard sur des questions de mécanique dont 
certaines datent d’Archimède (287-212 av. J.-C.). Ainsi 
en est-il de la détermination de l’aire, du volume ou du 
centre de gravité d’une surface ou d’un objet. En 1584, 
l'ingénieur flamand Simon Stevin (1548-1620), qui est 
l’un des promoteurs de l’usage des fractions décimales, 
emploie de telles approches pour déterminer le centre de 
gravité. Johannes Kepler (1571-1630) suit cet exemple. 


En 1613, lors de son second 
mariage, il constate que le 
marchand de vin détermine 
le volume de vin dans un ton- 
neau en utilisant une tige qu'il 
introduit diagonalement dans 
ce dernier. Flairant l’escro- 
querie, il écrit un petit livre 
très original consacré à la 
mesure des tonneaux de vin. 


Au xvir° siècle, alors que la 
détermination du volume de 
solides aux surfaces latérales 
courbes semble possible, bien 
que difficile, il en va tout autrement de la détermination de 
la longueur d’une ligne courbe, qu’on appelle alors la «rec- 
tification d’une courbe ». En 1637, dans son Géométrie, où 
1l pose les bases de la géométrie analytique, René Descartes 
(1596-1650) affirme sans hésitation que l’on ne saurait 
trouver une méthode rigoureuse et exacte pour détermi- 
ner le rapport entre la longueur d’une ligne courbe et celle 
d’un segment de droite. Une vingtaine d’années plus tard, 
l’Anglais William Neïle (1637-1670) réussit pourtant une 
première rectification, celle de la parabole semi-cubique 
? — x°. En l’espace de quelques années, plusieurs courbes 
sont ainsi rectifiées. En 1659, une méthode relativement 
générale est trouvée par le Flamand Hendrick van Heuraet 
(1633-vers 1660). Toutefois, cette 
formule implique que, pour 
trouver la longueur d’une 
courbe, il faut trouver l’aire 
sous une certaine autre courbe. 
C’est là une difficulté qui sera 
aplanie une vingtaine d’années 
plus tard par la découverte 
du théorème fondamental du 
calcul différentiel et intégral. 
D'une panoplie de méthodes 
diverses, on en vient alors à 
une approche unifiée, systéma- 
tique, englobant tous les cas. 


Johannes Kepler 
(1571-1630) 


René Descartes 
(1596-1650) 
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Exercices préliminaires 


1. a) Soit le triangle isocèle 
ci-contre. Exprimer h en 
fonction de b et de c. 


b) Soit le triangle équilatéral 
ci-contre. Exprimer l’aire À 
du triangle en fonction de c. 


/X 
b 
FAN 
- 


2. Utiliser la figure ci-dessous pour compléter les S. 


égalités suivantes. 


d 


3. Donner la formule déterminant la distance d entre 
les points A(x,, y.) et B(x,, y,). 


4. Compléter. 
a) 


circonférence C = 


aire À = _____ 

7 
volume V = 
aire totale À = ___ 

8 
volume V = _____ 
aire À = ____ 


. Exprimer l'aire entre une courbe f, où f est non 


volume V = ____ 


AN aire totale À = 


A1 


d) 
e) 
aire latérale = ____ 


aire totale = ____ 


ai D- 


Évaluer les limites suivantes. 
je 
b) lim e* 
X— +00 
c) lim In x 
x—0* 
d) lim In x 
X— +00 
e) lim Arctan x 


f) lim Arc tan x 
X— +00 


. Évaluer les limites suivantes à l’aide de la règle 


de L’Hospital. 
Sin X 


à li 
x—0 X 


; X 
b) lim = 


c) lim xe* 
rs 


d) lim xin x 
x—0* 


négative, l’axe des x, x = a et x = b, à l’aide 


a) de la limite d’une somme de Riemann ; 


b) de l’intégrale définie. 


. Calculer les intégrales suivantes. 


a) [sec 0 dO b) fev man) ot 


C) [eos 6 40 d) Mer a 
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5.1 Volume de solides de révolution 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra calculer des volumes de solides de révolution. 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 
* de représenter graphiquement une région donnée ainsi que le solide de 
révolution engendré par la rotation de cette région autour d’un axe donné; 
+ de calculer le volume d’un solide de révolution en utilisant la méthode du 
disque ; 
+ de calculer le volume d’un solide de révolution en utilisant la méthode du 
tube, également appelée «méthode de la coquille cylindrique ». 


Dans cette section, nous verrons comment l'intégrale définie nous permet d'évaluer 
le volume d’un solide de révolution engendré par une rotation de 27 radians (360°) 
d’une région plane autour d’une droite appelée axe de rotation. 


Représentation graphique de solides de révolution 


DOUUCRE En faisant tourner les régions ci-dessous autour de l’axe de 
rotation indiqué, nous obtenons les solides de révolution 
correspondants. 


Régions Axe de Solides de révolution 
rotation correspondants 


Autour de 


l’axe des x 


Autour de 
VC 


Autour de 
l’axe des y 
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Régions Axe de Solides de révolution 
rotation correspondants 


Autour de 
x=a 
Méthode du disque 
Soit le disque (cylindre circulaire droit) ci-contre de rayon R et te 


d'épaisseur E. Le volume du disque, noté V,, est donné par 


VE =CnCE 


| Exemple 1 | Soit la région délimitée par la courbe y = VX, l’axe des x, x = 1 et x = 9. 


Calculons le volume V du solide de révolution engendré par la 
rotation de cette région autour de l’axe des x. 


1) Représentons graphiquement : 2) Représentons graphiquement 
* la région délimitée par les équations; : * le solide de révolution obtenu 
* l’axe de rotation ; en faisant tourner cette région 


m4 ges autour de l’axe des x; 
*_un élément de surface de la région jh 


perpendiculaire à l’axe de rotation. 


+ le disque obtenu par la rotation 
de l’élément de surface. 


Le volume V, du disque (élément 
du volume total) est donné par 


140 = TIR} AXx, (Care ="Ax) 
= my Ax  (GarRk =») 


51 Volume de solides de révolution 263 


O 


3) Déterminons le volume V du solide en évaluant l’intégrale définie correspondant 
with(Student|Calculus1]) : à la limite de la somme des volumes des disques lorsque (max Ax) tend vers zéro 


VolumeOfRevolution( V3, (voir la définition 3.6, page 141). 
X= 1.9, output = plot, 


n 


view = [0..11,-3.3,-3.3]): = , us Ÿ ay Ax @e [1,9] 
max X; Fi 
9 
= [ Try? dx (définition de l'intégrale définie) 
1 


= r| (V3) dx (car y = VX) 


I 
à 
> 
æ 
& 


d’où V = 407 u:. 


SOU Calculons le volume V du solide de révolution engendré par la 
rotation de la région délimitée par y = VX, l'axe des Y,y=l 
et y = 3, autour de l’axe des y. 


with(Studeni|Calculus1]) : 1) Représentation de la région, de  : 2) Représentation du solide de 
VolumeOfRevolution (VX, l’axe de rotation et d’un élément : révolution engendré ainsi que 
x = 1.9, output = plot, de surface de la région : d’un disque 


axis = vertical, scaling = 
constrained, view = [-9..9, 
59:9,0.31): 


y 


V, = miRF Ay, 


(car E= Ay) 


| 
à 
o 
> 

= 


(car R, = x) 


3) Calcul du volume V 


n 


V= lim » m[x} Ay, (ye [1,3] 


(max Ay)—0 = 


3 
= [ TX? dy (définition de l’intégrale définie) 
1 


3 
= r | y“ dy (y = Vx, d’où x? = y‘) 
1 
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SOUMUCKE Calculons le volume V du solide de révolution engendré par la 
rotation de la région délimitée par y = cos x, y = 2,x=0et 
x = 7, autour de y = 2. 


with(Student| Calculus11) : 


VolumeOfRevolution(cos (x), 1) Représentation de la région,  :2) Représentation du solide de révolution 
x = 0.7, distancefrom de l’axe de rotation et d’un : engendré ainsi que d’un disque 
axis = 2, output = plot): élément de surface de la région : 


m[2 — y} Ax, (car =2-)y) 


3) Calcul du volume V 


n 


V= lim > m2-7y}Ax &e [0, xl) 
(max Ax)—0 eu 
= [ aile = yP dx (définition de l’intégrale définie) 
0 
=#| [2 — cos x]? dx (y = cos x) 
0 


=#| (4 — 4 cos x + cos? x) dx 
0 


r | ( — À cos x + 1e es TRUE 2x) dx (eos SU =, 
0 


2 


T 


sin à) 
4 


mÜaasinr+ + 


on 


ue 
2 


0 


2) 
d’où V — RE 
D 


Il peut arriver que, pour calculer le volume d’un solide qui n’est pas entièrement 
plein, il soit avantageux de calculer divers volumes et de faire la somme ou la 
différence des résultats obtenus. 
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HOUULE Calculons le volume V obtenu en faisant tourner autour de l’axe des x la région fermée 
délimitée par les courbes définies par y, = x et y, = V 8x. 


Pour représenter la région délimitée par les équations ainsi que le solide de révolution correspondant, il faut 
trouver les points d’intersection de ces deux courbes, en posant 


Y, — y, 
x = VBx 
xt = 8x (en élevant au carré) 
x — 8x =0 
x — 8) = 0 (en factorisant) 


d’où x = 0 ou x = 2, et les points d’intersection sont O(O, 0) et P(2, 4). 


1) Région délimitée par les équations : 2) Solide de révolution 


3) Calcul du volume V 


Le volume V cherché est obtenu en calculant la différence entre les volumes V, et V,, engendrés respec- 
tivement par la rotation autour de l’axe des x des courbes y, et y,, où x e[0, 2]. 


= | Ty.) dx 


2) 
[ TC) dx G,=x#) 
0 


p} 
r[ «a 
0 


_. 2 V,, = ar] Ax x l2 
= T 4x ! L 
o mu my, F A%, 5 0 
= [16 — 0] = [0] 
= 167 = : 


2 
Puisque V = V, — V, nous avons V = 167 — = T 


d’où V = — u?. 
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S'OUUCES Calculons le volume V du solide de révolution engendré par la rotation de la région 
débit pr Er 3 Autour de Ir 


1) Région délimitée par les équations : 2) Solide de révolution 


3) Calcul du volume V 


Le volume V est obtenu en calculant V — V, — V,, où V, V et V, sont les volumes suivants. 


V, = IR Ay. 
ab bb 
V. est le volume d’un cylindre V, est le volume d’un cylindre V, est le volume du solide ci-dessus. 
circulaire droit de rayon : circulaire droit de rayon : 
(3 — (-1)), c’est-à-dire 4, : (1 — (-1)), c’est-à-dire 2, A : 
et de hauteur (11 — 1), : et de hauteur (3 — 1), = k DURS 
c’est-à-dire 10. : c’est-à-dire 2. de 
V, = #4*(10) = 1607  V, = n2°(2) = 8 = r | [Vy —-2+1fdy 
ë 3 


(y = x? + 2, donc x = Vy — 2) 


ail 
7] EV=3+5-1)& 
3 


_ fe Ne ») 


2487 _ 2087 
3 3 


Puisque V = V — V, — V., nous avons V = 1607 — 87 


2087 
= —_— ù 
3 


5 


d’où V 
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Élaborons maintenant une autre méthode qui nous permettra de calculer plus 
facilement des volumes de solides qui ne sont pas pleins. 


Méthode du tube 


Soit le tube ci-contre de rayon intérieur R, de rayon 
extérieur À, et de hauteur H. Le volume de ce tube, 
noté V,, est donné par 

V,= TR H — TR°H 


T 


= TH(R; — R°) H 
= HR, + R)R, — R) 
R, FR, 
— rH2 ; (ee de) 
R.+R 
= 7H2(R)E (e- N- Laë=R 8) 
d’où | V, = 27RHE | (R est la valeur moyenne du rayon et E est l’épaisseur du tube) 


Nous pouvons également calculer = 12% 
le volume du tube précédent en 
le coupant verticalement et en le 
déroulant. Ainsi, nous obtenons 
approximativement le parallé- 
lépipède (prisme rectangulaire) 
ci-contre, dont le volume V'est 
donné par 2TRHE. 


HOUURE Calculons le volume V obtenu en faisant tourner autour de l’axe 
des y la région délimitée par y = sin x, où x e [0, 7]. 


1) Représentation de la région, de l’axe : 2) Représentation du solide de 
de rotation et d’un élément de surface : révolution engendré ainsi que 
Solide de révolution parallèle à l’axe de rotation : d’un tube 


V=2TRHE, 
— 210 0) OURS 
2m) 2 


Avant de calculer le volume de ce solide de révolution, illustrons, à l’aide 
de Maple, une partie du solide de révolution ainsi qu’une partie du solide de 
révolution avec un tube. 


(wi 
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Partie du solide de révolution : Partie du solide de révolution avec un tube 


with(plots) : : with(plots): 

cl := plotid([x: cos (f), x: sin (?, sin &)], cl:= plot3d([x: cos (f), x: sin (P, sin |], 
x=0.7,t—=0.1.3:7, orientation = [-85, 68]): : Xx=0.7,t—=0.1.3: 7, orientation = 

display(c1, scaling = constrained) ; É [-85, 68], color = yellow): 


! c2:= plot3d([2: cos (®), 2: sin (6), y], 

: y = 0..sin (2), 1 = 0.2: 7, orientation = 
- [-85, 68], color = blue): 

: display(c1, c2, scaling = constrained) ; 


3) Calcul du volume V 


lim S27xyAx  (xel0, rl) 


VA 
(max Ax)0 er 
= [ 27rxy dx (définition de l’intégrale définie) 
0 
HX ua 
du = dx =2r | x sin x dx (car y = sin x) 
0 
dv = sin x dx = 27(-x cos x + Sin X) (intégration par parties) 
V = -COS X 0 
= 27{(r + 0) — (0)] 
d’où V = 27° uv. 


Nous avons vu deux méthodes nous permettant de calculer le volume d’un solide 
de révolution : la méthode du disque et la méthode du tube. 


Même si la majorité des problèmes peuvent être résolus en utilisant l’une ou l’autre 
des méthodes, l'étudiant aura avantage à choisir celle qui facilite le calcul du volume 
en suivant la démarche suivante. 


1) Représenter la région et un élément de surface 
* perpendiculaire à l’axe de rotation (méthode du disque) ; 
+ parallèle à l’axe de rotation (méthode du tube). 

2) Représenter le solide de révolution et déterminer les éléments 
* RetE, pour la méthode du disque, où V, = mR°E; 
* R,E et H, pour la méthode du tube, où V, = 2TRHE. 


3) Calculer le volume à l’aide d’une intégrale définie. 
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Recalculons, à l’aide de la méthode du tube, le volume V du solide 
de révolution engendré par la rotation de la région délimitée 
pary=x +2,y= 1,x = 1 etx = 3, autour de x = -1 
(voir l’exemple 5 précédent, page 267). 


1) Région et élément  : 2) Solide de révolution : 3) Calcul du volume V 


de surface ' 
v=| near 1061 il) Cr: 
1 
3 
= 2 | (x + 1) + 1) dx 
1 
(car y = x +2) 
3 
=2n [a +é+x+ 1) dx 
ñl 


5 


3 2 
2 (© +2 +2 + x) 
INR 


1 


Le = 27RHLE, — 2087 
3 
= 2m(x, — (-1))O, — 1) Ax, 


d’où V = un u*. 


HOUUEKE Calculons le volume V obtenu en faisant tourner autour de y = 6 
la région délimitée par y, = x°,y, = 4etxz I. 


1) Région et élément : 2) Solide de révolution : 3) Calcul du volume V 
de surface 


v=| 27(6 — y}(x — 1) dy 


=2r | (6 — yXVy — 1) dy 


(Cary = done x Vy) 


4 
=2r| (62 — y? — 6 + y) dy 
1 


3 À 5 y2\f 
VENTRHE = 27 |4y 5 y2 — 6y + 5 
ë 1 
= 276 — y)G, — 1) Ay, 517 
er 


d’où V = = 
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SOMUES Déterminons le volume V d’une sphère de rayon r. 


1) Région et élément de surface 


Une sphère de rayon r peut être obtenue en faisant tourner autour de l’axe des x 


le demi-cercle d’équation y = Vr? — x. 


Méthode du disque 
y=Vr- À 


(x) 


r US 


plot3d([V4 — x: cos (P), 
x, V4 — x : sin (#)], 


X="3.3,t=0.2:17, 
scaling = constrained, 
color = yellow, 


orientation = [45, 45]); 


2) Solide de révolution 


P=rAl A 
= ab Ax, 


3) Calcul du volume V 


v= | ma 
= [AFP à 


=#] (r2 — x?) dx 


(car y = VE = ©) 


Méthode du tube 
y= Vr-xE 


V,=27mR HE 


= 27y(2x ) Ay, (Cart 2%) 


V = [ 27y(2x) dy 
0 


=ar | yVr — y dy 
0 
(carx = Vr — y) 


r 


3 


= 47 (jee = y 


0 


= Lee F — (P 0” 


AT 3 
= ——|0 — r | 
ah 

A4Tr 

3 
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Calculons le volume d’un tore (beigne), dont le diamètre extérieur  ; 
est de 6 cm et le diamètre du trou est de 2 cm. 


Soit (x — 2)? + y? — 1 la région que l’on doit faire tourner autour de l’axe des y 
pour engendrer le tore. 


Avant de calculer le volume du tore, illustrons à l’aide de Maple le solide 
de révolution ainsi qu’une partie du solide de révolution avec un tube. 


Solide de révolution - Solide de révolution avec un tube 
with(plots) : with(plots) : 
cl:= plot3d ([x- cos (7), x: sin (), Er) x = 0.3, cl:= plotsd (|x- cos (f), x° sin (f), Var x = 0.3, 
= 0.2:7, color = yellow): : t= 0.1.3: 7, color = yellow): 
c2:= plot3d ([x- cos (f), x: sin (?), dre = 0.3, c2:= plot3d ([x- cos (f), x: sin (?), V1 = &=—2ÿ], x = 0.3, 
t=0..2: 7, color = yellow): t=0..1.3- 7, color = ellow) 


display»(c1, c2, scaling = constrained, orientation = [-110, 70]); - c3:= plot3d ([2.3 + cos (?), 2.3 - sin (?), y y=-V0.91.V0.91, 


ÉD2 color = blue) : 
: c2, c3 scaling = constrained, orientation = [-110, 70]); 


Soit le volume va engendré par la région délimitée 
pay=Vi-(x—-2}. 


3 
Ainsi, V, — [ 27rxy dx. 
2) 1 


3 
Donc le volume total Vest V — 2 | 27xy dx 
1 


3 : X;s Y; 
(& — 2} = sin? 0 = | NA 2) 0x | 
x—2=sin0 : 
= 2 + sin 0 ë 
* z = 47 [ (2 + sin 0) cos 6 cos 0 dO Ax, 
dx cos 0:40 TT V, = 27R;HE, = 27x,y, Ax, 
ne gi 
De ar | (2. cos? 8 + sin 0 cos 6) db . 22e 
Re 0. 7 0 = Arc sin (x — 2) D |2 
Triangle correspondant 7 
= 7 | (1 + cos 20 + sin @ cos? 0) d@ (co = a 
; ve? Es 
: 3 TT 
. = 4x (0 + Sin (26) _ cos | ? 
VT-G-2 2 3 /F 
cos8 = VI—(x—2) = an] (E +0 ) (+0 o] 
2) 2 
d’où V = 47° u*. 
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EXERCICES 5.1 


1 


. Déterminer, en utilisant la méthode du disque, 


le volume du solide de révolution engendré par 

la rotation de la région délimitée par les équations 
suivantes autour de l’axe de rotation donné. 
Représenter graphiquement les solides. 


0 et x — 3; axe des x 


a) y=x,y = 0,x 
b) y=x,y =9etx = 0; axe des y 

c) y= V3 — x, x = Det y = 0; axe des x 
Oetx=2;x=2 


d)\)y=x,y=0,x 
e) y=1—-xety =-3; y = -3 
f) x=y —10etx =-1;x—-1 


. Déterminer, en utilisant la méthode du tube, 


le volume du solide de révolution engendré par 

la rotation de la région délimitée par les équations 
suivantes autour de l’axe de rotation donné. 
Représenter graphiquement les solides. 


0 et x — 3; axe des x 


a) y=x,y —0,x 
b) y=x,y =9etxz 0; axe des y 


c) y—=(x—1},y=0,x—0etx—72;axe des y 
d\y=e",y=-2,x=0etx = 1; axe des y 
D Ye) 0,x=0etx = 1; axe des y 


1 
yes y 0,r=0etxe= fix 1 
x 


1 + 


. Déterminer le volume du solide de révolution 


engendré par la rotation de la région délimitée par 
les équations suivantes autour de l’axe de rotation 
donné. Représenter graphiquement les solides. 


a) y, = x et y, = -x° + 6x; axe des x 


b) y, =xety, = -x + 6x; axe des y 


ÉLN ER RM Fa ler 
Dre iy-1 

1 
Re er Les? 


1 + x? 


T 
1} j'te secx, x = Detx =; axe des x 


. Soit la région délimitée par y = x°, y = 4 et 


x = 0. Utiliser la méthode du disque et la 
méthode du tube pour évaluer le volume du 


. Un fee de golf a 


solide de révolution engendré par la rotation de la 
région autour de: 


a) l’axe des x b) l’axe des y 


c) y=4 d) y=5 
e) x —2 f) x =-2 
g) y = -2 h) x=6 
) y=1 j x=1 
. Soit la région délimitée par y . 0,x=0 


5 
et x = 10, qu’on fait tourner autour de l’axe des x. 


a) Identifier le solide de révolution obtenu. 


b) Calculer, en utilisant la méthode du disque, 
le volume de ce solide. 


2 2 


y 
4 
Déterminer le volume du solide obtenu en faisant 
tourner 


. Soit l’ellipse définie par l’équation . él: 


a) la partie de l’ellipse située en haut de l’axe 
des x autour de l’axe des x; 


b) la partie de l’ellipse située à la droite de l’axe 
des y autour de l’axe des y. 


. Déterminer le volume du solide obtenu en faisant 


tourner autour de l’axe des y la région délimitée 
pax +y =4etxz 1. 


approximativement les 
dimensions du solide de 
révolution obtenu en faisant 
tourner, autour de l’axe 

des x, la région fermée 
comprise entre f(x), g(x) 

et l’axe des x, où 


0,4x si O=<x<0,5 

0,2 si 0,5=x<4 
FÉ= 

0,20 — 7x + 13) si 4=<x<S5 

0,6 si 5=<x< 5,3 


et g(x) = 2(x — 5S)si5 = x = 5,3. 


Si x, f(x) et g(x) sont mesurées en centimètres, 
déterminer le volume du fee. 
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5.2 Volume de solides de section connue 


Objectif d'apprentissage 
À la fin de cette section, l'étudiant pourra calculer le volume de solides de 


section connue. 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 
+ de calculer le volume d’un solide en utilisant la méthode du découpage 


en tranches. 


Nous verrons dans cette section une méthode permettant de calculer le volume V 
d’un solide qui n’est pas obtenu par la révolution d’une région autour d’un axe. 


Cette méthode consiste à: 


1) Découper le solide en tranches minces, appelées sections, d'épaisseur E, 
à l’aide de plans perpendiculaires à un axe, où toutes les sections du volume 


ont la même forme. 


2) Évaluer approximativement le volume AV de chaque section, où 
AV, est le produit de l’aire de la section par l’épaisseur de la section. Ainsi, 


AV. = A(section )E(section,) 


3) Faire la somme des volumes AV et calculer la limite de cette somme lorsque 
(max Ax)) ou (max Ay,) tend vers zéro, ce qui donne une intégrale définie. 


En particulier, pour des sections perpendiculaires 
à l’axe des x : à l'axe des y 


AV. F# AG) Ax, (car E = DS AV Fe A(y) Ay, (car E = Ay) 


ansiV= lim D A(x) Ax, (xe [a, oD : ainsi V= lim > AO) Ay, (ve [c, dl) 
(max Ax)0 i=1 (max Ay)0 = 
d’où, par définition de l’intégrale d’où, par définition de l'intégrale définie, 
définie, nous avons : NOUS avons 
b à d 
= fac & v= | 40) dy 
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SOUURE Calculons le volume du solide dont la base est la région délimitée par y — (x — 2}, 
y = 0, x = 0 et x = 2, où chaque section plane perpendiculaire à l’axe des x est un 
demi-cercle dont le diamètre appartient à la base du solide. 


1) Base du solide dans IR? Section du solide dans IR 2) Volume AV d’une section 
AV = A(demi-cercle)E(section) 


AV = L T Gt} Ax (avor du demi-cercle = 2) 
LI L 5) 


3) Calcul du volume V du solide 


2 
i 


V= lim AVE (xe[0, 2]) 
(max Ax)0 ; 21 8 ; 
2) Ty? 
= | ie dx (définition de l'intégrale définie) 
0 
9) : 
=7 | (@—2)} dx  Gry=@-2 Sn 
8 0 
SG) 
8 5 0 5 


d’où V = iv u°. 
5 


SOUAPA Calculons le volume du solide dont la base est un cercle de rayon 3, où chaque 
section plane perpendiculaire à l’axe des y est un triangle équilatéral. 


1) Base du solide dans IR? Section du solide dans IR° : 2) Volume AV d’une section 
AV = A(triangle)Æ(section) 


En 
& V3 x Ay TENVER par Pythagore) 


A 
Œ Ay (base = 2x; hauteur = h) 


3) Calcul du volume V du solide 
5] 
V = [ V3 x dy 
—3 


3 
=V3| (O-y)dy  (Crxr+yÿ=0) 
—3 


hs 


4 
= 36V3 
= 


d’où V = 36V3 u:. 


5.2 Volume de solides de section connue 275 


Une entaille est pratiquée à l’aide de deux plans dans un cylindre circulaire droit 
dont le rayon est de 9 cm. Le premier plan est parallèle à la base du cylindre et le 
second fait un angle de 30° avec la base. Les deux plans se coupent suivant 
une droite passant par le centre du cylindre. 

Calculons le volume de l’entaille. 


1) Cylindre circulaire Section de l’entaille : 2) Volume AV d’une section 
et l’entaille : 


AV = Altriangle)E(section) 
io 
}a 
_ tan 30° 


h 
2 Ax (un 30° — ns donc h = ytan x) 


3) Calcul du volume V du solide 


9 
__ f y? tan 30° 
VE | ; 2 dx Entaille 


_ tan 20% 


9 


(81 — x?) dx (car x? + y? = 81) 


2 SPA 
— 486 tan 30° 
d’où V = 486 = cm’, c’est-à-dire environ 280,6 cm. 
V3 


Nous procédons de façon analogue lorsque les sections sont perpendiculaires à 
lP’axe des z. 


DOUMUEE Calculons le volume d’une pyramide de hauteur 8 et de base carrée de côté 6. 


1) Pyramide et une section 2) Volume AV d’une section 
AV = A(section)£(section) 
= ((2x)(2y)) Az 


& 4y? Az (car y = x) 
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3) Calcul du volume V de la pyramide 


Trouvons la relation entre la variable y et la 
variable z, à l’aide des triangles semblables 
ci-dessous. 


y 8 Z (triangles 


semblables 
(8 —z) 3 8 ) : 


d’où 96 u*. 


8 
v= [4 é 
0 
. 2 
= aÈt & (-34=2) 
8 8 
0 
9 8 
= a 
Ci 
3(8—2|" 
96 
16 0 


EXERCICES 5.2 


1. 


La base d’un solide est la région fermée du 

plan XY délimitée par la courbe y — x°, y = 0 

et x — 4. Chaque section du solide, dans un plan 
perpendiculaire à l’axe des x, est un demi-cercle 
dont le diamètre appartient à la base du solide. 
Représenter graphiquement la base et une section 
du solide, et calculer son volume. 


. La base d’un solide est la région fermée du 


plan XY délimitée par la courbe y = 2x, l’axe 

des y et la droite y = 6. Chaque section du solide, 
dans un plan perpendiculaire à l’axe des y, est 

un carré dont l’un des côtés appartient à la base 
du solide. Représenter graphiquement la base, 

le solide et une section du solide, et calculer 

son volume. 


. La base d’un solide est la région fermée du 


plan XY délimitée par la courbe y — x°, l’axe 

des x et la droite x = 2. Chaque section du solide 
est un carré dont un des côtés appartient à la 
base du solide. Calculer le volume du solide 
lorsque chaque section du solide est dans 

un plan perpendiculaire 


a) à l’axe des x; b) à l’axe des y. 


. La base d’un solide est située dans le premier 


quadrant et est limitée par les axes et la droite 
d’équation 2x + 6y = 12. Calculer le volume 
du solide si toute section plane, perpendiculaire 
à l’axe des x, est 


a) un demi-cercle; b) un carré; 


c) un triangle dont la hauteur égale 3 fois la base. 


5. La base d’un solide, située dans le premier 


quadrant, est limitée par les axes et par le cercle 
x? + y? = 9. Calculer le volume du solide si toute 
section plane, perpendiculaire à l’axe des y, est 


a) un demi-cercle ; b) un carré. 


. Un solide possède une base circulaire de rayon 4. 


Chaque section plane perpendiculaire à un 
diamètre fixe est un triangle rectangle isocèle. 
Calculer le volume du solide lorsque 


a) un des côtés égaux est situé dans la base 
du solide ; 


b) l’hypoténuse est située dans la base 
du solide. 


. La base d’un solide est la région fermée délimitée 


par y, = x et y, = 2x. Chaque section plane 
perpendiculaire est un rectangle dont la hauteur 
est le double de la base qui est située dans la base 
du solide. Représenter graphiquement la base 

et une section du solide, et calculer son volume 
lorsque toute section plane est perpendiculaire 


a) à l’axe des x; b) à l’axe des y. 


. a) Exprimer à l’aide d’une intégrale définie le 


volume d’une pyramide à base carrée dont 
le côté mesure a et dont la hauteur mesure h. 
Calculer ce volume. 


b) La construction de la pyramide de Khéops a 
duré une vingtaine d’années. Les égyptologues 
estiment que 10 000 hommes se sont succédé 
dans les carrières pour tailler, transporter et 
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disposer les blocs de pierre. Si l’on ajoute 

à ce nombre les géomètres, les charpentiers, 

les forgerons, les cuisiniers, les porteurs d’eau 
et les autres ouvriers, on arrive au total sur- 
prenant de 25 000 personnes ayant travaillé à 
l’édification du plus grand tombeau royal du 
monde. Déterminer le volume de la pyramide de 
Khéops si sa hauteur est approximativement 

de 147 mètres et sa base, de 230 mètres. 


. La base d’un solide est la région fermée 


délimitée par le demi-cercle défini par l’équa- 
tion x? + y = 9, où y = 0, et l’axe des x. 
Chaque section du solide est un demi-cercle 
dont le diamètre appartient à la base du 
solide. Calculer le volume du solide lorsque 
chaque section du solide est dans un plan 
perpendiculaire 


a) à l’axe des x; 


b) à l’axe des y et identifier ce solide. 


10. Soit un solide tel que toute section plane 


11. 


perpendiculaire à l’axe des y est un cercle. 
Calculer le volume de ce solide et identifier ce 
dernier, si c’est possible, lorsque le diamètre de 
chaque cercle a ses extrémités situées 


a) sur les droites y = 3x — 3 et y = -3x + 21 
lorsque y € [0, 9]; 


b) sur le cercle (x — 3}? + (y — 3} = 9. 


Une entaille est pratiquée dans un cylindre de 
rayon À, à l’aide de deux plans qui se coupent 
suivant une droite passant par le centre du 
cylindre. 


a) Calculer le volume de l’entaille si le premier 
plan est parallèle à la base du cylindre et le 
second plan fait un angle de a° avec la base. 


b) Déterminer l’angle « nécessaire pour obtenir 
une entaille de volume égal à 2000 cm si le 
rayon du cylindre est de 15 cm. 


5.3 Longueur de courbes planes 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra calculer la longueur d’une courbe plane. 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 


+ de démontrer des formules permettant de calculer la longueur de courbes 


+ de calculer la longueur de courbes définies par y = f(x) ou x = g(y); 
* de calculer la longueur de courbes définies à l’aide d’équations 


planes; 


paramétriques. 


Une méthode utilisée par les Grecs pour estimer la longueur de la circonférence 


d’un cercle consistait à inscrire, dans le cercle, un polygone régulier de n côtés et 
à calculer son périmètre. On peut établir que plus n est grand, plus le périmètre du 
polygone s'approche de la longueur de la circonférence du cercle. 


Nous utilisons un processus analogue pour démontrer des formules permettant 
de calculer la longueur de courbes planes. 
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Longueur de courbes planes 


THÉORÈME 5.1 Soit une fonction f, telle que f” est continue sur [a, b]. La longueur L de la courbe 
joignant les points R(a, f(a)) et S(b, f(b)) est donnée par 


b b 
] à 
= [ Vi+(f'@} dx oupa L= | il Sr (2) dx (notation de Leibniz) 
a a X 


PREUVE Soit P — {x,x, x,, .…., x }, une partition de y P(b, fo) 

[a, b] et P{x, y), les points correspondants f@) 

sur la courbe de f. Sur chaque sous-intervalle 
» XJ, la longueur AL de l'arc PP 

est approximativement égale à la longueur 

du segment de droite joignant P._ à P. 


Ainsi, 
AL, F En, P, 
Æ Y (Ax} ar (Ay} (Pythagore) 
= VOECE N Qy, = f&) — fx) 
Æ V(Ax} 2e (Fc) Axÿ (par le théorème de Lagrange, il existe 
VITE Y un nombre c,€ ]x,_,,x[tel que 
VS GNGDEIS) fa) fa) =f CM — x) = fc) Ax) 
= V1 + (f'(c)Y Ax, (car Ax, > 0) 
ee 7 \ETTANT 
Ainsi L= HR > IP GANTS (xe [a, b]) 


È b 
À définition d 
d'où L— [ IMC ANOUEE [ (ne (a) DURS 


dx l'intégrale définie) 


SOU Calculons la longueur L de la courbe d’équation y = 1 + VE, 
où x e [0, 41. 


1 

d d ÉD : 
En calculant #2, nous obtenons ee , qui est continue sur [O, 4]. 
dx dx 2 


1) Représentons graphiquement 7 Calculons L. 
la courbe y. 


z= | | 1 + (&} (théorème 5.1) 
INA d 2 

= | 1 + +: dx (2- | 
: 2 dx 2 


= > [1010 — 1] 


d’où L = 9,07 unités. 
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Lorsque nous voulons calculer la longueur L de la courbe reliant les points R(a, c) 
à S(b, d), il peut être avantageux, ou même essentiel, d’exprimer x en fonction de y, 


en particulier lorsque _. n'est pas définie pour certaines valeurs x, où x, e [a, b]. 
x 


La longueur L de la courbe reliant les points R(a, c) à S(b, d) est alors donnée par 


d 
2 
L = JA + a dy, Si 2 est continue sur [c, d] 
; dy dy 


2 
SOUUERPA Calculons la longueur L de la courbe d’équation y = 4x* sixe [-1,8]. 


d : 2 
En calculant 2, nous obtenons 2° = mue Représentation graphique de y = 4x 
dx Co TE | 


y 


Puisque = n’est pas définie en x = 0,où0 € [-1, 8], 
x 


= n’est pas continue sur [-1, 8]. 


En exprimant x en fonction de y, nous obtenons 


ns me 
= 8 ou di Fi . | 
7 , .dxX) -3ÿ , 
Sur RO,0=y=<4etx — ——, ainsi = , qui est continue sur [0, 4]. 
ne dy 16 
3 1 
D , 
SUCRE DE= NEANORTE— g” ainsi d = 16° qui est continue sur [0, 16]. 
1 


Soit L,, la longueur de la courbe de R à O, et Z., la longueur de la courbe de O à T. 


1) Représentation graphique de x, et de x, : 2) Calcul de L 
LD 


1 T(8, 16) 4 dx 2 ie dx 2 
= h+(®) dy + h+{S) dy 
' : 0 dy 0 dy 
: 4 a. a moe 
= || 1+| a+] 1+(S je 
V 16 , 16 
: 9 à 9 
y y 
= 1+—=— dy + 1+—< d 
là 256 Fe 2500 
9 
(= 14 ad ds) 


4 3 |16 
non) 
F 27 256 


3 
_ 512 1452) 
27) 256 


0 


= 4,137... + 18,074... 
d’où L = 22,212 unités. 
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Quand on saisit les deux extrémités d’une chaîne simple 
et qu'on la laisse pendre librement, elle décrit une courbe 
connue sous le nom de chaînette (ou caténaire). 


Son équation en coordonnées cartésiennes est de la forme 


dé + ) | 
OR et l’arc de courbe correspondant est 


appelé chaînette. 


On observe cette courbe dans la nature sous différentes 
formes : toile d’araignée tissée à la verticale, fils 
téléphoniques ou électriques entre deux poteaux, etc. 


S'OUMUEKE Calculons la longueur L de la chaînette définie 


5 le + 2 k 
HUE ,oùxe [5,5]. 
d DURE LES : 
En calculant a nous obtenons ® =. 5 CE 3° : l qui est une fonction 


continue sur [-5, 5]. 


5 5) 
5 2 
1) Représentation graphique 2) L= | Pl Se ea dx (théorème 5.1) 
ë X 
Ô ES 
; 5/1: 1 àP 
nes. 
LA+EE DIE 


SR — 
plot : + es + 2 CDN ESS, 


y = 0.9, scaling = constrained 


Il 
1e un 
É 
bd 
de 
Si 
Re. 
GS 
GE 
| 
[Ne] 
+ 
® 
<—E 
S 


Il 
un 
— 
[Tr 
+ 
BIR 
+ 
sf I 
le 
& 


Il 
| un 
D | 
PS 
La 
CIE 
+ 
Lau 
d 
nee | 
Le 
& 


Il 
WI DIU D] 
PES 
Q 
Un 
LS 
fl 
L 


Il 

un 
RATS 
Q 
® | 
SE 


d’où L = 11,75 unités. 
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Équations paramétriques 


DÉFINITION 5.1 Lorsque les coordonnées (x, y) d’un point P(x, y) appartenant à une courbe sont 
exprimées en fonction d’une troisième variable, à l’aide d'équations de la forme 


x = fÈ et y = g,oùte [a, b], nous appelons ces équations les équations 
paramétriques de la courbe, et r est le paramètre. 


OUVRE Représentons graphiquement la courbe définie par les équations 
paramétriques x = 31 + lety =61+5,oùte [-1,2]. 


Complétons le tableau suivant en donnant à f des valeurs et en calculant la valeur 
correspondante pour x et y. 


t +=#+1 y=61+5 Représentation graphique 
1 2 -1 | 

0 1 5 

D 2 7 

3 

à 4 11 

2 7 17 


Dans cet exemple, il est possible de trouver une relation entre y et x. 


2 : : a 
En effet, en isolant f de l'équation x = 3f + 1, nous trouvons f = ——; 


en remplaçant f par cette valeur dans l’équation y = 6f + 5, nous trouvons 
al ne 
y=6 =) + 5, ainsi y = 2x + 3,oùxe [-2, 7]. 


Démontrons maintenant le théorème suivant permettant de calculer la longueur L d’une 
courbe définie à l’aide des équations paramétriques x = f(Ô et y = g@,oùre [a, b]. 


THÉORÈME 5.2 Soit une courbe définie par x = ft) et y = gr), où f' et g’ sont continues sur [a, bl]. 
La longueur L de la courbe joignant les points (f{a), g(a)) et (f(b), g(b)) est donnée par 


= [ V(F'OP + (g'(Ô} dt oupar L= I 


PREUVE Soit P — {f,,1,1,,...,1,} une partition de [a, b]. 
De façon analogue à la démonstration du théorème 5.1 (voir page 279), nous avons 
(Ax) + (Ay} et, en appliquant le théorème de Lagrange aux fonctions 
f et g sur [f,_,, £], nous obtenons 


AVEC) A GuC Ne INC SR ou ere "| 
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Donc AL = \V/(f'(c) At} + (g'(d) AtŸ 


= VF} + (g'()} At, 
Ainsi L= lim, D VTC) + (g@)y At 
max t,) > er 
b à ACT: (définition 
d’où L = Î V(f'OY + (g'(@) dt ou L -| E 26 (2) dt  del’intégrale 
a a V\dt di définie) 


SOUMUPA Calculons, à l’aide de la formule précédente, la longueur L 
de la circonférence d’un cercle de rayon r d’équation 
SE SE =. 


x 
Sachant que cos 0 = — et que sin 4 = D nous 
r r 


obtenons les équations paramétriques suivantes : 


x = r cos 0 et y = r sin 6, où 0 € [0, 27] 
est le paramètre. 


… = in 0 el = 0 t ti 
de = SINIUiE de — ff COS U SOnt Contnmues 
sur [O, 27]. 
27T 
ee dx 2 dy 2 
L = [ (a) dr É d0 (théorème 5.2) 


27T 
e d 
= | V(-r sin 0} + (r cos 0) dO ( = -r sin 0 et En = rcos ) 
0 


27 
= | V/r2 (sin? 8 + cos? 6) dO 
0 


27T 
= | r dO (sin? 0 + cos 4 = 1etr > 0) 
0 


r[27 — 0] 


Il 


d’où L — 27r unité(s). 
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Soit un point M(x, y) sur la circonférence d’un cercle de rayon r 
ÿ 
qui roule sans glisser sur l’axe des x. 


a) Représentons la trajectoire du point M, appelée cycloïde. 


«La roulette (la cycloïde) n’est autre chose que le chemin que fait en l’air 

le clou d’une roue, quand elle roule de son mouvement ordinaire, depuis que 
ce clou commence à s’élever de terre, jusqu’à ce que le mouvement continu de 
la roue l’ait rapporté à terre, après un tour entier achevé, en supposant que la 
roue soit un cercle parfait, le clou un point de sa circonférence et la terre 
parfaitement plane.» 


Blaise Pascal 


b) En supposant qu’au dé- 
part le point M est situé à 
l’origine, déterminons les 


C équations paramétriques 
"| de la position du point M 
lorsque la circonférence 


M D pin 
a pivoté d’un angle f, 
| MD AB exprimé en radians. 
SMÉ= ——— ra 
inarut Pour 0 = { = 27, les longueurs OB et arc MB sont égales. Ainsi, 
cos f = _ 5 = GA y —= AM 
r . 
CD = rcost — OB — AB : = BC — CD 
= arc MB — AB =r—rcosf 
=rt—rsint = r(l — cos f) 
= r({ — Sin f) 


D'où x — 7(f — sin f) et y — r(1 — cos ?) sont les équations paramétriques de la 
cycloïde et f est le paramètre. 


c) Calculons la longueur L d’une arche d’une cycloïde, c’est-à-dire pour fe [0, 27]. 


Puisque x = r(f — sin f) et y —7(l — cos f), nous avons 


| d ; . : 
ë = (1 — cosf) et = — r Sin f, qui sont continues sur [0, 27]. 
27 
2. 2) 
Le [ É + 1 dt (théorème 5.2) 
0 
27 d 1 
= [ VA — cos f)} + (rsin 1) dt (a = r(1 — cos f) et © = y sin ) 
Ê dt dt 


27 
= [ Vr1 — 2 cos f + cos f) + r° sin f dt 
0 


o 
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(y) 


27 
Arche d’une cycloïde = [ Vr2(1 — 2 cos t + cos? f + sin f) dt 
tracée avec r = 2 0 
with(plots) : 
cl:= plot([2 : ({ — sin (r)), 
2-(1 — cos (f)), 1 = 0.2 - 7], 
color = orange): 
ci= pon|[2- cost), 2+ 


(car r > Oetcos fr + sin = 1) 


27 
= || rV2 —2 cos ft dt 
0 


27 
[ r V2 VI — cost dt 


2-sin (f),t = 0.2: 7], 0 
color = blue): 

c3:= ploi([9 + 2 : cos (?), 
2+2:sin(,t=0.2: 7], 
color = blue): 

display(c1, c2, c3, 
scaling = constrained) ; 


fo cos f) = 2 sin? G)) 
(an G) Z=0,Vre [0, 2n) 


27 
ni] /2 sin2 (i) dt 
À D 
27 
L t 
= 2r [ sin () dt 
f 2 


ñ 27 
— -À RER 
— 747 COS () 


= -dr[cos 7 — cos 0] 


0 


d’où L = 8r unité(s). 


EXERCICES 5.3 


1. Soit y = x + 1,oùxe [1,2], et les équations 4. Représenter graphiquement la courbe définie par 


paramétriques correspondantes x — # + 1 et 
y=É+3# +38 +2, où 1 = 0. Déterminer 
l'intégrale définie (sans l’évaluer) donnant la 
longueur de l’arc de courbe en fonction 


a) de la variable x; 
b) de la variable y; 


c) de la variable f. 


2. Déterminer la longueur des courbes suivantes sur 
l'intervalle donné. 


a) y—=Incosx,oùxe 10. 7 
b) 9x = 16°, où x e[0, 4V3 | 


3 
2 + 2: 
c) y = ET où x € [-2, 4] 
d)y=inxoùxe | V3, VI5| 
4 
e) x= + are [1,3] 


3. Soit la courbe définie par l’équation y? = x°. Tracer 
le graphique de cette courbe lorsque -1 = y = 8 et 
déterminer la longueur de cette courbe. 


. Représenter graphiquement les courbes suivantes 


. Calculer la longueur de 


les équations paramétriques suivantes. 
a)x=t—-2,y=5—-21tef-1,5 
b)x=t-1,y=f—-2r;te 2,3] 

c) x = 3cosf,y = 3sinft;te [0,27] 
d)x=5cos60,y=3sin0;8€e [0,27] 


sur l’intervalle donné et calculer algébriquement 
leur longueur. 


a) x=3t+1,y=1—4rite [2,3] 


b) x = sin?f,y = cos’ t;te jo, ?| 
3 


5 
C) = 4,y= re [O, 4] 


; : Lu 
d)x=sinf —cosf,y=sint+cost;fe 10, 7 


la courbe ci-contre, appe- 
lée astroïde, définie par 
x=acos tety = asir f. 


5.3 Longueur de courbes planes 285 


7. D'un tertre de départ, plus haut de 11 mètres que 
le vert, un golfeur frappe une balle qui suit une 
trajectoire d’équation y — 25 — 0,01x° et dont 
la représentation est donnée dans le graphique 
ci-contre. Calculer la longueur de la trajectoire de 
la balle. 


\flim ne 
Ve Rs ne 


5.4 Aire de surfaces de révolution 


Objectifs d'apprentissage 


A la fin de cette section, l’étudiant pourra calculer l’aire d’une surface 
de révolution engendrée par la rotation d’une courbe autour d’un axe. 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 
* de démontrer une formule permettant de calculer l’aire d’une 
surface de révolution ; 
* d’utiliser la formule précédente ; 
* de calculer l’aire d’une surface de révolution engendrée par 


. , Po re 52 x b 
la rotation d’une courbe définie à l’aide d’équations ue [ 27 fo) VTE (G} dx 
paramétriques. ; 


Aire d’un tronc de cône Rappelons que (voir les exercices préliminaires, n° 4 e), 
page 261), pour un tronc de cône de rayons r. et r, et 
d’apothème /, l'aire S de la surface latérale 
est donnée par 


S = Ar, + 1) 


Aire d'une surface de révolution 


Nous voulons calculer l'aire S de la surface engendrée par 
la rotation de la courbe, définie par y = f(x), où x € [a, bl], 
autour de l’axe des x. 


Enonçons maintenant un théorème que nous acceptons sans 
démonstration. 


THÉORÈME 5.3 Soit une fonction f, telle que f(x) = 0 sur [a, b] et telle que f’ est continue sur [a, b]. 
L’aire S de la surface engendrée par la rotation de la courbe autour de l’axe des x 
est donnée par 


b b 
s-| 27 f(x) V1 +(f'@}) dx ou par = | 27y 1+($) he 
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De façon générale, 


E, 2 2 
s= [”2nR dl, où dl [1 MÉA dx ou dL= |1 AE dy, 
k dx dy 


R étant la distance moyenne entre l’axe de rotation et l'élément d’arc de longueur 
approximativement égale à dL. 


Nous devons exprimer R et dL en fonction d’une seule variable et déterminer les 
bornes d’intégration L, et L, selon la variable d'intégration. 


SOUUERE Soit y = x',oùxe [1,2]. Calculons l’aire de la surface de 
révolution engendrée par la rotation de cette courbe autour 
de l’axe des x. 


: , 
fe : dy : : dy Représentation 
s-[ 2mR dL S = | 2my [1 + (&) dx (e yetdL= /1+ el dx aus 


2 
. = 3x est continue sur [1, 2] =2T | XV 1 + (3x?) dx 6 = x a? = x) 
1 


IX 


2 
=2r [vi + 9x* dx 
1 


2 


u = 1 + 9xt 20 
cn 
du = 36x° dx 


1 


T 3 3 
= | 1457 — 10 
Fes 161 


T 
= -— (1714,408... 
27 (714,408...) 


d'où S Æ 199,48 uw’. 


S'COUUPEA Calculons l'aire de la surface engendrée par la rotation de y = x? 
autour de l’axe des y, où 1 = x = 3. 


5 
L, 2 2 
s- [ 2Rar S= | 27x /1+ ce dx R=xetdL= |1+ (2) à 
(À : dx dx 


3 Représentation 
.. 2x est continue sur [1, 3] = 27 | xV1 + 4x dx (2 = x) graphique 
dx : dx 
T à" 
u=1+4x 2-0) 
1 
du = 8x dx 


__T 


BA si 
6 


T 
= — (213,881... 
al ) 


d’où S = 111,99 w. 
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HOUUEKE Calculons l'aire de la surface Représentation 
engendrée par la rotation de graphique 


y = V2x autour de la droite 
y = 5 lorsque 1 = x = 8. 


É : dx \? 
He 2mR dL s-| 27T(5 — y) 1+[%) dy 
L, V3 dy 
dx\? 
(e-5 sua - Mes) à) 


=2x | (5 — y) V1 + (yŸ dy ” 
Vi 


y = V2x, ainsi x = a do = y 
D) dy 


=927 [ [(sV1 y yV1 y°)] dy 


V2 
Substitution Changement 
trigonométrique de variable 
y=tan0 u=1+y 


3 4 
= 27 [NI Salt VE op) 
2 3 


V3 
d’où S = 99,6 u. 
Remarque Il est parfois préférable d'exprimer les variables x et y à l’aide d’équa- 


tions paramétriques lorsque nous voulons calculer l’aire d’une surface de révolution. 
Dans ce cas, lorsque f est le paramètre, où f eff, f,], nous avons 


g 2 2 
s= [are JET (Sa 
k dt dt 


HOUUEE Calculons l’aire de la sphère de rayon r engendrée par la rotation 
autour de l’axe des x de la partie supérieure du cercle d’équation 
DEN = 


En exprimant x et y à l’aide d'équations paramétriques (voir l'exemple 2, 
page 283), nous obtenons x = rcosfet y = rsn4où0=<ft=#r. 


Ainsi 
É dx \? dy 2 dx\? dy\ 
= ER + — = — = = 
D CRC 
y =rsint =2r | r sin  V/(-r sin f)? + (r cos f} dt (A = sinret rec) 
0 


(w 
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(y) 


= 2rr [ sin { Vr? (sin? f + cos f) dt 
0 


sin? { + cost = 1 


TT 


= 27rr° (-Ccos f) 


O 


=2rr | sin f dt (VRP = r, car r > 0) 
0 


= 27rr° [(-cos 7) — (-cos O)] 


= 4Tr? 


d’où $ = 47r? u’. 


EXERCICES 5.4 


1. Donner la formule permettant de calculer 
l’aire de la surface engendrée par la rotation 
de la courbe strictement croissante, définie 
par y — f(x) ou par x = g(y), joignant les 
points (a, c) et (b, d), autour de l’axe de 
rotation donné en fonction de la variable 
demandée, si f’ et g’ sont continues. 


a) Autour de l’axe des x en fonction de x 

b) Autour de l’axe des x en fonction de y 

c) Autour de l’axe des y en fonction de x 

d) Autour de l’axe des y en fonction de y 

e) Autour de y = k, où k < c en fonction de x 

f) Autour de x = k,, où k, > ben fonction de x 
2. Calculer l’aire de la surface engendrée par la 


rotation de la courbe autour de l’axe donné sur 
l'intervalle indiqué. 


a) y=3x,oùxe [2,5] 
1) autour de l’axe des x 
li) autour de l’axe des y 
iii) autour de y — 21 
b) y = #6 autour de l’axe des y, si 8 = x = 27 


1 


2 
c) y = — autour de l’axe des x, six e [1,3] 


3 
d) x = V5 autour de l’axe des y, si0 = y =<9 


. à 


3. Calculer l’aire de la surface engendrée par la 


rotation de la courbe autour de l’axe donné sur 
l'intervalle indiqué. 
a) x=5+sint,y = 3 +cosioùte [0,27] 
1) autour de l’axe des x 
ii) autour de l’axe des y 
ii) autour de x = 7 


b) x = 31, y = 2F + 4 autour de l’axe des y, 
site [0,1] 


Lez 


Soit y = 4x, où xe [0,3]. 

Représenter graphiquement la surface engen- 
drée par la rotation de cette courbe autour 

de l’axe donné, identifier cette surface de 
révolution et calculer son aire. 


1) axe des y li) axe des x 


b) Calculer l’aire S de la surface latérale d’un 
cône de rayon r et de hauteur h. 


. Calculer l’aire de la calotte, c’est-à-dire la surface 


engendrée par la rotation, autour de l’axe des x, 
de la portion supérieure du cercle d’équation 

x? + y = 4 lorsque x € [1, 2]. Représenter 
graphiquement. 


. Calculer l’aire de la surface y 


engendrée par la partie supé- e 


rieure de l’astroïde définie par 
x—=acos tety—asinf 
tournant autour de l’axe des x. 
Représenter graphiquement. 


a x 
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5.5 Intégrales impropres 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra calculer des intégrales 


. +00 M 
impropres. : 

ESP [ fG) dx = lim [ fG) dx, 
Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : a Ho 

+ de déterminer si une intégrale donnée est une intégrale impropre ; si la limite existe 


* de calculer des intégrales impropres lorsque f tend vers l’infini 
pour une ou plusieurs valeurs x, où x. € [a, b]; 
+ de calculer des intégrales impropres lorsque au moins une des bornes d’intégration est infinie ; 
+ d’utiliser le théorème du test de comparaison pour les intégrales impropres ; 
+ de résoudre des problèmes de statistique à l’aide d’intégrales impropres. 


b 
Jusqu'à maintenant, nous avons calculé des intégrales définies de la forme [ fQ@) dx, 
pour des fonctions continues sur l'intervalle d’intégration [a, b]. ° 
Dans cette section, nous étendrons le concept d’intégrale définie 


+ à des fonctions qui tendent vers + pour une ou plusieurs valeurs x, appartenant 
à l’intervalle d'intégration ; 


+ à des fonctions continues ou discontinues intégrées sur des intervalles infinis. 


DÉFINITION 5.2 Une intégrale est une intégrale impropre 


1) si l’intégrande tend vers + en une ou plusieurs valeurs x, appartenant 
à l'intervalle d'intégration ; 


ou 


2) si au moins une des bornes d'intégration est infinie. 


Exemple 1 


1 
1 : : il 
a) [ — dx est une intégrale impropre, car lim — = +, Où0E [0,1]. 
, À x0* X 


5 
-] , ; : ={ 
b ——— dx est une intégrale impropre, car lim —— = -æ,où2€e [1,5] 
| G@ = 2} 7e . 


des 
C) [ (5 + x)° dx est une intégrale impropre, car une des bornes d’intégration est infinie. 


5) 

ex. 

d) [ En] dx est une intégrale impropre, car les deux bornes d’intégration sont infinies. 
à 


—2 
1 
e) [ es, dx est une intégrale impropre, car 


° lim 


— -0, Où -2 € ]-c, -2],et 
x—(—2)= + + D 


* une des bornes d’intégration est infinie. 
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intégrales de fonctions tendant vers :, pour une 
ou plusieurs valeurs x; appartenant à l'intervalle 


d'intégration [a, b] 


1“ cas L'intégrande tend vers + lorsque x — b ou (et) lorsque x — a* 


DÉFINITION 5.3 1) Lorsque f est continue sur [a, b[ et lim f(x) = +c, nous avons 


b t 
[ f(x) dx = lim [ f@) dx, si la limite existe. 


2) Lorsque f est continue sur Ja, b] et lim f(x) = +0, alors 
[ f@) dx = lim [ | f@x) dx, si la limite existe. 
3) TT. fest continue _ Ja, bf, lim f(x) = +00 et lim f(x) = +0, alors 
[00 dx = lim [ #0 dx + lim f@ dx,oùce Ja, b[, 
si les limites existent. 
1) Lorsque chacune des limites utilisées pour définir une intégrale impropre 


existe, c’est-à-dire que ces limites donnent un nombre réel, cette intégrale 


impropre est convergente. 


2) Lorsque au moins une des limites utilisées pour définir une intégrale impropre 
n’existe pas ou est infinie, cette intégrale impropre est divergente. 


1 1 1 1 
HOUR Calculons les intégrales impropres [ ———— dx et | — dx. 
FD 0 rs 


a) Puisque est continue sur [0, 1[ 


Le 
V1- x 
fee 1 | 
et que lim —— = +0, forme — 
xl 1 2 0* 


= À 


| al 
——— dx = lim ne —— 
[ Vies im | Vil=zxe 


Ê 


t—1 0 


= Jim Are sin x 


= Jim [Arc sin { — Arc sin 0] 


t—17 


= Arc sin | 


el sr me 
d'où | Ed 2 (ares 23 : 


Donc, cette intégrale impropre est convergente. 


(définition 5.4) : 


- b) Puisque =! est continue sur JO, 1] 
è x 


dx (définition 5.3) : 


| (en intégrant) : 


(en évaluant la limite) : 


al 
et que lim — = +, forme 
x=0+ XY (0) 


LÉ 11 
| — dx = lim | — dx (définition 5.3) 
X 
0 


X s—0* 
$ 


1 


s—0 


= lim in lx| | (en intégrant) 


= Jim [In 1 —Ins] 
s—0+ 
= Ô — (-ce) (en évaluant la limite) 


1 
d'où | = dx = +0 
h 


Donc, cette intégrale impropre est divergente. 
(définition 5.4) 


© 
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(w 


: 1 ë : 1 
De plus, puisque f(x) = ——— = 0 sur [0, 1[ : De plus, puisque f(x) = — = 0 sur ]0, 1] 
plus, puisq Te =. 
A 7 IE 
t — © dx = —, : et — dx = +0, 
etque | — : Pur + 


l’aire de la région ci-contre 
est infinie. 


l’aire de la région ci-contre 
a 
est égale à 5 u?, même si la 


région n’est pas fermée. 


: ô 1 TT . : 1 
Ainsi, À, — = u? Ainsi, À, = +0 


2) 
HOUURAÆ Déterminons si | Ds dx est convergente ou divergente. 


DCE 
; 5x — 6 ; 
Puisque ———— est continue sur ]0, 2[ 
Gr = 2) 
et Le ni = + ( à et Re et = £ 2 
= +00 orme — nu Qu 
Lee ere) 0 D) 0 


cette intégrale est une intégrale impropre. 


Pour faciliter les calculs, choisissons c = 1, où 1 € ]0, 2[, ainsi 


2 1 ; 
5x — 6 5x — 6 5x — 6 

ne. a=n%tl ET définition 5.3 
[ mp ne [ = (définition 5.3) 


Evaluons les deux limites précédentes. 


1 1 D t t 
5x — 6 3 À : 5x — 6 3 2 
i dx = li a || li dx = Ii Oo 
im [ ES à im [ [2 | ù tin [ ES a im | ns . 


1 


t 


= lim (6 Haba 2) = lim IG 1x Int 2p] 
s—0+ > il 


5 * 


= Jim [0—(Gins+2In|s-2|) = lim{Gint+2In|t—2|) —-0] 
s—0* à 12 

= [+ — 21n 2] = [31n2 — ©] 

= +00 : —= -c 


D'où l’intégrale est divergente, 
car au moins une des limites utilisées pour calculer l’intégrale est infinie. 


2° cas L'intégrande tend vers +, lorsque x = c, où c € Ja, bI 


DÉFINITION 5.5 Lorsque f est continue sur [a, b] sauf à une valeur c € Ja, b[ et lim f(x) = +0 


ou lim f(x) = +ce, alors 
xct 


b t b 
[ f@) dx = lim [ fQ@) dx + lim [ fQ@x) dx, si les limites existent. 
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Exemple 3 


. 1 
a) Déterminons si | —= dx est convergente ou divergente. 
1 Vx 


8 


Puisque f n’est pas continue en x = 0, où 0 e]-1, 8, 


et que lim _ — -00 me a) et lim — — +00, orme a) nous avons 
x—0 x—0 x 
8 1 DRE RE 
[ ee dx = lim | x° dx + lim x3 dx (définition 5.5) 
ee 1-07 > s—0 k 
Évaluons les deux limites précédentes. 
— 5 Eu 5 
lim x3 dx = lim Ë | : lim | x3 dx = lim Éi | 
1-07 er (02 [En : en JE 50 | 2 |, 
À _3C] 38) _ 35 
fs à : S 
= lim |— — - = li = 
D | DS” | pers | 2 UN | 
—=-1,$ 6 


8 
d’où | ne dx = -1,5 + 6 = 4,5 et elle est convergente. 
5) 
Ne 


b) Calculons l’aire À de la région ombrée suivante. 


ER EAE 
0 8 
ee 
-1 x 0 X° 
t 8 
mi : = 
— lim ch x$ dx 
Et di; s—0* 


s 


= -(-15) + 6 (voir a)) 
d’où À = 7,5 u’. 


Intégrales de fonctions où au moins une des bornes 
d'intégration est infinie 


1) Lorsque f est continue sur [a, +[, nous avons 
[ L fx) dx = Jim [ : fx) dx, si la limite existe. 
2) Lorsque f est continue sur ]-ce, b], nous avons 
| fx) dx = Jim [ fx) dx, si la limite existe. 
—c > Ju 


3) Lorsque f est continue sur KR, nous avons 


+00 € M 
[ f@) dx = lim [ fx) dx + lim [ f@) dx,oùceR, 
= N—-0c N Mate J, 


si les limites existent. 
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+00 


HOUURE Déterminons si [ cos x dx est convergente ou divergente. 


0 


Borne d’intégration Puisque cos x est continue sur [0, +c[, nous avons 
supérieure est +00 M M 

lim cos x dx = lim |sin x 

M=+ f M=+c o 


= lim [sin M — sin 0] 


M=+ 


= Jim sin M —-0 


M=+ 


Or, lim sin M n'existe pas, car la courbe de la fonction sin M oscille un nombre 


M=+ 


infini de fois entre -1 et 1 


+0 
d’où [ cos x dx est divergente. (définition 5.4) 
0 


0 
HOUURPA Déterminons si [ xe* dx est convergente ou divergente. 


—00 


Borne d'intégration Puisque xe* est continue sur ]-c, 0] nous avons 
inférieure est -co ; 0 : ® 
lim xe* dx = lim |(xe* — e*) (en intégrant par parties) 
N—-c Fe N—-c N 
ni HE = lim [(0 — 1) — (Ne — e)] 
du = dx v = € a | 

= -] — lim (Ne — e" 
N—-c 

= -] — lim Ne“ + lim e\ (ai Ne', ind. C0] 
N—-00 N—-c Nc 

= -1 — ]im — +0 (im , ind = 
N=-> 07 N+e N Ho 

RH : 1 

Sail lim 
N—-c -e7N 

= -] (eu lim + = 0, forme L 

N-æ -e -00 
0 0 
Ainsi | xe* dx = lim xe* dx = -1 (définition 5.4) 
0 
= N 


d’où l’intégrale est convergente. 


1 
X X 


DOUTER Soit f(x) = Let g(x) = 5 où — = 0 etL De cle 


1 , 
= dx, qui correspond 


région délimitée par la courbe de l’intégrande,  : à l’aire de la région délimitée par la courbe 
l'axe desxetx = 1. : de l’intégrande, l’axe desxetx = 1. 


+00 € + 
a) Calculons | Mr qui correspond à l’aire de la : b) Calculons | 
1, X : il 


(M = +) 
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M 1 M : N | N 
lim — dx = lim [in lx| | lim | x-?dx= lim Ë | 
M=te J; X M=+0 1 : ON) N—+c 26 IH 

= lim nM-hi] = Jim Ê É ch) 
M=+c : N=+> | N 1 

_— — +00 = ] orme . < ) 
d'où | Pre d'où | Lx=1 

1 À È 1 À 
Ainsi, l’aire À de la région ci-dessus est infinie. : Ainsi, l'aire À, de la région ci-dessus est 1 u°. 


c) Comparons graphiquement l’aire À, (infinie) et l’aire A, (finie). 


A, (infinie) 


Remarque Nous pouvons démontrer que (voir les exercices 5.5, n° 6 b), page 303) 


co ; +o 
| mn dx converge si p > 1 [ 7 dx diverge sip = 1 
1 . 1 


HOUR Calculons les volumes V et V. des solides de révolution engendrés 
par la rotation autour de l’axe des x de la région délimitée par 


Trompette de Gabriel a) f(x) = . l’axe desxetx = 1]; b) g(x) — un l’axe desxetxZ I. 


NT 


Trompette de Gabriel 


Son volume est fini (7 u°) 
(exemple 4a)), même si l’aire 
de la région qui engendre ce 
volume est infinie 

(exemple 3 a) précédent). 


V, = mR° Ax V, = mR° Ax 


D : D 
; +0 
Ve TI | ÿ dx (méthode du È V, TT [ y? dx (méthode du disque) 
1 disque) ; 1 
+0 +os 
1 1 
= 7 | oo (arr -1) =r | x À (es - D) 
= 7(l) (voir exemple 3b)) — +0 (voir exemple 3a)) 
d’où V = ru. d’où V, est infini. 
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Bornes d'intégration 
+ inférieure : -co 
+ supérieure : +00 


Dir 


+ 
| Exemple 5 | Déterminons si [ e* dx est convergente ou divergente, où e' est 


continue sur R. 


Pour faciliter les calculs, choisissons c = 0, ainsi 


+ 0 M 
[ e* dx = lim e* dx + lim e* dx (définition 5.4) 
Ke N—-0c Le M—+c 


Évaluons les deux limites précédentes. 


0 0 5 M M 
lim e* dx = lim Le | : lim e* dx = lim Le | 
N—-0c N—-c N F M—+c M=+c 0 
N Ê 0 
= Jim [e’ — e"] : = Jim [e" —- et] 
N—-0 : M= +0 
= [1 —0] : = [+oo — 1] 
— ô = +00 
+00 
d’où [ e* dx est divergente. (car une des limites calculées est infinie) 


Dans certaines intégrales impropres, nous retrouvons simultanément plusieurs des 
cas étudiés précédemment. 


+00 
1 : 
HOUUERE Déterminons si [ —— dx est convergente ou divergente. 
o (x 


— 15 
: ; ; 1 
Puisque f n’est pas continue en x = 1, où 1 € ]0, +ce[ et que Jim —_—— © 
x (x _ 15 
et lim —— = +, en choisissant c = 2, où 2 € ]1, +c[, nous avons 
x—1 Ée —_ 1» 
6 1 ” i ; 1 1 
r dx = lim - dx + lim —— dx + lim ——__W 
PONS E A CAE SC ne be D 
L, L, L, 


© 
+ © 
| 
le 
ES 
Il 


He Be =) 


| 


0 M=+c 
2 2 2 
= lim ÉC 13 à Ë = Jim É | à = Jim É (M — 1} À 
ss) ©) m1t|2 2 M4 | 2 2) 
-3 3 
= — = —= +00 
À 2) 
+o 
d’où [ —— dx est divergente. (car une des limites calculées est infinie) 
GR 
0 
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THÉORÈME 5.4 


Test de 
comparaison 


Test de comparaison pour les intégrales impropres 


Énonçons maintenant un théorème que nous acceptons sans démonstration, mais que 
nous justifions graphiquement. Ce théorème permet de déterminer la convergence 
ou la divergence d’intégrales impropres lorsqu'il est difficile, voire impossible, de 
trouver une primitive. 


Soit f et g, deux fonctions continues sur [a, +. telles que 0 = f(x) = g(x), 
V xela, +. 


+o0 +00 
1) Si [ g(x) dx est convergente, alors [ f(x) dx est convergente. 


+00 +00 
2) Si | fQ@) dx est divergente, alors [ g(x) dx est divergente. 


oo : +00 
Soit l'aire À, définie par A, — [ g(x) dx et l’aire À, définie par À, = [ fQ@) dx 


En comparant graphiquement A et À,, nous constatons que 0 = À, = À,. Donc 


1) si A, est finie, alors À, est finie, ainsi 
+00 +0 
Si [ g(x) dx est convergente, alors [ f(x) dx est convergente ; 
2) si A, est infinie, alors À est infinie, ainsi 


+0 +oo 
si [ fQ@) dx est divergente, alors [ g(x) dx est divergente. 


+ 
1 
Déterminons si | = — dx est convergente ou divergente 
. , Vi . : 
à l’aide du théorème du test de comparaison. 
Puisque (x — 1) < x, Vxe [2, +oo[ 


Wxl —1<x (car Vx' = x et f(x) = x est une fonction 


croissante sur [2, +ce[) 


Lee [2, +oo[ 
Le 


1 
INT ———— 
Vr=i 


 d 
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co 
1 1 1 
Il faut al érifi — dxest d te, ca 0=<-<——, VxEe [2, +oof. 
aut alors vérifier que [ . x est divergente, car os xe [2, +oo[ 
M 
| 
= Jim [In M — In2] = + 


M=+ 


il 
lim — dx = lim [in |x| 


M=+c 2 jf M=+ 


+oo 
RE 1 
Ainsi, | — dx est divergente. 
h & 


+00 
1 : 
D'où | Vs dx est divergente. (théorème 5.4) 
2 X — 


oo —»2 


e * dx est convergente ou divergente. 


UN Déterminons si [ 


1 
Utilisons le théorème de comparaison, car il est impossible de trouver une 


_ 
primitive de e ?. 


Puisque = a 7 1e 1 


=) 


2 


> ; 
e?=e? (care > 1) 


a — 
e? dxest convergente, car0 <e”* <e?,Vxe [1,+of. 


fe. 


Il faut alors vérifier que | 


1 


2 
e 


M =M 
| = lim [2e À dE 2e” | = 0 + 2e”! — 


MES mr 
lim e? dx = lim |-2e? 
1 M=+c 


M—+c 1 M—+0 


re 
Ainsi, [ e? dx est convergente. 
1 


2 


+ —x 
D'où | e” dxest convergente. (théorème 5.4) 
1 


2 
—x2 


+oo 
On peut également démontrer que [ e ? dx est convergente. 


À l’aide d’un outil technologique, nous obtenons 


2 
=? 


© plot (e 2,x=-4.4, color = orange) ; 
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Applications de l'intégrale impropre 


En statistique, de nombreuses mesures (taille, poids, etc.) sont distribuées selon une 


loi normale. 
DÉFINITION 5.7 Une variable aléatoire continue X est dite 
normale centrée réduite : normale 
* de moyenne 0, : * de moyenne y, 
° d'écart type 1, : * d’écart type ©, 
si sa densité de probabilité : si sa densité de probabilité 
est donnée par : est donnée par 
il. | 
f@) = e°,VxeR, : fa) = ——e?°/,VxeR, : 
V2r oV27 | 
désignée par N(0, 1). : désignée par N{u, o°). 


La représentation de la courbe d’une loi normale a la forme d’une cloche symétrique 
par rapport à 0 ou à u. 


u—20o pm p+2o x 


L’aire sous la courbe entre deux valeurs de la variable étudiée représente également 
la probabilité d’obtenir une donnée entre les deux valeurs de la variable étudiée. 


© SOUUCRE L'échelle de Stanford-Binet permet d’étudier la distribution du 
quotient intellectuel (QD en utilisant une distribution normale 
dont la moyenne y est de 100 et l’écart type a est de 16. 


=1 fx = 100)? 
fc = e° É) Déterminons, selon ce modèle, la proportion des gens dans la population 


a) qui ont un QI supérieur à 120; 


P(X > 120) = ea [ —_— | 
à” 10 16: V2:7 


60 80 100 120 140 x 0.1056497738 
d’où environ 10,6% 


b) qui ont un QI inférieur à 90; 


P(X < 90) = ea | = FT) 
À f(x) Leo 


60 80 100 120 140 x 0.2659855291 
d’où environ 26,6 % 


c) qui ont un QI compris entre 90 et 120. 


AA: P(90 < X < 120) = 1 — (0,105 6... + 0,265 9...) 


60 80 100 120 140 x d’où environ 62,8 % 
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DÉFINITION 5.8 Une variable aléatoire continue X est distribuée selon une loi exponentielle 
de paramètre À, où À > O, si sa densité de probabilité est donnée par 


En effet, 1) f( = 0,VxEe [0, +oo[ 


eu 


FG) = 1e" 


M=+c 0 


+o0 M 
2) [ Ae “dx = lim Àe* dx 
0 


e M 
_ | = Jim (-e") 
M=+c 0 
[ Ae “dx = 1 
‘ = lim (-e "+ ei) 
M-=+c 
THÉORÈME 5.5 L’espérance mathématique (ou moyenne), notée u ou E(X), d’une variable aléatoire 


re ; 1 
distribuée selon la loi exponentielle est donnée par y = pu 
La démonstration de ce théorème est laissée en exercice. 


HOUURPÆ La durée d'attente X, en minutes, au guichet d’une banque est une 
variable aléatoire qui suit la loi exponentielle. 


Sachant que la durée d’attente est en moyenne de 5 minutes, 


a) déterminons la fonction de densité f(x) de la variable aléatoire X; 


5 


d’où f(x) = 0,2e°%, où x € [0, +ce[ 


ee me 02 (eu = La 1) 


b) calculons la probabilité que le temps d’attente soit 


1) inférieur à 5 minutes ; 


5 
P(0 = X < 5) = | 0,2e°* dx 
0 


d’où P(0 = X < 5) = 0,63 
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O 


4 2 
D 4 


11) supérieur à 10 minutes ; 


:i) supérieur à 15 minutes. 


+0 ca 
PEUIC)= | (NACRE PIS) | 0,2e > dx 
10 0 
15 M 
= lim 0,2e x dx = lim 0,2e°* dx 
M=+c 10 M=+ 0 
is M 
= Jim [-e tx = Jim (-e 0x 
M=+ “ ) 10 M—+c à ) 15 
= Jim (0,24) = lim (-e-1 + e-) 
M=+ M=+c 
= Doc =0+e" 
= 0,135... = 0,049... 


d’où P(X > 10) = 0,14 


Économie 


d’où P(X > 15) = 0,05 


Les économistes estiment que le capital P qu’il faut investir aujourd’hui pour 


s'assurer d’encaisser perpétuellement à intervalles réguliers, n fois par année, une 


ce 
somme f(?), est donné par P = [ fÔ e"" dt, où i est le taux d'intérêt nominal 
0 


composé continuellement. 


DOUUCKE Déterminons le capital P à investir aujourd’hui, à un taux d’intérêt 
nominal i = 4 %, capitalisé continuellement, pour s’assurer de recevoir, 


à partir du mois suivant, 


a) une somme constante de 1200 $ par mois; b) 


—0,04 


co 
| 1200e ©? ‘dt 
0 


M  =0.01 . 


= 1200 lim e 


M=+ 
0 
0,01 


—0.01 
e 5) 


-360 000 (0 — 1) 


dt 


= 1200 lim 


M=+e 


-360 000 lim 


M=+ 


— 360 000 


d’où P = 360 000 $ 


une somme variable de 900(1,03)5% $ par mois, 
pour tenir compte de l'inflation. 


—0,04 


— 


| 900(1,03)2 e ©? dt 
0 


M F 
= O0 [ («1,03)e-0%) dt 
M—+ F 


___10800 +: PACE 
nn (O0) 


- 10 800 
In (1,03e70%) 


M 


12(1,03e-0%)72 


= 900 li 
Le | In(1,03e-%%) 


M=+c 


0 


(nb) 
= 1 034 364,08... 


d’où P = 1 034364 $ 
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EXERCICES 5.5 


1. 


Parmi les intégrales suivantes, indiquer les 
intégrales impropres et écrire la limite à calculer 
pour déterminer si elle converge ou si elle 
diverge, sans calculer cette limite. 


[a 
» [+ 


0 
d) [ tan 0 dO 
FT 


2 
1 
————— d. 
® en à 


1 
x 


f) dx 


X — 
6e 1 


1 
g) [ Arc tan u du 
0 


1 
h | = dx 


. Calculer, si c’est possible, les intégrales suivantes 


et déterminer si elles sont convergentes (C) ou 
divergentes (D). 


» [= «4 
T1 

fe 

[= 


d) [ tan 0 dO 


” Dé 
Ne, 
o [2 d 


1 
h ——— 
| Wou — 7 : 


. Calculer, si c’est possible, les intégrales suivantes 


et déterminer si elles sont convergentes (C) ou 
divergentes (D). 


+00 
a) [ — 
1 
0 
b) [ eC&+D dx 
ra 
c) [ sin? 0 cos 0 dO 
0 
d) [ 3° dx 
— 
e) [ 2e* dx 
A 
f) [ se x 
ne 
8) [ x dx 


n | 


. Calculer, si c’est possible, les intégrales 


impropres suivantes et déterminer si elles sont 
convergentes (C) ou divergentes (D). 


Je A 


e) dy 
-1 
! X 
f) dx 
1 —— 2 
-1 
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o | 
o 

D [ TL 

9) [= rc tan u 

» [£ D as 

1) [(2+ EL 
o \X — 


) [ 8xe dx 
0 


x In x 


. Représenter graphiquement les régions suivantes 
et calculer l’aire de ces régions. 


D y= == 0x 
x 
b)y=—y=0etxz1 
x 
Ta si CCR 
Dy= 7 —) 0,x=0etx=9 
+ 
e Yx+6 
€) y=—,x> 2 
3x + 6 


. Déterminer les valeurs de p > 0 pour lesquelles 
les intégrales suivantes sont convergentes et pour 
lesquelles elles sont divergentes. 


a) [+a o [ 2 dx o | es 


. Déterminer si les intégrales suivantes sont 
convergentes ou divergentes en utilisant le test 
de comparaison et les résultats appropriés de 
l'exercice précédent. 


o | 


. Soit la région délimitée par la courbe de f 


définie par f(x) = 


F+1% 


: 

—, Où x = 1, et l’axe des x. 
Déterminer le _. engendré par la rotation 
de la région précédente autour de 


a) l’axe des x; b) l’axe des y. 


1 
| ——— ; 
1 VVx-0,5 É 


. La durée de vie X, en heures, d’une lampe 


. Soit la région délimitée par la courbe de f 


définie par f(x) = —., où x = 1, et l’axe des x. 
a) Calculer l'aire la région donnée. 


b) Calculer le volume engendré par la rotation 
de la région donnée autour de l’axe des y. 


. À la suite de l’explosion d’un réacteur nucléaire, 


un gaz se dégage dans l’air à un rythme défini par 
bo à 
do _ 0,15(2°), où f est en années et © 
dt dt 
est en m’/an. Déterminer la quantité totale 
de gaz relâché dans l’atmosphère durant la vie 
infinie de ce réacteur. 


. À la suite d’une petite fissure dans un tuyau 


d’alimentation en eau potable, le taux de 
variation de la quantité d’eau qui s’écoule par 
dQ _ 400 000 

dt (1 + 5° 
où t est en heures et Q(f) est en litres. Déter- 
miner la quantité d’eau totale qui s’écoulera par 
la fissure si on ne la répare jamais. 


cette fissure est donné par 


. Dans un centre de conditionnement physique, 


au moment de l’inscription, le poids moyen des 
hommes suit une distribution normale dont la 


|} moyenne Lu est de 82 kg et l’écart type o 


est de 8 kg. 


Déterminer, selon ce modèle, la proportion des 
clients masculins de ce centre qui a un poids 


a) supérieur à 90 kg; 
b) inférieur à 70 kg; 
c) compris entre 70 kg et 90 kg. 


à diode électroluminescente (DEL) est une 
variable aléatoire qui suit une loi exponentielle. 
Sachant que la durée de vie moyenne d’une 
lampe à DEL est de 25000 heures, 


a) déterminer la fonction de densité de la 
variable aléatoire X ; 


b) calculer la probabilité que la durée de vie 
d’une lampe à DEL soit 


1) inférieure à 20 000 heures; 
ii) supérieure à 25 000 heures ; 


li) supérieure à 50000 heures. 
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Cu 


Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes de 
synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies 
à la fin du manuel. 


1. Soit la région fermée délimitée par y = x?, 
y = 0et x = 2. Utiliser la méthode du disque 
et la méthode du tube pour évaluer le volume 
du solide de révolution engendré par la rotation 
de la région précédente autour de : 


a) l’axe des x b) l’axe des y 


c) y=4 d) y =5 
e) x=2 Dre? 
Jp 2 nr 


2. Calculer le volume du solide de révolution engen- 
dré par la rotation de la région délimitée par les 
équations autour de l’axe de rotation donné et 
représenter graphiquement. 


a) y—=e,y = e"",x = 0etx — 2; axe des x 
1 1 
D y=—,y=————, x =0etx = 2; 
DR nes 
axe des y 


c) y = cos x, y = Detxe [0, 7]; axe des x 


d) y = cos x, y = Oetxe [0, rl; axe des y 
e) y = V5 cos x Vsin x,y —0etxe jo.®|: 


axe des x 


2 2 
3. Soit l’ellipse définie par l’équation = 2F = = 1. 
Déterminer le volume obtenu en faisant tourner 
a) la région de l’ellipse située à la droite 
de l’axe des y autour de l’axe des y; 


b) la région de l’ellipse située en haut 
de l’axe des x autour de l’axe des x. 


4. a) Si un trou de rayon r est percé 
verticalement dans le centre 
d’une sphère de rayon R, 
déterminer le volume restant. 


b) Sir — £ calculer le volume 


du solide enlevé de la sphère initiale. 


6. Calculer le volume des solides suivants. 


Exercices récapitulatifs 


c) SiR = 2 cm, déterminer r tel que le volume 
du trou est égal au volume restant. 


5. a) Nous coupons une sphère de rayon R par un 


plan qui passe à une distance a du centre de 
la sphère. Calculer le volume des deux parties. 


b) Soit un réservoir d’eau de forme sphérique 
dont le rayon est de 10 mètres. Calculer le 
volume d’eau dans le réservoir s’il contient 
1) une hauteur de 2 mètres d’eau; 

ii) une hauteur de 13 mètres d’eau. 


er 


Dans les deux cas, calculer la masse 
d’eau si la densité de l’eau correspond 
approximativement à 1000 kg/m°. 


C 


d) Soit un réservoir d’eau formé de la partie 
inférieure d’une demi-sphère dont le rayon est 
de R mètres. Calculer le pourcentage d’espace 
occupé par l’eau lorsque nous trouvons — 
mètres d’eau dans cette demi-sphère. 


®œ 
= 


Une sphère de 8 cm 

© de rayon se trouve à 
l’intérieur d’une seconde 
sphère de 13 cm de rayon, | 
qui contient une certaine 
quantité d’eau. La coupe 
transversale ci-contre 
indique le niveau d’eau. 
Déterminer la hauteur de 
l’eau dans la grande sphère lorsque l’on retire 
la petite sphère. 


a) Le solide possède une base circulaire de 
rayon 4. Chaque section plane, perpendiculaire 
à un diamètre fixe, est un triangle isocèle 
de hauteur 3. 


b) La base du solide est la région délimitée par 
y=e,y=x,x = 0etx = 3. Chaque section 
du solide, dans un plan perpendiculaire à l’axe 
des x, est un carré dont un des côtés appartient 
à la base. 


. Déterminer la longueur des courbes suivantes sur 


l'intervalle donné. 
a) y=x#;xe [0,1] 
b) x +1} = 16ÿ ;ye Lo 2 où x = -] 
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RCI 
c) snx=e;xe|—, — 

dd 2 
d) x = e'sinf, y = e'cosf;te 0,7 
e)x=1-2#,y=1+f;terf0,l1] 


La hauteur HA d’un fil électrique reliant 
deux pylônes est donnée par l’équation 


D 0 


H(x) = 500 (e%® + ei) — 980, 
où x € [-100m, 100 m1]. 


a) Déterminer la hau- 
teur minimale H, 
entre le fil et le sol, 
et la hauteur A, 
des pylônes. 


b) Déterminer la lon- 
gueur L de ce fil. 


9. Nous voulons joindre 
À les villes A et B. Deux 
(s) chemins sont possibles : 

le premier, C,, défini 
par l’arc de courbe 
d’équation y, = 4x’, et 
le second, C,, défini 
par l’arc de courbe 


54 
(km) 


D] 


x 
d’équation y, = 4x’. (km) 


ol 


Déterminer l’économie réalisée en choisissant 
le chemin le plus court, si le coût de construc- 
tion est de 1 000 000 $/km. 


10. Calculer l’aire de la surface engendrée par 
la rotation de la courbe autour de l’axe donné 
sur l’intervalle indiqué. 


a) y=x,oùxe [0, 3], autour de 


1) l’axe des x; ii) l’axe des y. 


b) y = € + _. x € [0, 1] autour de 


1) l’axe des x; ii) l’axe des y. 


c) x = sin?f, y = cos’ {,1€ Lo æ| autour de 


1) l’axe des x; ii) l’axe des y. 


11. Si un litre de peinture 
bleue, au coût moyen PO UN 
de 16 $ le litre, couvre 
une superficie d’environ 


10 m°, déterminer le coût d’achat de la pein- 
ture nécessaire pour recouvrir la partie 
intérieure de la calotte précédente provenant 
d’une sphère de rayon r = 25 m. 


12. Calculer, si c’est possible, les intégrales impro- 
pres suivantes et déterminer si elles sont conver- 
gentes (C) ou divergentes (D). 


1 0 
(A + Vr [ x 
meer us ( b d. 
c Î Vx se ) L.2® + Îl u 
Te TT 
in (7) ; 
c) [ nn” d) [ dx 
1 x E] ÿ x 
1 1 +00 … 
o—— dx — 4] 
; L VI = D [ e* u 
1 4e 
g) LEA dx h) | x sin x dx 
+ 0 


Les économistes estiment que le capital P qu’il 
faut investir aujourd’hui pour s’assurer perpé- 
tuellement d’une somme annuelle f(f) est donné 


+0 


Lx 


par P = 

0 
nominal composé continuellement. Déterminer 
la somme à investir aujourd’hui, à un taux 
d'intérêt nominal i = 10%, pour s’assurer 


f() e7" dt, où i est le taux d’intérêt 


a) d’une somme constante de 1000 $/an; 


b) d’une somme variable de 1000(1,06) $/an, 
qui tient compte de l’inflation. 


14. Au moment de la parution d’un nouveau livre, 


& le taux de variation cs du nombre de livres 
: aN E à 
vendus est donné par RAS 20000e*, où rest 


en mois. Si nous émettons l’hypothèse que ce 
rythme peut être conservé, 


a) déterminer le nombre total de livres vendus ; 


b) déterminer le nombre de mois nécessaire 
pour vendre la moitié du nombre total de 
livres vendus. 


15. Le poids moyen des sacs de croustilles produits 
) dans une usine suit une distribution normale 
dont la moyenne L est de 475 g et l’écart type & 
© est de 5 g. Si la production de l’usine est de 
1000 sacs par heure et que les sacs pesant 465 g 
ou moins sont emballés à nouveau, 
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a) déterminer le nombre N, de sacs qui devront 
être emballés à nouveau ; 


b) déterminer le nombre N. de sacs ayant un 
poids supérieur à 470 g. 


16. Lorsqu'un client appelle un taxi, le temps 
«®) d’attente X suit une loi exponentielle. Sachant 
que le temps moyen d’attente est de 8 minutes, 


a) déterminer la fonction de densité de la 
variable aléatoire X ; 


b) calculer la probabilité que le temps 
d’attente soit 


1) inférieur à 8 minutes ; 
li) supérieur à 5 minutes ; 


li) supérieur à 10 minutes. 


17. Calculer l’aire des régions délimitées par: 


1 
a) y= —-, Dr —=pet, 1 
y Vi 
b) y L, O,x=0etx=]1l 
x 


=2) 


C) y=x7,y=0etxeR 
dy 


- y=0,x=-2etx=2 


Var 


1. Calculer les intégrales suivantes et déterminer, 
dans le cas des intégrales impropres, si elles 
sont convergentes (C) ou divergentes (D). 


1 +o 
a) [ x? In x dx b) [ e* sin x dx 
0 0 


0 + 1 
dx 
C) [ écosx ax à [ Te 
ni Pan, 
e a | x 
ere 11 
2 _ dE 
" je = À 7 h) 1 sec 0 csc Ô dô 
2 Ntne0 ul 


18. 


19. 


K> à 


Soit la fonction f définie par y = e “où x = 0. 


a) Calculer l’aire de la région délimitée par 
cette courbe et l’axe des x. 


b) Calculer le volume engendré par la rotation 
de la région précédente autour de 


1) l’axe des x; 11) l’axe des y; it) y = 1. 


La base d’un solide est la région du plan XY 


délimitée par la courbe y = x? , l’axe des x 

et x = 1. Calculer le volume du solide si toute 
section plane perpendiculaire à l’axe des x est 
a) un Carré; 


b) un rectangle dont la hauteur est égale 
à la racine carrée de la base. 


. Un puits de pétrole 


produit à un rythme 


défini par 
dQ ___100r 
TR (ENS Ch) 


où f est en années 


et co est en millions 
dt 


de barils par an. 
Si nous émettons l’hypothèse que ce rythme 
puisse être conservé, déterminer la production 
totale de ce puits. 


Problèmes de synthèse 


2. 


Soit la région délimitée par y, — sin x, 


y, = cosxetxe Lo | 


a) Calculer la valeur exacte de l’aire entre ces 
deux courbes. 


b) Calculer la valeur exacte du volume du 
solide de révolution engendré par la rotation 


de la région autour de 
i) l’axe des x; ii) l’axe des y. 


C 


Lez 


La région précédente est la base d’un solide 
où chaque section est un carré dont un des 
côtés appartient à la base du solide. Calculer 
la valeur exacte du volume du solide 
lorsque chaque section est dans un plan 


perpendiculaire à 
i) l’axe des x; ii) l’axe des y. 
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3. Soit f(x) = a acte Re lot également défini par les équations paramé- 
eh i triques x = a + rcos ft et y = r sin f, autour 
la représentation graphique est donnée par de l'axe des y, où a 7 r. Représenter 


graphiquement. 


b) Comparer le volume V. d’un tore engendré 
par un cercle de rayon 2 avec a = 3 et le vo- 
lume V, d’un tore engendré par un cercle de 
rayon 1 avec a = 10. 


c) Déterminer la valeur de a dans l’équation 
d’un tore engendré par un cercle de rayon 1 
qui aurait le même volume que le tore 
précédent de volume V.. 


a) Déterminer la valeur de a et celle de b. ; - 
. L'un des réser- 


b) Trouver les intersections c et d de la courbe de f voirs d’un camion 
avec l’axe des x. # de lait a la forme 
d’un cylindre d’une 

longueur de 12 m 
et d’un diamètre 

1) l’axe des x; ii) l’axe des y. de 2 m. Déterminer =" 
le nombre de litres contenus dans le réservoir 
s’il contient une hauteur de 1,5 m de lait, 


(> 


c) Évaluer le volume du solide de révolution engen- 
dré par la rotation de la région R, autour de 


ARE 2 a pe” 


d) Évaluer l’aire de la région 


1) R,oùxeld, 16]; ii) R,, où x e[d, +. sachant que 1000 L de lait occupent un volume 
de 1 m°. 
4. a) Quelle région pouvons-nous faire tourner 
autour de l’axe des x pour engendrer un cône 8. Trouver le volume commun de deux cylindres de 
de rayon r et de hauteur h? rayon 4, dont les axes se coupent à angle droit. 


b) Exprimer le volume du cône à l’aide d’une 


intégrale définie et calculer ce volume. La hauteur d’un fil téléphonique reliant un 


poteau à une maison est donnée par l’équation 


> 50 


c) Calculer le volume 
d’un tronc de cône 
de hauteur h, de 
petit rayon r et 
de grand rayon R 
obtenu par la rotation de la région 
ci-dessus autour de l’axe des x. 


: ales + e) 

; : 
À l’aide de la représentation ci-dessous, déterminer 
la valeur de a et calculer la longueur L du fil. 


9. La quantité de neige, en m°, ;(m) 

À requise pour construire ” 

# un igloo sans ouverture 
correspond au volume 
obtenu en faisant tourner 7 
autour de l’axe des y la 
région délimitée ci-contre, 


3 


où f{x) et g(x) sont des : €) 1 
fonctions quadratiques. 10. Soit la région délimitée par y = : 

2 : 7 . 2 + 1 
Déterminer cette quantité de neige. . 

y = 0etxe{[0, +o[. Calculer le volume du 
6. a) Déterminer le volume Vet l'aire À d’un tore, solide de révolution engendré par la rotation 
qui est un solide de révolution engendré par la de cette région autour de 
rotation du cercle d’équation (x — a) + y = r, a) l’axe des x; b) l’axe des y. 
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11. 


12. 


— 
C9 


LP 4 


. Une route doit 


On fait tourner un cercle 
de rayon 1 à l’extérieur 
de la circonférence d’un 
cercle de rayon 4. La 
position du point P 

du petit cercle est 
donnée par 


x = 5 cos 0 — cos 50 et 
y = 5 sin 0 — sin 56. 


Déterminer la longueur L totale parcourue par 
le point P si le petit cercle fait un tour complet 
autour du grand cercle. 


Soit la région fermée délimitée par y = sin x 
ety =0,oùxe [0,27]. 


a) Calculer l’aire de cette région. 


b) Calculer le volume du solide de révolution 
engendré par la rotation de cette région 
autour de l’axe des x. 


c) Calculer l’aire de la surface engendrée par la 
rotation de l’arc de la courbe autour de l’axe 
des x. 


d) Calculer la longueur totale approximative 
L de la courbe, à l’aide de la méthode des 
trapèzes, avec n = 4 sur [0, 7]. 


traverser une 
rivière par un 
pont perpen- 
diculaire à cette 
dernière. Pour 
accéder au pont, Æ= 
nous utilisons la 
courbe définie 
sur le graphique 
ci-dessous, où l’arc AB a l’allure de la courbe 
y = x sur [-1, 0] et l’arc CD a l’allure de la 
courbe y = x* sur [0, 1]. 


14. 


15. 
© 


16. 


17. 


a) Calculer la longueur approximative L, 
de l’arc de courbe reliant € à D, à l’aide de 
la méthode de Simpson, avec n = 4, ainsi 
que la longueur approximative L de l’arc 
de courbe reliant A à D. 


b) Quelle longueur aurait la route si nous 
pouvions joindre À et D en ligne droite ? 
Soit la région délimitée par la courbe de f 
: 1 
définie par f(x) = _ où x = 1, et l’axe des x. 


Déterminer la valeur de p pour que le volume du 
solide de révolution engendré par la rotation de 
cette région autour de 


a) l’axe des x soit fini ; calculer ce volume; 


b) l’axe des y soit fini ; calculer ce volume. 


Représenter les courbes suivantes, déterminer 
l'intégrale définie donnant la longueur de l’arc 
de courbe et évaluer la longueur de l’arc si: 


a) y=x,oùxe [0,1] 
b)y=x +x,oùxe [0,2] 
c) y=xe' ,oùxe [-1,1] 
d) y=snx,oùxe [0, 7] 


€) x = 4 cos 2, = 3sin 40, où 0 [0, F] 


3 
Soit la région R délimitée par y = x2, y = 0, 
x=letx= 4. 


a) Calculer l’aire et le périmètre de cette région. 


b) Calculer le volume du solide de révolution 
obtenu en faisant tourner cette région autour de 


1) l’axe des x; ii) l’axe des y. 


c) Calculer le volume du solide dont la base 
est la région R, où chaque section plane du 
solide est un carré perpendiculaire à 


1) l’axe des x; 1i) l’axe des y. 

Soit le triangle dont les sommets sont les 

points A(2, 1), B(8, 1) et C(S, 7). Déterminer le 
volume du solide obtenu en faisant tourner cette 


région autour de 
a) i) l’axe des x; li) l’axe des y. 


b) i x=5; i) y= 1. 
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18. 


La distance X, en mètres, séparant deux 


#) véhicules sur une portion d’autoroute suit une 


4 


20. 


21. 


loi exponentielle dont la fonction de densité est 
donnée par f{x) = Àe”", où x € [0, +c[. Sachant 
que, sur cette portion d’autoroute, la distance 
moyenne entre deux véhicules est de 50 m, 
calculer la probabilité que la distance entre deux 
véhicules soit 


a) inférieure à 40 m; 


. Le temps d’attente X entre le passage de deux 


rames de métro suit une loi exponentielle de 
paramètre À, où À > 0. Sachant que la proba- 
bilité d’attendre plus de 10 minutes entre le 
passage de deux rames de métro est égale à 0,24, 


a) déterminer le temps d’attente moyen y, en 
minutes, entre deux rames de métro; 


b) calculer P(X > y). 


Les dimensions d’une piscine de forme 
elliptique sont les suivantes. 


10 m 


4m 


Vue aérienne 


10 m 
3m 


3m 
Coupe transversale au centre 


Déterminer la capacité maximale, en litres, 
de cette piscine. 


Soit un mobile dont l’accélération est donnée 


LS par a(f) = _ pour { = 1, où a(f) est en m/s?. 


22. 


310 


Sachant que la vitesse du mobile après 1 s est 
de 10 m/s, calculer la distance maximale que 
le mobile peut parcourir. 


a) Un réservoir sphérique, de rayon R mètres, 
contient du liquide dont la profondeur est de 
h mètres, où À = R. Exprimer le volume du 
liquide en fonction de R et de h. 


b) Nous remplissons d’eau un réservoir de cette 
forme, dont le rayon est de 10 mètres, au 
rythme constant de 0,05 m’/s. Après combien 
de temps le réservoir contiendra-t-il 


b) supérieure à 60 m. 


23. 


24. 


25. 


1) 5 m d’eau de hauteur ? 


= m* d’eau ? 


ii) 


c) Déterminer à quelle vitesse le niveau d’eau 
monte lorsque la profondeur de l’eau est de 
1) 1m; ii) 9 m. 


Un verre d’eau a approximativement les dimen- 
sions du solide de révolution engendré par la 


: . ; LS 
rotation de la courbe d’équation y = EE où 
x € [0,3] et x est en cm, autour de l’axe des y. 
Nous vidons, à l’aide d’une paille, le verre à un 
rythme de 3 cm‘/s. 


a) Déterminer le volume maximal d’eau que 
peut contenir ce verre. 


b) Exprimer le volume d’eau contenu dans le 
verre en fonction du temps ; en fonction de la 
hauteur de l’eau contenue dans le verre. 


c) Exprimer, en fonction de la hauteur, la 
vitesse de décroissance de la hauteur de l’eau 
contenue dans le verre. 


d) Calculer cette vitesse 


1) lorsque la hauteur de l’eau dans le verre 
est de 6 cm; 


li) lorsque le verre contient la moitié du 
volume maximal ; 


iii) après 50 s. 
e) Après combien de temps le verre sera- 


t-il vide ? 


Soit la fonction f définie par 


cxe * si x=0 
HO | 
0 si x <0 


a) Déterminer la valeur de c pour que f soit une 
fonction de densité de probabilité. 


b) En utilisant le résultat trouvé en a), calculer 
et interpréter le résultat en relation avec la 
théorie des probabilités. 


i) | fG) dx ii) [ fo dx 


+ 
c) Calculer [ x f(x) dx. 


+ 
Démontrer que [ x'e* dx = n!, où n EIN*. 


0 
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Suites et séries 


Perspective historique - À nn 
«suites », dont le domaine de définition est un sous-ensemble 


des entiers non négatifs. Nous déterminerons la convergence 
ou la divergence de suites en évaluant la limite appropriée. 


Exercices préliminaires 


D ans ce chapitre, nous étudierons d’abord des fonctions, appelées 


61 Suites 


6.2 Séries infinies 


Ensuite, nous effectuerons la somme infinie des termes de ces suites, 
6.3 Séries à termes positifs 347 ce que nous appelons «séries ». Nous déterminerons, à l’aide de dif- 
6.4 Séries alternées, férents critères, la convergence ou la divergence de séries. 


convergence absolue et 


convergence conditionnelle Finalement, nous développerons certaines fonctions en série de 


Taylor et en série de Maclaurin. Ces développements nous per- 
mettent en particulier de calculer des intégrales définies de fonctions 
dont la primitive n’est pas connue. 


6.5 Séries de puissances 


6.6 Séries de Taylor 
et de Maclaurin 


> En particulier, l'étudiant pourra résoudre le problème suivant. 
Réseau de concepts 


ÉRCIS ER CSORUIeNtE Certaines personnes atteintes d’une maladie doivent prendre une 


dose quotidienne de 20 mg d’un certain médicament. Si, chaque 
jour, l'organisme élimine 25 % du médicament présent, 
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1) déterminer la quantité de médicament présente dans l’orga- 
nisme après 10 jours; 


li) déterminer la quantité maximale de médicament présente dans 
l’organisme d’une personne qui doit prendre ce médicament le 
reste de ses jours. 


(Voir les exercices récapitulatifs, n° 28, page 403) 


7 


. PERSPECTIVE 


e tout temps, les philosophes et les mathématiciens 

ont été fascinés par l'infini. Dès la Grèce antique, 

les paradoxes de Zénon d’Élée (vers 490-vers 
430 av. J.-C.) mettent en évidence les difficultés inhérentes 
à la manipulation de l'infini. Par exemple, le paradoxe de 
la dichotomie consiste à remarquer que, pour atteindre un 
mur, un marcheur devra d’abord parcourir la moitié de la 
distance qui le sépare du mur. Puis, à nouveau, il doit par- 
courir la moitié de la distance qui lui reste alors à franchir, 
soit le quart de la distance qui le séparait originellement du 
mur. Puis, encore, la moitié de la distance qui reste alors, 
soit le huitième de la distance au départ, et ainsi de suite. 
Le marcheur atteindra-t-il le mur ? Intuitivement, il semble 
que non. Pourtant, nous savons tous par expérience qu'il 
l’atteindra. Cette opposition entre l'intuition et l’expérience 
amène les philosophes et les mathématiciens grecs à s’as- 
treindre à ne pas utiliser l'infini dans leurs raisonnements. 


En Europe, au Moyen Âge, peu après la fondation des 
universités aux xII et x11i° siècles, les questions relatives 
à l'infini refont surface dans la foulée de la redécouverte 
de la philosophie d’Aristote. Certains abordent ces ques- 
tions d’un point de vue philosophique, d’autres avec un 
biais mathématique. Nicole Oresme (vers 1323-1382), de 
l’Université de Paris, montre, par un procédé essentielle- 
ment similaire à celui utilisé dans le présent chapitre, que 
1 


1 1 : 
la série 1 + 3 + 3 SF à +. n’a pas une somme finie. À la 


Renaissance, la proposition de Copernic de placer le Soleil, et 
non la Terre, au centre de l'Univers implique que les étoiles 
sont situées très loin de celle-ci, éventuellement à une dis- 
tance presque infiniment grande. L’infini devient à nouveau 
l’objet de préoccupations philosophiques. Giordano Bruno 
(1548-1600) le paiera de sa vie, sur le bûcher — l’idée d’un uni- 
vers infini va alors à l’encontre de la philosophie d’Aristote 
devenue partie intégrante de la vision chrétienne depuis 
Thomas d’Aquin (1224-1274). Quelques décennies plus tard, 
Galilée (1564-1642) remarque que l'infini a des propriétés 
paradoxales. Aïnsi, la suite infinie des nombres carrés 1, 4, 
9, 16, .… a nécessairement le même nombre d'éléments que 
celle des entiers 1, 2, 3, 4, .. Pourtant, n’a-t-on pas toujours 
pensé que le tout est plus grand qu’une de ses parties ? 


Chercher à savoir si une somme infinie de termes à valeurs 

numériques a une valeur finie déterminée peut amener même 

les meilleurs mathématiciens à errer. Le grand Leibniz (1646- 

1716), l’un des fondateurs du calcul différentiel et intégral, 

s’y fait prendre lorsqu'il ditque 1 — 1 + 1 — 1 +1 —...=— > 
: À 

car, selon lui, 3 est la moyenne entre la somme O d’un 
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Les étoiles occupent l'espace infini et non plus une 
sphère finie (Thomas Digges, À Perfit Description of the 
Caelestiall Orbes, 1576). 


nombre pair de termes, et la somme 1 d’un nombre impair 
de termes. Aujourd’hui, nous considérons que cette série 
ne converge pas. À la même époque, Newton (1642-1727) 
développe toute une théorie pour représenter les fonctions 
trigonométriques par des séries infinies de monômes. 


On les utilise aujourd’hui chaque fois que l’on a recours 
à une calculatrice pour évaluer une telle fonction. Les 
séries infinies restent à bien des égards mystérieuses. Le 
Français Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), malgré 
toute la rigueur qu’il tente d’appliquer à son travail de fon- 
dement du calcul différentiel et intégral, commet lui aussi 
une erreur relative aux séries infinies lorsqu'il affirme 
qu’une série infinie convergente dont chacun des termes 
est une fonction continue en x est aussi une fonction conti- 
nue en x. Intuitivement, ce résultat semble évident. Mais 
le jeune Norvégien Niels Henrik Abel (1802-1829), alors 
âgé de seulement 24 ans, montre clairement, en exhibant 
un exemple, que dans ce cas l’intuition est prise en défaut. 


Dans les années 1870, l'Allemand Georg Cantor (1845- 
1918), après s'être intéressé justement aux séries infinies, 
découvre que, en réalité, il y a plusieurs infinis. En effet, 
le nombre infini de nombres naturels est strictement infé- 
rieur au nombre infini de points d’une droite. Mais, chose 
surprenante, ce dernier nombre est le même que le nombre 
infini de points d’un plan. L’infini ne cessera jamais de nous 
étonner. 


1. Donner la définition. 
a) n! 
b) 0! 


2. Évaluer. 
a) 3! 
b) 50! 

150! 


D 8 


(4!)! 
DT 
(G141)! 
(4! + 51)! 
990! 


D 1000! — 998! 


3. a) Déterminer les deux derniers chiffres 
de la somme suivante. 


I se 2 ae ST se AN 6 7 208 


b) Déterminer les valeurs de x et de y tel que 
x! = 30y! 


4. Simplifier. 
! 
a) — 
n 
(rot 


n! 
fo = 
3"(n + 1)! 
(2)! 
C (2k + 2)! 


b) 


5. Déterminer, sous forme d’intervalles, les valeurs 
qui satisfont les inégalités suivantes. 


Dee 
Dre. 
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c) [3x —2| < 14 
o |! =s 
X 


SE ESA 
Hier 


. Déterminer la valeur minimale qu’il faut donner 


à ñn pour que: 
a) G) < 0,01 
3 s: 
b) (0,6)' < 0,001 


C) ——_— < 0,0001 


3"(n — 1)! 
(0,01) ” 
d) Ont < 10 


. Soit f, une fonction continue sur [a, b]. Compléter 


les énoncés suivants. 


a) fest croissante sur [a, b] lorsque f(x) 


b) fest décroissante sur [a, b] lorsque f' (x) 


. Évaluer en utilisant la règle de L'Hospital. 


sin x 


a) lim 
x—0 X 


Di 


X— +00 5e 


c) lim ( SF 1) 
x 


X— +00 


d) lim Vx 


X— +00 


9. Déterminer la formule de sommation corres- 


pondant à chacune des sommes suivantes. 


D IT2E3E. + 


b) dr 
i=1 
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Objectifs d'apprentissage 
À la fin de cette section, l'étudiant pourra résoudre certains problèmes 


reliés aux suites. 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 
* de donner la définition d’une suite ; Suite de Fibonacci 
+ de déterminer le terme général d’une suite; LES S 1200) 
+ de représenter graphiquement une suite ; 
+ de déterminer la convergence ou la divergence d’une suite; 
+ de déterminer si une suite est bornée ; 
+ de déterminer la croissance ou la décroissance d’une suite. 


IN = 40, 1,2,5,4..:) Jusqu'à maintenant, nous avons surtout étudié des fonctions de IR dans IR. 


IN = (1,2,3,4,...} Dans cette section, notre étude portera sur les fonctions de E dans IR, où E € IN. 


Définitions et notations 


DÉFINITION 6.1 Une suite est une fonction dont le domaine de définition est un ensemble E, où 
E € IN, contenant tous les entiers plus grands ou égaux à un entier non négatif m 
donné et dont l’image est un sous-ensemble de IR. 


HOUUCRE Déterminons le domaine et l’image des suites suivantes. 
LS 
a) f(n) rte 


Puisque n € IN et que n = 4, nous avons 


222 2 | 
D à 


Notation Nous pouvons définir la suite précédente en utilisant la notation + 


dom f = {4,5,6,...,n, ...} etima = | 


n=4 
b) {C1)'Qn + 1}. 
Dans ce cas, f{n) = (-1)'(2n + 1), où n E IN. Ainsi, 
dom f = {0, 1,2,3,...,n, ...} etimaf — {1,-3,5,-7, ...,(-1)"(@n + 1), ...} 


Remarque Par convention, lorsque la valeur initiale du domaine de la suite n’est 
pas donnée, cette valeur initiale est 1. I est à noter que les définitions et théorèmes 
sur les suites sont énoncés avec la convention précédente. Toutefois, ces définitions et 
théorèmes demeurent valables pour tout domaine de la forme {m, m + 1,m + 2, ...}, 
où m € IN. 
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SOU Déterminons le domaine et l’image de la suite É] 
n 


| | 0 
L t 152; de COCO l t , le , , ACOCE) LAN NE Es 
e domaine est { 3 n, .…} et l’image es Ê DRASS n | 


DÉFINITION 6.2 De façon générale, nous notons {a}, où n € IN*, la suite dont les termes sont 


Gt ds 6 des OÙ 


a, correspond au premier terme de la suite, 


a, correspond au deuxième terme de la suite, 


a, correspond au n° terme de la suite 
et a, est appelé terme général de la suite ; nous écrivons 


(a) (4,8,2,0: 1 


Déterminons les cinq premiers termes de la suite {n!}. 
En posant n — 1, nous trouvons a = 1! = 1]; 

en posant 7 = 2, nous trouvons a 21 = 2; 

en posant n — 3, nous trouvons a, = 3! — 6; 

en posant 7 = 4, nous trouvons = 4! = 24; 

en posant n — 5, nous trouvons a, = 5! = 120; 

d’où {n!} — {1,2, 6, 24, 120, ...,n!, ...}. 


De façon générale, pour déterminer le terme général d’une suite, 
* on peut traiter indépendamment le numérateur et le dénominateur ; 
+ l’alternance des signes est obtenue par (-1}" ou (-1}'*!; 
* il faut transformer certains termes de la suite qui ont été simplifiés. 


Il peut être utile de connaître les premiers termes de certaines suites afin de nous 
faciliter la tâche lorsque nous aurons à trouver le terme général d’une suite. Par 


exemple : 
{n} = {1,2,3,4,5, ...} (21 24816, 32/"°) 
{2n} = {2, 4, 6,8, 10, ...} (32}=415;9,27,81;245;..) 
(AIN ER Lie) CODEC GISI) 
{x} = {1,4916,25 ..) : AS D ES à CPS PE ES CS 
{n°} = {1,8, 27, 64, 125, ...} - {n!} = {1,2, 6, 24, 120, ...} 
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Exemple 4 


| 24 3 à 
Détermi Il Snérallde laser ee 
a) Déterminons le terme général de a suite [2 5° 10° 17° | 


* Le numérateur de chaque terme, soit 1, 2, 3, 4, ..., correspond aux termes 


de la suite {n} ; 


+ le dénominateur de chaque terme soit 2, 5, 10, 17, ..…., est égal à 1? + 1,22 + 1, 
3 + 1,4 + 1, ..., et correspond aux termes de la suite {n° + 1}. 


D'où a = 
OU en 
b) Déterminons le terme général de la suite TRIO 
8 22 81632" "| 
* Le numérateur prend successivement les valeurs 1 et -1, et correspond aux 
termes de la suite {(-1)'* 1}; 
+ le dénominateur de chaque terme, soit 2, 4, 8, 16, 32, ..., est égal à 2/, 27, 2%, 
2*, 2°, .…., et correspond aux termes de la suite {2}. 
: (- 1)" snil 
D’ = 
où a, de 
8 13 18 23 
Détermi l SHÉTATC NI ASUILOS en ee : 
c) Déterminons le terme général de la suite (E 29° 66° 127’ 1. 


+ Le numérateur de chaque terme augmente de 5 à chaque terme, ainsi la 
forme générale du numérateur est 51 + C. Puisque, pour n = 2, nous avons 
50) + C = 8, donc C = -2, ainsi le numérateur correspond aux termes de 
la suite {5n — 2} 


n=2°? 


+ le dénominateur de chaque terme, soit 10, 29, 66, 127, .…., est égal à 2° + 2, 
 +2,4# +2,55 +2, ...,et correspond aux termes de la suite {n° + 2} 


ni 


Da ee 
r m+2 
MR cn 
Déterminons 1 snéral de la suit nu 
d) éterminons le terme genera e a suite [2 3°27 81’ 27 | 


En transformant certains termes de la suite, nous obtenons 


É (2)2 d Le) 1=Ù MSC | 
De SN ST) 


+ Le numérateur de chaque terme correspond aux termes de la suite {27 — 1}; 


+ le dénominateur de chaque terme correspond aux termes de la suite {3"}. 


ge il 
DORE =— 
n 3" 
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DÉFINITION 6.3 Une suite est définie par récurrence lorsque la valeur du premier terme ou des 
premiers termes est donnée et que le terme général est défini en fonction du terme 
précédent ou des termes précédents. 


| Exemple 5 | Déterminons les cinq premiers termes de la suite {a,} définie par 


ROC UIO EE MSE 


, Sin = 2, 


il 


NS 


, OU 


Pour trouver à&,, a, a,, a, il faut utiliser l’égalité a, = 1 + 
a 


il 


n = 2,3,4etsS. L'égalité précédente se traduit de la façon suivante : 


chaque terme = 1 + L - , pour n = 2. Ainsi, 
terme précédent 
a =5 a=1+7=1+s SR NT (aura, $) 
5 
5 5 ns 
_ ire 1 11 _ LE 1 f 
LEA (eur a = ©) UT nur (era, =) 
6. 11 
17 _ 28 
un 17 
nl UNE 28 
d'où {a,} = |s, #2 17 | 


2 IL Y À ENVIRON 800 ANS... 


C’est grâce à Leonardo Fibonacci, et plus spécifiquement par son Liber abaci, écrit vers 
1202, que la numération indo-arabe à été introduite en Europe. Son père, Bonacio Bigolo, 
- longtemps marchand en poste en Algérie, s'était assuré que son fils ait une bonne connaissance 
> des mathématiques financières utilisées par les marchands arabes. Par la suite, Leonardo, 
— lui-même devenu marchand, voyage dans plusieurs autres pays arabes. Fort de l’expérience 
ainsi acquise, il rédige son Liber abaci où il décrit non seulement comment utiliser la numé- 
ration indo-arabe, qui sera peu à peu adoptée par les marchands d'Europe, mais aussi com- 
ment résoudre de nombreux problèmes curieux, comme celui ayant mené à l’introduction de la 


Leonardo Fibonacci suite qui porte son nom. Aujourd’hui, les mathématiques traitant de la suite de Fibonacci font 
(vers 1175-vers 1240) l'objet de tellement de recherches qu’une revue, Fibonacci Quarterly, leur est spécifiquement 
consacrée. 


L'énoncé du problème qui a mené à l'introduction de la suite de Fibonacci va 
comme suit : « Un homme place une paire de lapins dans un enclos fermé. Combien 
de paires de lapins y aura-t-il au bout d’une année, si l’on suppose que chaque mois, 
chaque paire de lapins engendre une nouvelle paire de lapins qui, elle-même, pourra 
se reproduire à partir du second mois ?» 
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Suite de Fibonacci 


Représentons l’évolution démographique d’une paire de lapins. 


Temps en mois Couple 1 Nombre de couples 


Il 


| 


Couple 1 


Couple 3 Couple 


Couple 3 Couple 1 Couple 4 Couple 2 Couple 5 


F3 cé) ‘) () (& (4) Gé) Gé) 


UNE Déterminons les premiers termes de la suite de Fibonacci, définie 
pare PMR ER RL Sir =) 


Q 
© 
[= 
A 
Le] 
© 


un 


Puisque, pour n = 3, chaque terme est la somme des deux termes précédents, 
nous avons 

dt one lol 2 (cara = leta, = 1) 
Nr Ce ln 2e (Cara, =\leta, =) 


AG RE (Cana =preta =) 


= 
Il 


a = a ae 


n He Gil 


[1+2=3% [13+5=8} 


Il. il. 2, 3, 5, 8, 
a" =] | 
lr1=24 2+3=54 5 +8 = 134 (ei À 


er CT: 


d’où la suite de Fibonacci est {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...}. 
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n—1? (| fonts 


Représentations graphiques d'une suite 


Nous pouvons représenter graphiquement une suite {a,} de deux façons: 
+ 1 façon: dans le plan cartésien, en situant les points (7, a); 


+ 2° façon: sur la droite réelle, en situant les valeurs a,, a,, a,, … 


DOUUERER Soit la suite {t 
n 


re 1 
a) Représentons graphiquement dans le plan cartésien la suite [ ainsi que la fonction f(x) = —, 
n x 


où xe [1, +. 


En donnant successivement à n les valeurs : Nous pouvons constater que le graphique de la 
1,2, 3, ..., nous obtenons les points (n, a), 1 
c’est-à-dire suite [n est un sous-ensemble du graphique de 
: n 
1 1 
(1,1), . ) (3, 3) da : la fonction f définie par f(x) = 2 
: X 


b) Représentons graphiquement sur la droite réelle la suite {l 
n 


—.. 4 4 à a a, a, 


EE" à 
COST 2 


Convergence et divergence d'une suite 


THÉORÈME 6.1 Soit une suite {a } et une fonction continue f, telles que f{n) = a, sin = m, où me IN. 


Si lim f@ = L(LEMR)ousi Jim f(@X) = -® ou si lim f@) = +>, 


alors Jim de Jim f@) 


Le théorème 6.1 signifie que le comportement à l’infini d’une suite {a,}, où 
fn) = a,, est semblable à celui de la fonction à l’infini lorsque lim f(x) = L 


ou lim f(x) = - ou lim f(x) = +. 
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319 


Remarque Par contre, si lim a, — L, nous a, = cos (2mn) = 1 


n—+00 y 


n'avons pas nécessairement lim f(x) = L. 


X— + 


CA a, a, a, ds 


1 


Par exemple, 


lim cos (2rn) = 1 et 


+ 


lim cos (27x) n'existe pas. 


X— +0 


f@) = cos (27x) 


DÉFINITION 6.4 1) Une suite {a,} converge vers le nombre L si lim a, = L, où LeTR. 


n—+c 


Dans ce cas, nous disons que la suite est convergente. 


2) Une suite {a} diverge si lim a, = + ou lim a, = -® ou lim a, n’existe pas. 


n—+c n—+00 n— +0 
Dans ce cas, nous disons que la suite est divergente. 


DOUURE Déterminons si les suites suivantes sont convergentes 
ou divergentes. 


: nl : 1 voir le graphique de 
Puisque lim — = 0, la suite { converge vers 0. ( 4 
n 


nD+e fl l'exemple 1 précédent) 


: …. ] 1 
D'où la suite {h est convergente. 
n 


of 


lim est une indétermination de la forme *®?., 


+00 n +00 


Levons cette indétermination de deux façons différentes. 


De façon algébrique : Théorème 6.1 et règle de L’Hospital 


: lim = lim 


N—+0 n N— +0 n !: N+o n X—+00 X 


(-1) ; 
_#—1 Em | _ n nl nl 6 = 


..Æ—i 1 
JQ) = Es = lim (1 S . (car n Æ 0) = lim — 
n—+00 n es il 
ru : 
= | (car Jim ie 0) = | 


a 
D'où la suite | converge vers 1. 
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(wi 


Représentation graphique : Représentation graphique 
dans le plan cartésien sur la droite réelle 


45, 61 718 9 10/11 


c) pe c’est-à-dire E ie 2. il, ù à . 
An 225 S3 7 


n +00 


lim est une indétermination de la forme —. 
nr Cr FT +00 
. De _ . 2. US 21 ; +00 
lim = lim — théorème 6.1, en posant f(x) = -—. ind. — 
n=+te 4m xD+e ÀX 4x re 
RH 2]n 2 
= Ji 
X— +00 4 
= +00 
— els : 
d’où la suite est divergente. 
An 
Représentation graphique : Représentation graphique 
dans le plan cartésien sur la droite réelle 
G dd de gree — 
à Doi 2 3 4 R 
œ 
: HR 
. IM — — +co 
MErTrFEr.r Fo 
d) {(-1)} 


; : 1 si nest pair | ; 
Puisque lim (-1)' = le  . PR alors lim (-1)' n’existe pas. 


Puisque la limite n’existe pas, la suite est divergente. 


Représentation graphique 5 Représentation graphique 
dans le plan cartésien sur la droite réelle 


Œn 


lim (-1)' n’existe pas 
N—+0° ( ) b 
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Enonçons maintenant un théorème sur les limites de suites. Ce théorème est 
analogue au théorème sur les limites de fonctions *. 


THÉORÈME 6.2 Soit {a,} et {b,}, deux suites. 
Si lim a, = Let lim b, = M,où LElR et M ER, alors 


a) Limite d’une somme (différence) de suites 


be Di in e = Un pb = EE" 


b) Limite du produit d’une suite par une constante 
lim (kb) = k lim b = KM,où keIR 


c) Limite d’un produit de suites 
lim (ab) = (lim a] lim b,) = LM 


n—+c n—+ n—+c 


d) Limite d’un quotient de suites 
lim a, 


a, __ n+e 


lim = ——— =—, sb Æ 0 pour tout n = m, où me IN, etM Æ 0 
ne D limb, M 


n— +00 


ET soit es suites {a,}, (b,} et {c,} telles que lim a, = 5, lim b, = -4 


n—+0e n—+0 


et lim c, = 0. Déterminons si les suites suivantes convergent ou si 


n—+ 


elles divergent. 


a) {a,b,} 
lim (ab) = (lim a (lim b) (théorème 6.2 ©) 
= 5 (-4) 
= -20 


d’où {a b,} converge vers -20. 


Da RIC 
b) n | 


b, 
tie Dire 
Jim n | = 2 Fe + lim P, (théorème 6.2 a), b) et d)) 
5 0 
= ? 
a er 
= 
2) 


2 SEC -5 
d’où SRE converge vers 3 


n 


* Théorème 2.2, G. Charron et P. Parent, Calcul différentiel, & édition, Montréal, Beauchemin, 2014, page 70. 
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THÉORÈME 6.3 Soit {a,}, {b } et {c }, des suites telles que a = c, = b,, pour tout n = m, 
Théorème sandwich Où 7€ IN. 

our les suites : ; 
F Si lim a, = Let lim b, = L, alors lim c, = L 


n—+c n—>+c n—+0 


DOUUCKE Déterminons si les suites suivantes convergent ou divergent. 
n + (1) 22251 
a nr = JUS sl Er) ce 
n 23456 


= dr 
Soit les suites {a} = pt CD f' n 1) 
n=1 _n+C) _n+1 


Puisque n <= ñ £< 7 que 
——— — ——— — 7 
a C b 
n n n 
: .. = \ 1 a, 
lim a = lim —— = lim |[1——})=1etque 
Hooie +0 n n—+c n 


n—+0 n—+00 n—+00 


lim b = lim tl- im + 5) = | 


n + (1) 
= 


alors lim Ca lim 


n—+s n—+s 


1 (théorème 6.3) 


D'où la suite EEE converge vers 1. 
n 


RO Se c’est-à-dire | 3 RE 
n! DCS NAS E 0202250100 


4 
En développant nous obtenons = = | = | . 
n! n! n\n n 


123 4 S 6m 


b 


2 


=. QUE 
n D) 


27 
< MERE, 
2n 
; 5£ 27 
Puisque, pourn=4, 0=<—=<=— 
n! 2n 
ER tien) 
a, C, b, 
» : : … 27 
que lim a = lim 0 = Oet que lim b = lim —=0 
er N—+00 EN n—+0 2n 
F 02: 
alors lim c = lim —=0 (théorème 6.3) 
Res CE N—+00 n! 12345678 n 


n 


: Ur 
D'où la suite FE converge vers 0. 
n' 
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Suites bornées et suites monotones 


DÉFINITION 6.5 Une suite {a }, où n € IN, est 


1) croissante si a, = a 


VnelN: 
VnelN\; 


n+1 


2) décroissante sia = a,,, 


3) monotone si elle est croissante ou décroissante. 


DOVE Déterminons si la suite { —; est croissante ou décroissante. 


nr 


1 1 
Puisque a = ——,, NOUS aVONS a cure 
q n ni Hal (n + 1} 
nl 1 
AINSI — > ——— (car n° <(n +1),VnelIN) 
mm OO (n+1} 


: : 1 ee 
d’où la suite mi est décroissante. 
n 


Parfois, il est possible d’utiliser la dérivée de la fonction f(x), où x € [1, +cel, 
pour déterminer la croissance ou la décroissance de la suite {a }, où f(n) — a. 
-2 

= <0,Vxe]l, +. 


Ainsi, dans l'exemple précédent, f(x) — _ et f'(x) = — 
X X 


Donc, la fonction f(x) est décroissante, d’où la suite est décroissante. 


DÉFINITION 6.6 La suite {a,}, où n e IN, est: 


1) bornée supérieurement s’il existe un nombre M e R, tel que a, = M, 
V neIN; nous dirons que M est un majorant. De plus, nous appelons 
borne supérieure, notée B, le plus petit des majorants ; 


2) bornée inférieurement s’il existe un nombre m € IR, tel que m = a,, 
VnelIN; nous dirons que m est un minorant. De plus, nous appelons 
borne inférieure, notée b, le plus grand des minorants ; 


3) bornée si elle est bornée supérieurement et inférieurement. 


+ 
UN Soit la suite É | 
n 


a) Déterminons si la suite est bornée. 


En énumérant les termes de cette suite, nous obtenons: 


35191 2e se il 
5301 = _ > 


+ 
Re (ar#t-2+7) 
n 


Donc, la suite est bornée supérieurement par 3 et par tout nombre supérieur à 3. 


(y) 


Par exemple, M, = 3, M, = 3,5, M, — 7 sont des majorants de la suite. 
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_ De plus, la suite est bornée inférieurement par 2 et par tout nombre inférieur à 2. 


Par exemple, m1, — 2,m, — 1,25, m, — -10 sont des minorants de la suite. 


D'où la suite est bornée, car elle est bornée supérieurement et inférieurement. 


b) Déterminons la borne supérieure B et la borne inférieure b. 


: + 
La suite P' 


1 1 
! est décroissante V neIN, car(2+—]>1|2 + 
n n n+l 


Puisque a, = 3, B = 3, et puisque lim |2 + Le 2,b = 2. 
L n 


n—+c 


D'où la borne supérieure B est 3 et la borne inférieure b est 2. 


Déterminons si les suites {n + 1} et {(-1)"*! n} sont bornées. 
a) En énumérant les termes de la suite {n + 1}, nous obtenons: 
12, dE Si caro tt 4 1 cco! 
Nous constatons que 2 = (n +1), Vn= 1. 
Donc, la suite est bornée inférieurement (la borne inférieure b — 2), mais elle 


n’est pas bornée supérieurement, car lim (n + 1) — +. 


n— +0 


D'où la suite est non bornée. 


b) En énumérant les termes de la suite {(-1}'*!n}, nous obtenons: 
2345 Cr je 


Pour n pair, lim (-1}"'*!n = -et 


n—+c 


pour ñn impair, lim (-1)}"*!n = +co, 


n—+00 


donc cette suite n’est bornée ni supérieurement ni inférieurement. 
D'où la suite est non bornée. 


Nous acceptons les théorèmes 6.4 et 6.5 qui suivent sans démonstration. 


THÉORÈME 6.4 Soit une suite {a }. 


1) Si la suite {a } converge, alors la suite est bornée. 


2) Si la suite {a,} est non bornée, alors la suite diverge. 


Remarque La partie 2) du théorème 6.4 est la contraposition de la partie 1). 
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THÉORÈME 6.5 Si la suite {a,} est monotone et bornée, alors la suite {a,} converge. 
En particulier : 


1) si la suite {a } est croissante et bornée supérieurement, 
alors la suite converge vers la borne supérieure B ; 


2) si la suite {a,} est décroissante et bornée inférieurement, 
alors la suite converge vers la borne inférieure b. 


Exemple 4 


a) Déterminons, sans évaluer la limite, si la suite | 


3n 
An + 1 m2 
est convergente ou divergente. 


Cette suite est croissante, car en considérant la fonction 
3x , 
QE) = ———, où x E[2, +[, nous trouvons 
4x + 1 
3 
(x) = ————— > 0, V xe]2, +oo. 
A (4x + 1} ] [ 


Cette suite est bornée supérieurement, car 


3n 4n 4n 
< < = ],V 2 AE Shvanhe 
ee he ee 


D'où cette suite est convergente. (théorème 6.5) 
La valeur 1 est un majorant et non nécessairement la borne supérieure. 


b) Déterminons la borne supérieure B. 


En ne ME g- É =. 
N—+00 4 n—+c _ (4 “e = N—+00 (4 JL : 
n n 


3 
’où B = — 
d’où ñ 


EXERCICES 6.1 


1. Énumérer les cinq premiers termes des suites 2. Énumérer les cinq premiers termes des suites 
suivantes. suivantes. 
a) {2n— 1}... b) (2-1) Von nel 
y 2 b) ad —leta = 24 ., F5,sin=2 
sf o (5) | | | 
n n= EX d = 2,4 = 3eta 24 F@&. Sin —=l 
(-1)' +1 | 
É) f) AR Dale -=3éta.. au. )}sr=1 
-2) +8 
g) {sin nr} jp) JE ES 
5 -r" 
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3. Déterminer le terme général a, de la suite {a,} 
dont les cinq premiers termes sont les suivants. 


a) {1, 4,9, 16,25, ...} 
b) {0, 7, 26, 63, 124, ...} 
c) {4,4,4,4,4,...} 

d) {4, -4, 4, .. 
e) {1,3,5,7,9,. 


ii 
Tu 


J 
HE 


A4 1 
D oo 


n 
c) {(-1)°*12r} 
d) B Lé leta, —a +a,, pourn Z ] 


1+2 


5. Calculer lim a, des suites suivantes et déterminer 


n— +0 


si elles divergent (D) ou convergent (C). 


1 (1) 
_ b 
* 5) {s- a 
©) pr — In + ! o [Or el 
4 — 5m 
5n . 
p fn) h) {ne-") 
i) Le] j {nmn} 


n — 1 
" n! | 
m) {cos (nT)} 


0) {1,2,3,1,2,3,...} 


. a) Évaluer, si c’est possible 


1) lim sin (nm), où n EIN; 


+00 


ii) lim sin (mx). 


X—+00 


b 


Lea 


Répondre par vrai ou par faux en justifiant 
votre réponse. 


Le comportement à l’infini de la suite {a, }, 
où a, — f(n), est toujours semblable au 
comportement à l’infini de la fonction f(x). 


. a) Évaluer lim r” selon les différentes valeurs de r. 


n—+c 


Évaluer les limites suivantes : 


so 2} 
us ): dr ( F)) 


b 


ea 


. Trouver le terme général a, des suites suivantes 


et déterminer, en évaluant la limite, si ces suites 
convergent ou divergent. 


à [1,8 1,64 125 
3°9° °81 243 
5 


2 = 
Ja pourn = 2 


— = = 
P a —leta,,, = na pournzl 


. Déterminer si les suites suivantes sont bornées, 


bornées supérieurement ou bornées inférieurement ; 
dans chaque cas, trouver, si possible, la borne 
inférieure b et la borne supérieure B. 


a) { + 
n 
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2 + 
b) L } 
n n=3 


c) {CD} 
d) {3—n} 


e) Le] 
f) {cos (nT)} 


10. Déterminer si les suites suivantes sont 
croissantes ; décroissantes ; ni croissantes ni 


n=sS 


b) Toute suite convergente est bornée. 
c) Toute suite croissante est bornée. 


d) Toute suite croissante est bornée 
inférieurement. 


e) Toute suite décroissante bornée converge. 
f) Toute suite non bornée est divergente. 


. Déterminer a, pour que la suite {a}, définie par 


la relation de récurrence 5a, 
où ñn = |, soit constante. 


Se ue 


+1 


décroissantes ; monotones. 13. Soit une culture de bactéries contenant initiale- 
n *.. ment 500 bactéries. Chaque bactérie produit deux 
a) en bactéries à l’heure. Si aucune bactérie ne meurt 
n+1 et que toutes produisent pendant 12 heures, 
b) (7) a) déterminer la fonction donnant le nombre de 
n bactéries présentes en fonction du temps. 
n+l b) Après combien de temps le nombre de 
c) ñ bactéries sera-t-il supérieur à 20 000 000 ? 
d) {(@n —9}},., 14. Pour chacune des suites suivantes, déterminer 
e) {sin a 
LEE CR a. et calculer —<—. 
25 ’ Fe, 
f 3 
j a) {3n — 2} b) o 
n: 
11. Répondre par vrai (V) ou par faux (F) et donner 
un contre-exemple lorsque c’est faux. {' — . d) ee + | 
a) Toute suite bornée converge. 4" (2n)! 


6.2 Séries infinies 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra donner la définition d’une Série harmonique 
série et déterminer la convergence de certaines séries. AE UE 1 
| LH +E+e + ++. 
Plus précisément, l’étudiant sera en mesure: DANONE n 
+ de donner les définitions de somme partielle, de série convergente 
et de série divergente ; 
+ de déterminer la convergence ou la divergence d’une série en 
utilisant les sommes partielles ; 
+ de démontrer et d’appliquer quelques théorèmes sur les séries ; 
+ de reconnaître la série harmonique et de démontrer qu’elle diverge ; 
+ de reconnaître une série arithmétique et de calculer des sommes partielles ; 
+ de reconnaître une série géométrique, de déterminer si elle converge 
ou diverge et de calculer sa somme dans certains cas; 
+ d’utiliser le critère du terme général pour déterminer si une série diverge. 


Série géométrique 
@ 2e GP Se GP AP 000 17 EE À A7 006 
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Certains problèmes exigent de faire la somme d’un nombre infini de termes. Par 
exemple, au chapitre 2, nous avons évalué l’aire de régions fermées en calculant une 
somme infinie d’aires de rectangles, à l’aide de la limite. Dans cette section, nous 
allons étudier des séries, une série étant une somme infinie des termes d’une suite. 


Convergence et divergence d'une série 


+00 


DÉFINITION 6.7 La somme infinie des termes d’une suite {a } notée » a; 


Suite 


Série 


i=1 
+co 


où a=a+ta,t+ta,+...+a, +... est appelée série infinie (ou série). 


i=1 


Dans la définition précédente, chaque a, est appelé terme de la série. 
La somme de ces termes peut être soit finie, soit infinie, ou peut ne pas être définie. 
Il ne faut pas confondre suite et série. 
Une suite est une énumération de termes, par exemple 
la Suite {27} = 2, 27,2%,2* 2". 
tandis qu’une série est une somme de termes, par exemple 
+00 
la série © 2°=2+2+2+2+.. +24... 
n=l 
Avant de donner une définition théorique de la convergence et de la divergence 
d’une série, nous présenterons trois séries où, d’une façon intuitive, nous pouvons 
déterminer le résultat de la somme d’un nombre infini de termes (voir l'exemple 1 


ci-dessous). Nous déterminerons par la suite de façon formelle la convergence ou 
la divergence de ces mêmes séries (voir l'exemple 2, page 331). 


HOUUERR Évaluons, si c’est possible, les sommes suivantes. 


à D OS i=1+2+3+4+5+...+n+.… 


i=l i=l 
Nous constatons que, en additionnant les termes, nous obtenons +co, 
+00 


ainsi _ l — +00, 


i=1 
De plus, puisque la somme des termes est infinie, nous dirons que la série 


est divergente. 
Sn Re ei LR EN IN 1 
b —, où = = + = + = + D 000 7 =— 47 go 
) D 2; D D 2 4, & 2e 


Nous pouvons considérer la somme des termes 
comme équivalente à l’aire d’un carré de côté 
de longueur 1, subdivisé comme dans la 
représentation ci-contre. 


+00 


L’aire du carré est égale à 1 u?, ainsi » Di = I. 
i=1 


De plus, puisque la somme des termes est finie, 
nous dirons que la série est convergente. 
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(y) 
co) D CLOS C'=1+1-1+1-1+.. 


i=1 i=1 
Nous constatons que, en additionnant les termes, nous obtenons -1 lorsque le 
nombre de termes additionnés est impair, et 0 lorsque ce nombre de termes 
est pair. Dans ce cas, la somme n’est pas définie. 

+oo 
Ainsi, > (-1)' n’est pas définie. 

i=1 
De plus, puisque la somme des termes n’est pas définie, nous dirons que la 
série est divergente. 


De façon générale, nous aurons à faire une étude plus approfondie afin de détermi- 
ner la convergence ou la divergence d’une série infinie. 


DÉFINITION 6.8 Soit la série da, = a, + a,+ a, +... +a,+… 


i=1 


1) La somme S, des n premiers termes d’une série est appelée somme 
partielle et est définie comme suit: 
Sd ta Far. Te Fa Cesare Ss — DS a, 
i=l 
2) La somme S, si elle existe, de la série est définie comme suit: 
. 
S = lim S ,c’est-à-dire S = a, = lim a. 
Him $, Sa im Da 


i=1 


De la définition précédente, nous obtenons 


S, = a, 

Sd ré : ainsi S, = $ + a, 
nn M 
S, 

D dit FA : ainsi $, = S, + a, 
le, "2, 

5, 
CARS Rd : ainsi S,—S,+a, 
5, 
S=a+a +a +..+a a +a : ainsi S =S +a 
n “ii FA 3 n — 2 n—]1 no: n n—1l n 
1e 
nous avons donc Dino mue 


Cette dernière égalité peut être utilisée pour déterminer les termes a, d’une série 
dont nous connaissons S'. 
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DÉFINITION 6.9 1) La série © a converge si lim da, = S,où SE IR, 


i=1 n+e j=] 


c’est-à-dire si lim S. = S, où S'est la somme de la série. 


n—+0 
Dans ce cas, nous disons que la série est convergente. 
+00 n 
2) La série > a, diverge si lim > a, = + ou si cette limite n'existe pas, 
i=i note j=1 


c’est-à-dire si lim S$S — + ou si cette limite n’existe pas. 
n 


n—+0c° 


Dans ce cas, nous disons que la série est divergente. 


Série convergente Série divergente 


+00 
Si lim S. — +00, alors > a, — +, 


n—+c Peer 
+0 +00 
Si lim S = S$, alors > a, =S$S. | si im S = -c, alors > a, = -œet 
es À =] Ë Reel RE | : 
_. 
si im S° n’existe pas, alors > a, n’est pas définie. 
n—+0 


i=1 


Déterminons maintenant de façon formelle, à l’aide des définitions précédentes, 
la convergence ou la divergence des séries de l’exemple 1 précédent. 


| Exemple 2 | Déterminons si les séries suivantes convergent ou divergent, en 
évaluant, si c’est possible, lim S. 


+00 +00 n—+00 
a) il, OÙ =] 2 À o00 17 A A 066 (voir l’exemple 1 a), page 329) 
i=1 i=1 
: +00 n 
= D > 
!i=i nt j=] 
8,=1+2=3 
: D LS 
S,=1+2+3=6 Fait 
: il 
=. 4 ) (#10) 
: n—+00 # 2 
+ 1) : sf 
Sommation 1, chapitre 3 S. Œ | + 2 + À + 0 Te 2 : sui 
+00 
D'où > i = +c, ainsi la série est divergente. (définition 6.9) 
i=1 
+00 +00 
TS 1 1 1 1 1 
b) —, OÙ ee 000 On = An 000 (voir l'exemple 1 b), page 329) 
Re) EL LUS 2 
1 5 +00 1 n 
S — — È — = Jim = 
li 9 2 note 1 2 
4—1 2-1 |, Là : 
De — 0 — S =—-+-—=— = Jim S 
: 4 28 2 2) 4 4 Fees nd 
8—1 2-1 AT nil DER À 
S. = —— = SE — É— = |im S = ; voir page suivante 
3 Fi 93 3 9) 4 8 8 ns 2" n Dn 


Ô 


6.2 Séries infinies 331 


16—1 2*-—-1 _i, ii, fi 1 15 : 2 Ne — 
S, = E S, > de à Se Ce = lim > néorème 6.1, ind. =] 
: : 2 M2 * : , 
| ee ee — lim De (règle de L’Hospital) 
s =? ? Se | 
n 2" n o) 4 Dn 2n : = 1 
D'où Sa 1, ainsi la série est convergente. (définition 6.9) 
i=1 
c) > (-1), où > C1} =-1+1-1+..+(1) +... (voirl’exemple 1 c), page 330) 
i=1 i=1 
s =-1 SD CDi= lim © CI) 
: i=l Sn 
$ =-1+1=0 
d : = lim S 
en oi : ms ? 
nn ouai Laos 0 : Or cette limite n’existe pas, 
= i i i -1 si nest impair, 
= 1 # RE Dr cars, = | P 
L O si nestpair. : ” O si nest pair. 
D'où > (-1)' n’est pas définie, ainsi la série est divergente. (définition 6.9) 
i=1 
Énonçons quelques théorèmes sur la convergence et la divergence de séries. 
THÉORÈME 6.6 Si > a.et > b, convergent, alors > (a, + b)) converge et 
i=1 i=1 i=1 
Dre enr 
i=l i=l i=l 
PREUVE Soit D a=S&S b=T 
is i=i 
(a +b)= lim > (a +b) 
F=i En 
= Jim D D 7) (théorème 3.1) 
exe | ET] 
= lim (S +T) (er eo ) 
Lyon i=1 i=1 
= lun 5 = lin 1 (théorème 6.2 a)) 
=S+iT 


332  CHAPITRE6 Suites et séries 


Nous acceptons les théorèmes suivants sans démonstration. 


+00 +00 


THÉORÈME 6.7 Soit les séries D a,et > b.. Si une des séries converge et l’autre diverge, alors 


i=1 i=1 


> (a, + b)) diverge. 


i=1 


THÉORÈME 6.8 1) Si a, converge, alors > ca, converge, V ce IR. 


i=1 i=1 


De plus, D CO D a. 


i=1 i=1 


2) Si 2 a, diverge, alors > ca, diverge, V c e IR \ {0}. 


i=l i=l 
_ 
e c > 0, alors > CH 
De plus, si > a, = +ce et ue: 
ec c < 0, alors > Ca, = Fo, 


i=l 


THÉORÈME 6.9 Soit une série > b, obtenue en ajoutant, retranchant ou modifiant un nombre fini 


i=1 
+00 


de termes d’une série >: a.. 


i=1 


+00 +00 
1) Si > a, converge, alors D b. converge. 


ÿ= i Si 
2) Si 5 a, diverge, alors > b. diverge. 
i=l i=l 


Nous étudierons maintenant quelques séries importantes. 


Série harmonique 


Dès le x1v° siècle, Nicole Oresme montre la divergence de la série harmonique en 
utilisant des groupements de termes. 
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LE … vil D l 
THÉORÈME 6.10 La série harmonique >» — = tmet > — est divergente. 
= L = L 


i=1 i=1 


PREUVE Démontrons que la suite des sommes partielles est divergente à l’aide de la somme 


des 2” premiers termes de la série harmonique. 


Sn =1+-+ 


de 
CS 6 


0 
2" 


trs). 
178) \o 16 
1 


dd 
203 
s,=1+5+(5+5)+(5+2+ 
206071 5 06 
1 i 
2 


++. à) 
2n-1+HT 2n 


S.=1+ +(+i+ + + +i+(b+e+tl+.+(tr.+s) 
: 4 À a & & à 16 16 Ji 2j 

2 termes 4 termes 8 termes 2rsbtermes 

a —— |, | A ——_—_—_—_— ne —_—__——"À 
CRE Poe L + L de. : 
è 2 2 2) 2 

n termes 

1 

Se (| +n(}) 
&i = … 
Ainsi Ÿ += lim Ÿ- (définition 6.8) 
= 1 FH: © l 


HOUURE Démontrons que 


a) > À diverge. 
i=1 


Puisque ps L diverge, 
l 


i=1 


(théorème 6.10) 


+00 
SO re 
ainsi > — diverge (théorème 6.8) 
1 


i= 


De plus, > 2 — +00 (carc=2>0) 
pl 


i=1 
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+00 


. 2 1 , 
— +0 et la série harmonique > — est divergente. 
L 


i=1 


ib) D Z diverge. 


n = 100 


+00 


Puisque » — diverge, 
n 


n=1 


ainsi >> = diverge 
n 


n=l 


D'où > 2 diverge 
n 


n = 100 


De plus, > = — -00 


n = 100 


(théorème 6.10) 


(théorème 6.8) 


(théorème 6.9) 


DÉFINITION 6.11 


0 1)d 


a, = a +2 
eee 
4, = 02 


a =at{(n— 1ljd 


a = 4 (n — 1)d 


Série arithmétique 


Une série de la forme > (a + (i — 1)d), c’est-à-dire 
i=l 


a+(a+d)+(a+2d) +...+(a+(n—1)d) +..,oùae RetdeR. 


est appelée série arithmétique de premier terme a et de raison d. 


Dans une série arithmétique de premier terme a, chacun des autres termes de la 
série est obtenu en additionnant au terme précédent la raison d. Aïnsi, une série 
arithmétique est entièrement définie par son premier terme et sa raison. 


DOUMURME La série -5 — 3 — 1 + 1 +3 +5 +... est une série arithmétique 
de premier terme a = -5 et de raison d = 2, car 


-3+2}) F2) 


5 + (-3) + (-1)+ 1 + 3 + 5 + 


En SEE? SE 


AINSENO 

Hair. 
a, = -3+2=(S +2) +2 =-5 + 2(2) = -1 
a, =-1+2=(S5+20)+2=-5+302)=1 
donc a =-5 +(n — 1)2 


n 


Cette série peut s’écrire sous la forme > (-5 + (Gi — 1)2). 


i=1 


DOUMUPA Soit la série arithmétique de premier terme a — 197 et 
de raison d = -3. 


a) Déterminons les premiers termes et le terme général a, de cette série. 
GE 
A CAO 
MORE CO) OO ES) 0e) 01 
dE SE OC) OS EE USS 


a = 197 + (n — 1)(3) 


Cette série arithmétique peut s’écrire sous la forme > (197 + (G — 1)(-3)). 


i=1 ) 
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b) Déterminons le 51° terme, noté a 


et le 127 terme, noté a, de cette série. 


S1À 


a, = 197 + (n — 1)(3) Sin — 51, nous obtenons a, = 197 + (51 — 1)(3), d’où a,, = 47; 


27 


Sin — 127, nous obtenons a,,, = 197 + (127 — 1)(3), d’où a,,, = -181. 


THÉORÈME 6.11 Soit la série arithmétique © (a + (à — 1)d). 
i=1 


Série arithmétique 1) La somme partielle S des n premiers termes de la série est donnée par: 


S,= na + ED à 


2) La série diverge pour tout d € IR (sauf si a = 0 et d = O). 


PREUVE DS rende 2 D ro au le (définition 6.8) 
= ((@ SF @ SF 00 + @) re © 2e 28 à 0 à (@ = IX 


+ 


n termes 
= ga 2e Cl se 26 2 Se 0% 7 (ee = D) 


= na + d fu (sommation 1, chapitre 3) 


d'où, = na + "D à 


2) La démonstration est laissée à l’étudiant. 


ET soit la série arithmétique 329 + (329 + d) + (329 + 24) + … 
a) Évaluons la somme partielle Se ous 329531605085 C8) 
Déterminons d’abord la raison d. 
d = 316 — 329 = -13 
Déterminons ensuite le nombre n de termes de la somme à calculer. 
En posant a, = -113, nous avons 
a +(n — Dd=-113 (car a, = a + (n — l)d) 
329 + (n — 1)(-13) = -113 (car a = 329 et d = -13) 


n = 35 
S,= na + "ED à d’où $,, = 35(329) + 2e —D (13) = 3780 
b) Calculons S,,. 
S, = 70(29) + O2) (13) = -8365 


2 
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Flèche de Zénon 


Achille et la tortue 


Série géométrique 


La série géométrique, autrefois appelée «progression géométrique », est la première 
série qui se soit imposée dans l’histoire des sciences. Les Babyloniens savaient déjà 


calculer des sommes partielles et le philosophe grec Zénon d’Élée a mis en évi- 


dence, sous forme de paradoxe, la question de sa convergence. En effet, ce philo- 
sophe grec du v° siècle av. J.-C., élève de Parménide, est devenu célèbre pour avoir 
formulé certains paradoxes qui portent son nom. Les plus connus sont la «flèche de 
Zénon» et celui d’«Achille et la tortue ». 


Pour qu’une flèche parcoure une distance D jusqu’à une cible, elle doit d’abord parcou- 


. D _—. | Las | 
rir 1 la moitié de la distance D, puis la moitié . de la distance restante, puis encore la 


moitié rs de ce qui reste et ainsi de suite. La flèche va-t-elle atteindre la cible? 


De même, pour qu'Achille rattrape une tortue qui se déplace à une vitesse constante, 
il doit d’abord arriver au point d’où elle est partie. Pendant ce temps, la tortue a 
atteint un autre point. Une fois qu’Achille y sera, la tortue sera à un autre point 
devant et ainsi de suite. Achille rattrapera-t-il la tortue ? 


+0 +oo 


DÉFINITION 6.12 Une série de la forme > ar'=! (ou Y ar} c’est-à-dire 


i=l1 i=0 


atar+ar +ar+...+ar".!+...,oùaeR\{0}etreR, 


est appelée série géométrique de premier terme a et de raison r. 


Dans une série géométrique de premier terme a, chacun des autres termes de la série 
est obtenu en multipliant le terme précédent par la raison r. Aïnsi, une série géomé- 
trique est entièrement définie par son premier terme et sa raison. 


Remarque Dans le cas particulier où r = 0, nous considérons que ar° = a, même 
si r = 0. Aïnsi, nous obtenons 


a+0+0+..+0+...=a. 


Donc, la série est convergente et S = a. 


SOUMUCRE La série 2 + É cu É + £ + = + .… est une série géométrique 
3 9 27 81 


: : 1 
de premier terme a = 2 et de raison r = 3 car 
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TT 
] 


) 4 


Ainsi, a, = 2 


il 
C7 (;) a, = ?) 


+00 : 
. ne I Y=T 
Cette série peut s’écrire sous la forme >» 2?) : 


i=1 


HOUNUCEÆ Déterminons les premiers termes et le terme général a, de la série 


géométrique dont le premier terme est 4 et la raison est = 


-3 nl 
a,= ar" 1 Ce 4 Ê 
5 


+00 : 
ie _— ct 
Cette série géométrique peut s’écrire sous la forme > 4 (3) : 


i=1 


+00 
Remarque Pour déterminer si une série > a, est une série géométrique, il suffit 


i=1 


Dre ‘ a, +1 . : 
de vérifier si le rapport —— de deux termes consécutifs quelconques est constant 
a 


n 


pour tout n. Lorsque le rapport est constant, nous avons 


n+i 


= r, où r est la raison de la série géométrique. 
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DOUMUCRKE Vérifions si les séries suivantes sont des séries géométriques, 


a 
en déterminant si "+ est constant pour tout n, et le cas 


n 


échéant, trouvons la raison r et le premier terme a. 


3n+1 
a, .; a 2) 3 
= = — —, pour tout ñ. 


a 92 5" 2 3" 5 
à 5" SH 


œ 3 
: n+l 2 s 2: 2 DS 
Puisque le rapport ——— est constant et est égal à =, cette série est géométrique 
a 


Rapport constant 


5 


n 


5 3 
de raison r = — et de premier terme a = 55’ obtenu en posant i = 1. 


b) = 


En 
NE É nn à) Al 


a, n SEL 87 3n 
(x) 


| de Sel 2 : , 
Rapport non constant Puisque le rapport —— dépend de n, il n’est pas constant ; 
a 


cette série n’est pas une série géométrique. 


+00 


THÉORÈME 6.12 Soit la série géométrique > Hole, 


i=1 


La somme partielle S, des n premiers termes de la série est donnée par: 


PREUVE Puisque S = 4 + ar + ar? + es + Ar 77 LT (définition 6.8) 


NOUS AVONS 70 > 0 dd UT. Ar OT 
(en multipliant les deux membres de l’équation par r) 


En soustrayant les deux membres des égalités précédentes, nous obtenons 
ST 7 
n n 


US 5) 


S — QG (carr £ 1) 
" (=n 
ons =) 
HUIT) 
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DOUUEE Soit la série géométrique > 26) 
i=1 


a) Évaluons S.., la somme des 15 premiers termes de cette série. 


15 


20) nr Om 20 20) 


71] = 15 
ga = Ain — Lie?) (théorème 6.12, où a = 2(3)° = 2, r = 3 et n = 15) 
NET 15 13 
d’où S,, = 14 348 906 
b) Évaluons S, la somme du 10° terme au 16° terme inclusivement de cette série. 
JR 0) 0) 0020) ee 20) 
et S 
P 
= 16 129 
a=2(G3) =2 Ainsi S =S S, = Len Rte) (théorème 6.12) 
P ; “A 1 = 1 = 
d’où 5, — 43 027 038 
THÉORÈME 6.13 La série géométrique D Gien 
i=1 ee 
pu SEQMEQUE 1) converge si |r| < 1 et dans ce cas >] ari=l= : er 
fi mr 
2) diverg si|r| = 1. 
PREUVE Pour déterminer la convergence ou la divergence de cette série, nous devons 
évaluer lim S.. 
+ sia>0 
Casoùr = 1 Dans ce cas, S =a+a+a+...+a= na, donc lim $S = : 
ï SR de -œ sia <0 
d’où la série > ar'= ! diverge pour r = 1. 
= 
Cas où r # 1 = jm 2 (rs eo) 
Der LE n—+00 (1 = r) À ( ni r) 
= (lim te r)) 
1 — F \n=+e 
= — ( — lim r) 
1 one 46 n— +00 
1) Si-1 <r< 1, c’est-à-dire |r| < 1, alors 
lim r" = 0, donc lim S, — £ 
n—+00 N—+00 ma 
D'où lorsque |r| < 1, la série > ar'- ! converge et D ari=l= : LE 
i=1 i=1 ont 1 


2) a) Sir = -1, alors lim r” n'existe pas, donc lim S, n’existe pas. 


n— +00 n—+c 


+ Sia > 0 


b) Sir > 1, alors lim r" = +c, donc lim S = ; 
ÿ -o sia <0 


n—+c n—+00 
+00 


D'où lorsque |r| Z 1 la série >», ar'- ! diverge. 


i=1l 
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Ainsi, pour une série géométrique de premier terme a et de raison r, la somme 
atar+ar +... +ar".! +... notée S, est donnée dans le tableau suivant selon 
les différentes valeurs de r. 


ee a 
lr| <1 1<r<i Série convergente S — 
m7 
ne S=+>sia>0 
detre à r=] Série divergente ï 
a+tar+ar a S—=-œsia<0 
Ts lr|=1 
PES oi Série divergente S'est non définie. 


de 
1 
| Exemple 5 | Déterminons si la série géométrique > > est convergente ou diver- 
i=1 


gente et calculons, si c’est possible, la somme S de cette série. 


6) pu 


1 
= = —, donc r = — 
a, Ô 2»+1/\ 7] 2 
2n 
dés Puisque r = > |r| < 1, donc cette série est convergente. (théorème 6.13) 
b 
S = L D'où Le Z = ] (are = ar=}) 
1-7 — 2 Te L 2 
2 
D OUMUURX Calculons la somme S de la série géométrique suivante: 
5 10 , 20 40 | 80 160 , 
3 9 27 81 243 
(5) 
a - S 
ETES (= ne 
a, 5 Sd \S 3 3 
Le - “A Puisque r — = |r| < 1, donc cette série est convergente. (théorème 6.13) 
S = £ S=5 ED ESOReSn EE ee = 3 (ura=ser= À 
1 NCIS 1 -(2) 
3 


d'où S = 3 


SONIA Soit les séries D 3(4)'et D 5(-2y. 
i=1 k=1 


a) Vérifions si ces séries sont géométriques ; puis, le cas échéant, déterminons 
si elles sont convergentes ou divergentes. 
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(w 


b) 


342 


Ce Ce mu Co” 


a, 34) a, 5(-2)' 


+00 : LES 


d'où © 3(4)'est une série géométrique où r = 4. : d’où D, 5(-2Y est une série géométrique où r = -2. 
i=1 : k=1 


Puisque r = 4, r = 1, donc la série diverge. Puisque r — -2, r < -1, donc la série diverge. 
De plus, > 3(4) = to, (cara=12,a>0,r>1) De plus, > 5(-2}f est non définie. (Cannet) 


i=1 Û Fil 
Par contre, même si ces séries divergent, il est possible d’évaluer la somme d’un nombre fini de termes 
de ces séries en utilisant la formule trouvée pour S. 


Calculons les sommes des 6 premiers termes et des 9 premiers termes de ces séries. 
12(1 — 4$ = -10(1 — (-2ÿ 
5, = 207 - 16 380 (2 D) 5, = A = 10 (.-#=0 1 
Ë 1 — 4 sx Je 1 — (-2) 17 
10 5 5 __ [99 
Gene  — IR C2) = -1710 
‘ 1 — 4 HAS 1 — (-2) 


HOUUCES Transformons le nombre périodique 0,37 sous la forme 
rationnelle. 


DRE TS 
= 0,37 + 0,0037 + 0,000 037 + … 
= 37(10) 2 + 37(10)-4 + 37(10)-6 + … + 37(10) 2" + … 
CR Ut 
o, 37(10) 2" 


de raison r = 1072, où a = 0,37. 


Puisque — 1072, cette série est une série géométrique 


Puisque r = 107?, |r| < 1, donc la série est convergente. Ainsi, 


| & | 
_ 100 
“ 0,37 = 0,37 7 = = 37 
l—y (1-10?) (a) 99 
100 
d’où 0,37 = = 
99 


UNE Nous laissons tomber une balle, sans vitesse initiale, d’une 
hauteur de 3 mètres au-dessus d’un sol horizontal. À chaque 


4 
rebond, elle atteint les 7 de la hauteur précédente. 


a) Exprimons théoriquement, à l’aide d’une série, la distance totale D parcourue 
par cette balle et calculons cette distance théorique. 
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ee 
à À 
V 


RE NÉ Ce 
D 3+Ho+10)+É60)+4É0)+. 


dE 3m 
1% rebond 2° rebond . 
2 1* e 
= 3 +2 É) (are F) (2) 2 É) (3) + … rebond rebond 


sep (f (fe) 


re ; . 
Série géométrique où a = 1 et r = 7 


24 0] 
. =. a (car |r| < 1) 
7 
=3+#{jeu 
7 \3 


d’où D = 11 mètres. 


b) Déterminons le nombre minimum de rebonds nécessaires pour que la balle 
parcoure au moins 10,9 mètres. 


Il s’agit de déterminer la plus petite valeur entière de n telle que 


CONNUE 
26 6 en 


(=) 
5 à ai =r) 7 


Tr ler = 4 = 12) (théorème 6.12) 
7 
4\" IS 
==) = — | = 
() He Ga 
g--2 
7 8 
Fin () = (ai) (car e est TE 
7 fonction croissante) 


8 
In UE | 
a (n()<o) 
NE — carin|—=) <0 
7 
d’où le nombre minimum de rebonds est 8. 
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Critère du terme général 


+00 


THÉORÈME 6.14 Soit une série Ÿ a, où a, € IR. 
= 
Critère du terme = 
général 1) Si D converge, alors lim a, = 0. 


= n—+0 


2) Si lim a, # 0, alors > a, diverge. 


n—+0 = 


+00 


PREUVE 1) Si > a; converge, alors lim S, = $. (par définition de la convergence d’une série) 
= n—+0 

Or GC AE ue LE NT a ou ne) 
= S, _ S, (par définition de S, et de S,_) 

Ainsi, lim a, = lim (S —S,_) 

n— +00 n—+0 
= LS lim se 
n—+c n—+0 

= S—S$S (ar im ss) 
= 0 


d'où lim a = 0 


n—+c 


2) Si lim a, Æ 0, alors >» a. diverge. (contraposition de 1)) 


n—+00 HT] 


n—+c 


Remarque La condition (lim dé 0) est nécessaire, mais non suffisante, pour 


qu’une série converge, ce qui signifie que 


Critère du terme général 1) si lim a, À 0, alors la série diverge ; 


+00 


ü) si lim a, = 0, alors nous ne pouvons rien conclure sur la convergence ou la 


n—+c 


divergence de la série. 


Nous devons alors utiliser un autre critère de convergence. 


+00 


Exemple 1 
1 1 1! 


: De 1 
lim a =0et a) Soit la série harmonique > -=l+ > 3 Rd 
n—+cs =] l n 


+00 


D a, diverge 


nel = 3 
i=1 Nous avons lim — — 0 et nous savons que cette série est divergente. 
n—+o fl Ste 
(théorème 6.10) 


_ 

; a 1 

lim b,=0et b) Soit la série géométrique > 5 = 5 
i=1 


+00 


» b, converge 


i=1 


nl ee 
Nous avons lim — — ( et nous savons que cette série est convergente, Car Fr — 


n—+00 


= Dli= 


(théorème 6.13, où |r| < 1) 
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Critère du terme général SOUMUPA Déterminons, à l’aide du critère du terme général, si les séries 
suivantes divergent ou si nous ne pouvons rien conclure sur la 
convergence ou la divergence des séries. 


2i 
a 
) 2 3i +4 
Calculons lim : 
n— +0 3n Lu 4 
, 2n : 2n : 2 2 
MD a a DT LT a 
n— +09 n n—+00 ” (3 de 4) n—+0 G D 1) 
n n 
li . = Puisque lim 2 Æ 0, la série S Ai diverge (théorème 6.14) 
IM >———=— 9 : ù 
nrte 3n + 4 a q n—+0 3n + 4 i=l j 4 : 


= 
b sr 
DE 


Calculons lim _ 


n—+o fl 
: 1 
lim —=0 
n—+cs nm 


: … : 
Puisque lim — — 0, nous ne pouvons rien conclure sur la convergence ou la 
n—+o fl 


divergence de la série. Cette série sera étudiée à l’exemple 2 de la section 6.3 


(voir page 350). 


EXERCICES 6.2 


1. Pour chacune des séries suivantes, trouver une . 1 + 1 + 1 + 1 

expression pour S, et évaluer lim S°; déterminer 100 101 102 103 

si la suite {S,} converge ou diverge et donner, si d) S + 

c’est possible, la somme de la série. à Too 4 
+00 1 +00 1 

a — b a : | 

) 2 10 ) D AT 3. En utilisant les résultats suivants: 

de ee. Si RS CL STE 

DE d) © (-LD 2 62 ñ n2 et 2er 
k=1 j=l n— n= 


déterminer si les séries suivantes convergent (C) 


RASE RO OO ou divergent (D) et donner, si c’est possible, leur 


e 1 1 somme. 
Di. 
ik +] k+72 on | (-1y+! | 
c re ! | a) D por b) >» 
2. Démontrer que les séries suivantes divergent en 2 \ ñ 4 Sn! 


les exprimant en fonction de la série harmonique. 


+es S | S i-n 
5 _ d 
a) > : L 2 Ua > Ua 
n=l 
1 1 1 1 = 5 ss 2(-1)"*! 
D) — +—+—+— +... Eu 2 _— 
) 700 * 200 * 300 * 400 2, 2 n 
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4. a) Soit la série arithmétique de premier terme 


a = -29 et de raison d = 4. 

1)  Expliciter les cinq premiers termes de la 
série. 

ïi) Déterminer a... 

ii) Calculer S.. 

iv) Déterminer n tel que S, — 51. 


b 


= 


Soit la série arithmétique telle que a,, = 15 

et S,, = 260. 

1) Déterminer le premier terme a et la 
raison d de cette série. 

ii) Calculer S,,. 

ii) Déterminer le plus petit nombre de termes 
tel que S' est négative et calculer cette 
somme. 


5. Donner les quatre premiers termes des séries 


géométriques suivantes, ainsi que le terme 
général, et exprimer ces séries en utilisant le 
symbole de sommation. 


D a=2er=à ba=2etr= À 


c)a=letr =-1 d)a—=-letr = -x 


3 


36 
e) Le troisième terme est — et r = — 
) 25 5 


. Déterminer si les séries suivantes sont des séries 
géométriques ; si oui, donner la valeur de a et 
la valeur de r. 


die LE 
2 4 8 16 32 


ie PRE Den 


3 9 27 80 
c) 1 —4 +16 — 64 + 256 — 1024 + 
d\5+10+5+10+5 +... 


d - Ÿ ..%. À ,i 
4 SV 


D x-x+x 
a i 
9 26 


9 
h) 

2,10 

7 2445 


k=2 (@s) 


. X 2! 
Bien 


n=l 


e) 


i) 
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7. Pour chacune des séries géométriques suivantes, 


10. 


11. 


déterminer la valeur de a et la valeur de r, déter- 
miner si elle converge ou diverge et donner, si 
c’est possible, la somme de la série. 


> »>(7 
)2F) > 
DIE 


Po 


. Transformer les nombres périodiques suivants 


sous la forme rationnelle. 


a) 0,9 b) 5,427 c) 0,183 + 0,060 


. Calculer la somme des séries suivantes. 


DÉCIDE 
o £(=) 


Calculer les sommes partielles et, si c’est 
possible, les sommes des séries géométriques 


suivantes. 
20 +00 
ii) > 2 ïü) D 


a) i) D 2: 
= /-101Y /-101Y 101 
LE 2) ù > 60) in © (0) 


j 32 64 128 16 384 
c) j 2 Se +... + 
9 27 81 243 531 441 
ü) 16 32 64 128 
9 27 81 243 
d) à) 15 + 3 5 : 5 (-640) 
8 4 6 9 19 683 
ne 9. 5 + 5 
8 4 6 9 


Déterminer pour quelles valeurs de x les séries 
géométriques suivantes convergent et déterminer 
pour ces valeurs de x la somme S de ces séries 
en fonction de x. 


De D YO CxY oc) S ( J 


n=0 n=0 n= 


d) 1x Ex xt, 


12. Déterminer, à l’aide du critère du terme général, 
si les séries suivantes divergent ou si nous ne 
pouvons rien conclure sur la convergence ou la 
divergence de la série. 


 3n+4 = 1 
DZ (+) 
©) Des 


n=l 


d1+1+1 + 
2 6 24 120 


+ ; + —— + 
105 205 305 405 

5 + 7 i. 9 + 11 
n2 In3 In4 Ins5 


f) 


13. Une balle est lâchée du haut de la tour de Pise, 
Le ra d’une hauteur de 56 mètres, sans vitesse initiale. 


À chaque rebond, elle atteint les : de la hauteur 
précédente. 


a) Exprimer h,, la hauteur (en mètres) atteinte 
par la balle après son n° rebond, en fonction 
de n et de sa hauteur initiale. 


b) Quelle est la hauteur atteinte par la balle au 
5° rebond ? 


c) À partir de quel rebond la balle remonte-t-elle 
à une hauteur inférieure à 150 centimètres. 


d) Calculer théoriquement la distance totale D 
parcourue par cette balle. 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra déterminer, à l’aide d’un critère 
approprié, si une série à termes positifs converge ou diverge. 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 
+ d’utiliser le critère de l’intégrale; 


+ d’utiliser le critère de la série de Riemann (série-p) ; 


+ d’utiliser le critère des polynômes ; 


+ d’utiliser le critère de d’Alembert (critère du rapport) ; 
+ d’utiliser le critère de Cauchy (critère de la racine n°) ; 


* d'utiliser le critère de comparaison; 


* d’utiliser le critère de comparaison à l’aide d’une limite. 


14. Achille pourchasse une tortue se trouvant à une 
distance de 1 kilomètre ; il court 100 fois plus 
vite que la tortue. Pendant qu’Achille parcourt 
les 1000 mètres le séparant de la tortue, celle-ci 
franchit donc 10 mètres ; pendant qu’il parcourt 
ces 10 mètres, la tortue franchit 0,1 mètre, et 
ainsi de suite. Achille ne rejoindra jamais la 
tortue puisque, au moment où il atteint l’endroit 
où était la tortue, celle-ci s’est de nouveau 
déplacée (paradoxe de Zénon). 


a) Résoudre ce paradoxe en évaluant, à l’aide 
de séries, les distances d, et d, parcourues par 
chacun. 


b) Déterminer le nombre de mètres parcourus 
par la tortue avant qu’Achille ne la rejoigne. 


c) Si Achille court à une vitesse de 15 kilo- 
mètres à l’heure, déterminer le temps qu’il 
prendra pour rejoindre la tortue. 


15. a) Au début de chaque année, Julie dépose 
EN 1200 $ dans un compte dont le taux 
© d'intérêt nominal est de 1,5 %, capitalisé 
annuellement. Déterminer le montant V 
accumulé à la fin de la 


i) 7° année; 
ii) 14° année. 


b 


Lez 


Déterminer le montant M à déposer au début 
de chaque année dans un compte dont le 
taux d’intérêt nominal est de 2 %, capitalisé 
annuellement pour obtenir un montant de 

25 000$ après 10 ans. 
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Aire = 4, 
Aire = 4, 


y = f(x) 


Aire = a, 


225 . n 


> as | FQ) dx 
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+00 
> de où ae 0 


k=1 


THÉORÈME 6.15 


Critère de l'intégrale 


PREUVE 


Nous étudierons dans cette section des séries autres que des séries harmoniques, 
arithmétiques et géométriques. Même s’il n’est pas toujours possible d’évaluer la 
somme d’une série, nous établirons des critères de convergence permettant de 

+oo 
déterminer si des séries à termes positifs, c’est-à-dire des séries > a, où a > 0, 


k=1 
convergent ou divergent. 


Critère de l'intégrale 


+00 


Soit > a,, où a, > 0, et j, une fonction positive, continue et décroissante 
= 


sur [1, +, telle que f(k) = a, pour tout k = 1. 
+0 +00 


1) Si f(x) dx converge, alors > a, converge. 
1 


k=1 


+0 +00 
2) Si [ f(x) dx diverse, alors > a, diverge. 
1 


k=1 


+0 + 
1) Si | f(x) dx converge, alors Î f@) dx = A. 


1 1 


Nous avons 
S, Ru; <F a, SF a, Te po JP a, (définition 6.8) 
CO) )O) ot) (car f(k) = a, 


a, + Lf2)0) + fG)D +. + D] 


: (voir le graphique 
Æ 
= Lu Î si (x) dx ci-contre) 


Aire = f(2)(1) 
Aire =f(3)1) Y =f(Xx) 


Aire = f(n)(1) 


ee 
ED, a [ fQ@) dx 
1 
= a, + À (er | f@) dx = 4) 
1 


Ainsi, la suite {S } est bornée supérieurement. 


De plus, puisque S , —=S +a 


He 


S > S. (car a 


er À 


> 0) 


n+l 


Ainsi, la suite {S } est croissante. 


Donc, par le théorème 6.5, la suite {S°} est convergente, 
+00 

d’où ” a, converge. (définition 6.9) 
= 
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+oo +00 
2) Si | f(x) dx diverge, alors | f(x) dx = +00, 


1 1 


Nous avons 


CU an en Ge ace 
DEC) TO) EE CU) (car f&) = a) 
= ND CD ICE ECO 


É (voir le graphique ; 
= y 
= [ FC dx ci-contre) 7 


Aire = f(1X1) 
Aire =f(2)1) y=f@) 


n 


Alors Hs = lun IN IOEEE 
n—+0 nt J; 


Aire = f(nX(1) 


ainsi {S,} est une suite divergente, 


+00 
d’où >» a, diverge. (définition 6.9) 


k=1 


D 1 
SOUUCRE Démontrons que la série harmonique > 7 diverge à l’aide du 
k=1 


critère de l’intégrale. 


: 1 : :. ; 
Série harmonique Soit f(x) = — sur [1, +. Cette fonction est positive et continue sur [1, +, et 
x 


Critère de l’intégrale puisque f(x) = <0,VxE ]1, +[, alors elle est décroissante sur [1, +. 
2 
+00 
Calculons l'intégrale impropre | fQ) dx. 
1 


+oo 1 M 1 M 
| —dx=tim | =d= lim mfx|| = lim (nM-—In1) = + 
1 X M—+ 1 M—+ 


X M=+ 1 


+co +00 
1 1e 
Donc [ — dx diverge, d’où > k diverge. (théorème 6.15) 
1 À k=1 


Remarque Lorsque le critère de l'intégrale nous permet de conclure qu’une série 
est convergente, nous ne connaissons pas la valeur exacte de la somme. Cependant, 
le corollaire suivant nous permet de déterminer un intervalle [b, c] tel que 


+0 


COROLLAIRE Soit > a,, où a, > 0, et j, une fonction positive, continue et décroissante sur [1, +1, 
k=1 

du critère de telle que f(x) = a, pour toutk = I. 

l'intégrale 


+0 +00 + 
si | f(x) dx converge, alors a, = > ê, Æ (a Se [ f@) ds) 
1 ë=i 


1 
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4 


PREUVE Dans la preuve du critère de l'intégrale, nous avions l'inégalité suivante : 


= (a + [ro ax) 


De plus, HS, (HS = ur eu) 


n 


Ainsi D = S. = (a a | f@) ax) 
1 


donc lim a = lim a, = lim (a + [ f@) ds) 
il 


n—+00 ES D) n—+0e 


+oo + n +00 
d’où a, = >» a, = (a a f@) ds) (er lim n= > a) 


_ n— +0 


1 


Si 
DOUUEPA Soit la série d E 
k=1 


+00 


Critère de l'intégrale a) Déterminons si à E converge ou diverge à l’aide du critère de l’intégrale. 


350 


k=1 


Soit f(x) = — ; Sur [1, +o[. Cette fonction est positive et continue sur [1, +cl, et 


puisque f” 0 < <0,VxEe ]1, +, alors elle est décroissante sur [1, +. 


Calculons l’intégrale impropre I fQ@) dx. 
1 


+oo 1 M : 
| _ dx = lim dx = lim 
1 


(M = +c) 


+00 +oe 
1 
Donc, [ 2 — dx converge, d’où > E converge. 
1 


b) Déterminons à l’aide du corollaire les valeurs de b et de c telles que 


a, = > a, = (a Tr [ f@ ax) Où f{k) = a, (corollaire du critère de 


l'intégrale) 
a al 
125 ef | sd) (car a, = 1) 
1 


= N = 
1 = = Æ(l + il) (ex | Las = 1 (ira) 
1 X 
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© 


(@) c) Évaluons 51 — à l’aide de Maple. 


k=1 


Somme d’Euler D = = sum Ê k=1 =} 


1707-1783 k=1 


2 
Cette valeur est comprise entre 1 et 2 ; en effet, _ = 1,6449... 


Nous pouvons également utiliser le critère de l’intégrale pour déterminer la conver- 


+00 


gence ou la divergence d’une série de la forme > a,, en évaluant [ fG@) dx, où 
k=n n 


JX = a,pourtoutk = n. 


+00 
Critère de l'intégrale SOUUKE Déterminons si » —— converge ou diverge, à l’aide du 
k=4 mi 
critère de l’intégrale. 


Soit f(x) = =" sur [4, +eof 
F— 


: : : SO) 
Cette fonction est positive et continue sur [4, +cl[, et puisque f(x) = == 


< 0, 
(3x — 2} 


Vxe ]|4, +, alors elle est décroissante sur [4, +. 


En calculant | f(x) dx, nous obtenons 
4 


to M 
| un dx = lim ie dx 
4 


Be = À M=+ la 3x? = 2 


= Inf3x7=2|\* 
M—+0 6 4 
je |3M—-2| In Me 
= Jim = 
M—+0 6 6 
(M = +) co 
Donc [ 7m a diverge, d’où Sue 5 ÉVEER 
L 3x2 — = 312 — 


Séries de Riemann (séries-p) 


IL Y A ENVIRON 150 ANS... 


Leonhard Euler (1707-1783) se rend célèbre en déterminant la valeur de la série >= pour 


n° 
P = 2, 4, 6, 8, 10, 12. En 1737, il montre un résultat très surprenant: cette série, pour un p 
donné, est égale au produit infini des facteurs (1 — g?)", où qg prend successivement la valeur 
de tous les nombres premiers. En 1859, à l’Académie de Berlin, Bernhard Riemann présente 
ses recherches dans lesquelles il utilise cette série pour estimer le nombre de nombres premiers 
inférieurs à un nombre donné. L'importance des résultats obtenus fait que la série étudiée par 


Bernhard Riemann Euler est désormais associée au nom de Riemann. 
(1826-1866) 
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DÉFINITION 6.13 Une série de la forme > _ c’est-à-dire 1 + e + z + L +... + _ +, 


k=1 


où p € R, est appelée série de Riemann ou série-p. 


Utilisons le critère de l’intégrale pour démontrer le théorème suivant. 


+00 


THÉORÈME 6.16 Soit une série de Riemann, D = oùpelR. 
k=1 
Série de Riemann _ 
ou série-p 1) Sip = 1, alors > Fm diverge. 
k=1 


2) Sip > 1, alors > = converge. 


k=1 


PREUVE 
7 _ _ a 1 1 
Cas où p = 1 Lorsque p = 1, la série de Riemann s'écrit © = | HZ=HETHET+ FETE 
le DST n 
Ainsi, nous obtenons la série harmonique qui diverge. (théorème 6.10) 
Cas où p = 0 Lorsque p = O, la série de Riemann s'écrit 2 5 = LT HR ee  D'E o6 
: ml ; 
la me hall 
n— +0 n—+> fl n—+c 
el le . 
Puisque lim — Æ 0, la série > = diverge. (critère du terme général, théorème 6.14) 
n—+o fl = 
- : nl ; 
Cas où p < 0 lim a, = lim A lim n? = +co (car (-p) > 0) 
n—+0 n—+> fl n—+c 
; nl Fr hr 
Puisque lim Æ 0, la série > _ diverge. (théorème 6.14) 
n—+co ff = 
Cas où p > 0 Utilisons le critère de l’intégrale avec f(x) = — sur [1, +cel. 
etp#l " 


Cette fonction est positive et continue sur [1, +ce[, et 


<0,VxE ]1, +, alors elle est décroissante sur [1, +. 
x 


puisque f(x) = 
+0 

En calculant [ f(x) dx, nous obtenons 
1 


Le i ar il 
[ : dx = lim Er dx = lim À 
il 


x? Mo+e J, x? MS+e "D + 1 


| 
= 
B 
| 
S 
= 
+ 
= 
er, 


M=+c Dal -p +1 

+00 si 0O<p<Il 
= 1 

ni si p>I1 


| @ 
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+00 


+0 +00 
Si0 <p<l, I — dx diverge, donc D Fe diverge. 
1 X = 


Fe 
Si p>1] 
1 


+0 


— dx converge, donc > = converge. 
x? 


O<p<l 


p>lI 


+00 


k=1 


D'où 1) sip = 1, alors > + diverge; 
k=1 


2) sip > 1, alors > + converge. 
k=1 


SCUUCRSE Déterminons la convergence ou la divergence des séries de Riemann suivantes 


à l’aide du théorème 6.16. 


» | 
a) — : b) 
= ë 


Série de Riemann où p = 2. 


Puisque p > 1, la série converge. 


+0 


c) >= EL *est-à-dire 5 > = (théorème 6.8) : d) 


k=4 k2 
Série de Riemann dont les trois premiers 


termes ont été retranchés, où p = + 


Puisque p > 1, la série converge. 


= 


NV 
Série de Riemann où p = —, car Be 
M DR 
Puisque p < 1, la série diverge. 
1 1 1 1 
% Ar ee Ste — desc 
VEUT \7 Vn 
Série de Riemann dont les quatre premiers termes 
1 Il 1 
ont été retranchés, où p = —, car —= = —. 
TUE 


Puisque p < 1, la série diverge. 


Critère des polynômes 


Nous acceptons le théorème suivant sans démonstration. 


+00 


THÉORÈME 6.17 Soit la série > a,oùa,>Oeta, = D P(R) et Q(k) étant deux polynômes 
Critère des de degrés respectifs p et q, et soit d = (q — p). 
polynômes 


+00 


1) Sid= 1, alors > a, diverge. 


k=1 


2) Sid > 1, alors ÿ a, converge. 
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Critère des polynômes HOUURE Déterminons, à l’aide du critère des polynômes, si les séries 
suivantes convergent ou divergent. 
+oo 
Ê=S 
a) 
2 He 47 À 


En calculant d, nous obtenons d = 2 —-1=1I. 


n — 3 


nm +7 


de 
Puisque d = 1, ainsi > diverge. 
n=4 


+00 


D) D er 


n=l 


En calculant d, nous obtenons d = (3 — 1) — 2. 


n 


Puisque d > 1, ainsi > 


n=l 


converge. 
1 on | 


Critère de d'Alembert (critère du rapport) 


IL Y A ENVIRON 250 ANS... 


À son époque, Jean Le Rond d’Alembert participe activement au mouvement intellectuel 
voulant rendre les connaissances accessibles à tous, mouvement qui s’actualisera avec la 
Révolution américaine et la Révolution française. Vers les années 1760, dans ses Opuscules 
mathématiques, il énonce le critère de convergence, connu aujourd’hui sous le nom de critère 
de d’Alembert. Il est ainsi le précurseur de Cauchy, car, contrairement à Euler et aux mathé- 
maticiens de son époque, il conçoit la dérivée d’une fonction comme étant la limite du quotient 
Jean Le Rond d'Alembert de la variation de la fonction et de la variation de la variable. 


(1717-1783) 
Nous acceptons le théorème suivant sans démonstration. 
se a 
THÉOREME 6.18 Soit la série ; a, où a, 7 0,etR = lim "7, si la limite existe ou est infinie. 
n—+0 a, 
Critère de se 
d'Alembert ou 1) SiR < 1, alors > a, converge. 


critère du rapport Ta 


2) SiR > 1 ou si R = +=, alors » a, diverge. 


k=1 
Par contre, si R = 1, alors nous ne pouvons rien conclure. 


Critère de d’Alembert DOUURE Déterminons, à l’aide du critère de d’Alembert, si les séries 
suivantes convergent ou divergent. 


DD pus 


a, : + 1)! 
Calculons À, où R = lim = = Jim Ge : D 
N—+0 € N—+0 
É 
n! 


Ti De 
+ (n + 1)! 
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na +1)! = (n + Ln! 


b) 


X—+0 2x s : X—+0 à 


=> 


c) 


= lim (en simplifiant) 
n—+o + 1 P 


= 0 


Puisque R = 0, À < 1, ainsi > 2 converge. 
k=1 À: 


D 3i+2 
a 2 Sp Îl 
3U+1)+2 | 
a — 
Calculons R, où R = lim —— = lim 2n+1)+1 
N—+0 a, Nn—+00 3n+2 | 
om il 
. a ee 1 
lim 
n>+e \2n + 3 3n +2 
3(2n + 1) 


m (eu simplifiant, ind. = 
nste (2n + 3) Dee 


it 
Puisque R = 3, R > 1, ainsi D noi diverge. 
— n 
> We A 

n +l | 
| CE Canet 

Calculons R, où R — Jim PAST Jim 7 

Ê = j 


(n + 1) (rm — 4) 


= Ji 
n—+c [mn F 1} re. A]n 
= Jim n + n — 4n — 4 (na.2=) 
nte 9 + 27 — 3n “ 
(ue 
É Due 
= lim 
| ( in = 3 
n nn 
( Dates si 
n nn On) /» 
= lim - IACant ) 
N—+00 LA 
etes s 
n nn 


Puisque À = 1, nous ne pouvons rien conclure sur la convergence ou 
la divergence de cette série en utilisant le critère de d’Alembert. 


Par contre, en utilisant le critère des polynômes, nous avons p = 1 et qg = 2, 


donc d = 2 — 1 = 1. Puisque d = 1, alors >» diverge. 
n=l 


n 
n — 4 
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Le critère de d’Alembert nous permet souvent de déterminer la convergence ou la 
divergence d’une série lorsque le terme général de la série contient une expression 
de la forme n! ou a”. 


Critère de Cauchy (critère de la racine n°) 


IL Y A ENVIRON 200 ANS... 


Augustin-Louis Cauchy à fait une erreur en répondant à la question: une somme infinie 
de termes à valeurs numériques a-t-elle une valeur finie déterminée ? Cependant, dès 1820, 
nous lui devons la mise en ordre des idées relatives à la convergence des séries. Avant lui, des 
mathématiciens d’aussi grande envergure qu’Euler et Joseph Fourier (1768-1830) se préoc- 
cupent relativement peu de ces questions. Il leur suffit de déterminer le processus de construc- 

k tion des séries qu’ils manipulent habituellement pour se sentir suffisamment sûrs d’eux pour 
Augustin-Louis Cauchy les utiliser par la suite dans des raisonnements. 


(1789-1857) 
Nous acceptons le théorème suivant sans démonstration. 
— 
THÉORÈME 6.19 Soit la série > a, où a, > 0,etR = lim Va si la limite existe ou est infinie. 
re n—+o 
Critère de Cauchy . 
ou critère de la , 
racine n° 1) SiR < 1, alors > a, converge. 
k=1 
ds 
2) SiR > lousiR = +, alors D) a, diverge. 
k=1 
Par contre, si R = 1, alors nous ne pouvons rien conclure. 
Critère de Cauchy OUVRE Déterminons, à l’aide du critère de Cauchy, si les séries suivantes 
convergent ou divergent. 
= 
1 
a) 
2 (nn) 


Calculons R, où R = lim Va. 


Il 
CE 
TE 
HE 
ENT 
— 
æ) 
= | 
SE 
$ 
sl 


n— +0 In n 
= 0 
| 
Puisque R = 0, À < |, alors converge. 
Ce EE 
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(w 


b) S (3n 2 5° 


n=l n 


20 0 PPS 
Calculons R, où R = lim Va, = Jim JET 
: ; À + “| 
nu (Ur 
5 
Sr F 5 ;) 
n—+o n 


5 
_. É n 2 
n—+ n 


=5 (eur lim Ê F à - 3= ù 
n—+ce n 


Puisque R = 5, R > 1, alors > =. diverge. 
n 


n=l 


Le critère de Cauchy nous permet souvent de déterminer la convergence ou la 
divergence d’une série lorsque le terme général de la série contient une expression 
de la forme (f{n)). 


Critère de comparaison 


Pour utiliser efficacement le critère de comparaison, il faut comparer la série 
donnée à une autre série dont on connaît la convergence ou la divergence. 


Nous acceptons le théorème suivant sans démonstration. 


+00 +00 
0<a,=<c, Remarque Si > c, diverge, alors nous ne pouvons rien conclure sur a, et 
k=1 k=1 
+00 +00 
a,=d,>0 si D d, converge, alors nous ne pouvons rien conclure sur >> a. 
k=1 k=1 
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Critère de comparaison OUURE Déterminons, si c’est possible, à l’aide du critère de comparaison, 
si les séries à termes positifs suivantes convergent ou divergent. 
+00 
dl 
a) 
» 4 + 3 


k=1 


: 7 7 
Puisque 4! + 3 =4!,VKkZ 1, nous avons E—, 
ASS 
+00 
et puisque >» — Converse série géométrique, où -1 < r < 1, car r = 5 
puisq 21 4 £e, série g que, : 7 
+00 
7 
alors ———, Converge. 
> 4 +3 8 
+00 
1 
b) ——— 
2 VA — 2 
1 1 
Puisque Vn-2=<Vn,Vn=S5, nous avons —— > —, 
Vn-2 Vn 
+00 
: 18e: : ; 1 
et puisque » —— diverge, (sére de Riemann, où p < 1, car p = _ 
n=S n 


= 1 
alors ———— diverge. 
D Vn — 2 : 


n=S5 


à D 3 ue 


di 1. 
: 3 +sinj _ 4 
Puisque 0 = us"! Se (car-1 <sinj = 1) 
j! j! 
+c +co 
et puisque | — = 4 > —— converge, (voir l’exemple 1 a), page 354) 
ai ni 


D 3+sin 
alors D = converge. 
J' 


JA 


+00 


Arc tan n 
DD 
n=l n 
: TT Arctann _T 
Puisque 0 = Arctan=<—,Vn= 1, nous avons —— = —, 
D n n 
ST TR 
et puisque > n = 2 > — diverge, (série harmonique) 
n 


n=l1 n=1 


alors on ne peut rien conclure sur la convergence ou la divergence 


#7 Arctann 
F5 EE 


n=l1 


Dans l'exemple 1 d) précédent, nous constatons qu'il est parfois difficile de trouver 
une série pour laquelle le critère de comparaison s’applique. 


Dans de telles situations, le critère suivant, que nous acceptons sans démonstration, 
peut s'avérer utile. 
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Critère de comparaison à l'aide d'une limite 


+00 


THÉORÈME 6.21 Soit la série Y a,, où a, > 0 et la série > boue 0 
k=1 k=1 
Critère de 


comparaison CR Rs : = 
à El d’une limite Soit L = lim ne si la limite existe, où 0 < L < +ce, 
n—+0 


+00 +00 
1) Si » b, converge, alors > a, converge. 


k=1 k=1 


2) Si > b, diverge, alors >] a, diverge. 


k=1 k=1 


Pour utiliser efficacement le critère de comparaison à l’aide d’une limite, il faut trou- 
ver une autre série dont le terme général est analogue et dont on connaît la conver- 
gence ou la divergence. 


Critère de comparaison SOUS Utilisons le critère de comparaison à l’aide d’une limite pour 
à l’aide d’une limite = 4 
5 : _ rctann 4; 1 22 
déterminer si la série ” Re e exemple 1 d) précédent 
n=l n 


converge ou diverge. 


: 1 
Soit b, = —. 
n 
Le tan 2| 
= : n ; T 
Calculons Z, où L = lim = Jim Arctann = — 
n—+c fl n—+0 À 
n 
+00 
Puisque 0 < L < + et que D — diverge, (série harmonique) 
n=l 
D Arctann 
alors > —— diverge. 
n=l n 
Critère de comparaison | Exemple 2 | Déterminons, en utilisant le critère de comparaison à l’aide d’une 
à l’aide d’une limite limite, si les séries suivantes convergent ou divergent. 
DS 2Vk+7 
: ÉNRRRES 
— tool 


= VK = 2e Calculons Z, où L = lim 
L le LR ie C5 | 
3 
ke? 
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lim 
Este k2 + 2k +1 


e(2+1) 
k2 


ny e(i er 1) 
k k 


on 
k2 


k=+0 ( + 2 " 2 
k ke 


(a =- I(é) _. 


k— +0 


(£ = ],cark # o) 
ke 


+00 


Puisque 0 < L < + et que > —; converge (série-p, où p > 1), 
k=1 2 


S 2VE+7 
alors —-——— converge. 
2 + 1e SEE 


. Calculons Z, où L = lim 


1 L G 0 
SOLb Dr Jim eù ( | 
k 


théorème 6.1, ind. ‘ 


IE 


| 4 
= 4 Jim cos A 
X—3+00 VX 
= À fear lim cos ee = ù 


Puisque 0 < L < +c et que D Je diverge (série-p, où p < 1), 
k=1 X 


CE 
alors sin | —- | diverge. 
2 ( 


Il est parfois difficile de choisir un critère adéquat pour déterminer la convergence 

ou la divergence d’une série. Le tableau suivant présente une démarche possible pour 
déterminer la convergence ou la divergence d’une série à termes positifs. Dans le cas 
où le critère choisi ne permet pas de tirer une conclusion, il faut utiliser un autre critère. 
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1) Utiliser le critère du terme général: 


Eee . 
si lim a, # 0, alors Y a, diverge; : si lim a, — O0, alors on ne peut rien conclure. 


n— + = n—+0 
n=1 


2) Vérifier si c’est une série ” 
a) de Riemann (série de la forme > … : 
k? 


k=1 
Si. 2. SI 
sip = 1, alors > mn diverge ; : _sip - lalors D w converge. 
k=1 Ë k=1 
b) dont le terme général est un quotient de polynômes, où p = degré du numérateur, 
q = degré du dénominateur et d = (q — p): 
Sid = alors a, diverge; : sid> 1, alors > a, converge. 


k=1 : k=1 


+0 
c) géométrique (série de la forme D ari= | : 
i=1 
+00 
si|r| = 1, alors Ÿ ar'-! diverge. 


i=1 


+00 
SES alors © ar'- ! converge et S = 
i=l 


3) Dans le cas où aucun des critères précédents ne s’applique. 


+00 
a) Si le terme général est facile à intégrer, utiliser le critère de l’intégrale (série de la forme | a 
k=1 


Soit j, une fonction positive, continue et décroissante sur [1, +, f(k) = a, pour tout k Z 1. 


+00 400 : oo 400 
Si f(x) dx converge, alors D a, converge. Si fQ@) dx diverge, alors > a, diverge. 
1 k=1 : il Kk=1 


b) Si le terme général contient des expressions de la forme n! ou a”, utiliser le critère de d’Alembert, 


sn 


où R = lim , Si la limite existe ou est infinie. 


n—+0c [41 
n 


Si À = 1, alors nous ne 


+00 
Si R < 1, alors > a, converge. : 
pouvons rien conclure. 


k=1 


SR | | 


+ 
alors > a, diverge. : 
ou R = +c k 8 : 


= 
c) Si le terme général contient des expressions de la forme ( f{n))", utiliser le critère de Cauchy, 
où À = lim V7 si la limite existe ou est infinie. 


n—+c 


Si R = 1, alors nous ne 


+o : 
alors > a, diverge. : : 
pouvons rien conclure. 


k=1 


Ç SiR>1 
SiR < 1, alors Ÿ 
1 alors _ a, COnverge + a 


4) Dans le cas où le terme général est comparable au terme général d’une série dont on connaît 
la convergence ou la divergence, 


a) utiliser le critère de comparaison, où 0 < d, = a, = c: 


+00 +00 É +00 +00 
Si D c, converge, alors D a, converge ; ci > d, diverge, alors > a, diverge. 
k=1 k=1 ë k=1 k=1 


a 
b) utiliser le critère de comparaison à l’aide d’une limite, où L = lim -, et 0 < L < +00: 


n—+c b ; 
n 


+00 +00 : +00 +00 
si > b, converge, alors > a, converge; : Si | b, diverge, alors > a, diverge. 


E=i E=i : = ei 
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EXERCICES 6.3 


1. 


Déterminer, à l’aide du critère de l’intégrale, 

si les séries suivantes convergent ou divergent. 

Pour les séries convergentes, déterminer les 

valeurs de b et de c, du corollaire du critère de 
ie 


l'intégrale, telles que b = > 4 '=c: 


k=i 


Gr aiÿ 

1 2 3 4 
nr ri 
a ee 
3" 8"15 24 
pislitbads 
25 10 17 


. Déterminer si les séries de Riemann suivantes 


convergent ou divergent. 


jp 
VASTE: 
Dire 
8 27 6 


. Déterminer, à l’aide du critère des polynômes, si 


les séries suivantes convergent ou divergent. 


L > 2+3 
3n° + 1 
> (n° + 1} 
Sn + 3n° 
9 D DE + D 


n=3 


joie 
8 27 64 


. Déterminer, à l’aide du critère de d’ Alembert, 


si les séries suivantes convergent ou divergent. 
Dans le cas où le critère de d’Alembert ne nous 
permettrait pas de tirer une conclusion, utiliser un 
autre critère. 


n=l =0 n 

+00 +00 
4" n 
Le De 
+00 si +00 n 
>. 02, 
A! 
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5. Déterminer, à l’aide du critère de Cauchy, si les 


séries suivantes convergent ou divergent. Dans le 
cas où le critère de Cauchy ne nous permettrait pas 
de tirer une conclusion, utiliser un autre critère. 


+00 


. Soit la série > a, oOù0<d,<=a,= c,pour 


k=1 
tout & = 1. Compléter les énoncés par une des 
expressions suivantes : converge ; diverge ; peut 
converger ou peut diverger, ainsi nous ne pouvons 
rien conclure. 


a) Ya =s als Ÿ a 
b) ss c, = +00, als Ÿ a _ 
c) SŸ 4-5, als Ÿ à 
d) s d,= +00, als Ÿ a, 


. Déterminer, à l’aide du critère de comparaison, si 


les séries suivantes convergent ou divergent. 


1 a 5k+4 
b 7 
or A DES 
1 2 2 2 2 
d2+-+-+ + ne 
__ D2titits ts 


n=1l 


. Déterminer, à l’aide du critère de comparaison 


à l’aide d’une limite, si les séries suivantes 
convergent ou divergent. 


| 
DD Ter 


Eu 


n=l 


DD an Di + cos n 


. Déterminer, en indiquant le critère utilisé, si les 


séries suivantes convergent (C) ou divergent (D). 


Sr 
9 Ze 


+00 


Arc tan n 1 e" 
RE SR ESS h a. 
® > nm +1 Den D D Ein 2 
Sn e Vn ns À 4 
niet 5e) o$f 
DD »> m+s 2 : > Er 
i) D Vn j D EN 11. Déterminer si les séries suivantes convergent (C) 
en +s = \/n ou divergent (D). Justifier votre réponse. 
de Va Le 1 1 1 1 1 
e I HE +++ +, 
k) 2 = D) D es Dutetoytixt 15 
n= = Ce + 5 
3 1 4 9 16 25 
: 3 ; s b) e + eÿ e?! ef el La 
10. Déterminer si les séries suivantes convergent (C) 
di t (D). Justifi tre ré ? 
ou divergent (D). Justifier votre réponse " 1 2 . 3 r 4 ” 5 . 
. 3 5 7 9 11 
a) D ke” D2. nd ds 
: es 2° 5 10 17 26 
= 1 
o Ÿ si [E) D D É:2:27,:81,28, 
N pui 4 8 12 16 20 
SO 2n+1 TS | 
€) D —— 5» 1, 8 64 , 125 
V ++ —+ 
LS Fe D927t3 "243 729 


6.4 Séries alternées, convergence absolue 


et convergence conditionnelle 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra déterminer 


si une série alternée converge et également (| I + Je 1 re nl LE CURE 
déterminer si elle converge absolument. 7 ANS n 
Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : ie ( _Î A 11e A) een le el 
* de déterminer si une série alternée converge DNS NT 5 
ou diverge ; 


+ d’évaluer approximativement la somme 
d’une série alternée convergente ; 
+ de déterminer si une série est absolument convergente ou conditionnellement convergente. 


Dans cette section, nous étudierons des séries alternées, c’est-à-dire des séries où 
les termes sont alternativement positifs et négatifs. 


Nous énoncerons d’abord un critère permettant de déterminer si une série alternée 
converge ou diverge, et nous déterminerons ensuite si une série alternée converge 
absolument ou conditionnellement. 
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Séries alternées 


DÉFINITION 6.14 Une série alternée est une série de la forme 


a—a,+a,—a,+.….+(ltia +. c'est-à-dire Ÿ C1}/+1a, où a, > 0 
k=1 
ou de la forme 
+00 
-a +a,—a,+a,—.…+(l'a, +, c'est-à-dire © (-I}'a, où a, > 0 
k=1 


Exemple 1 
D l nl -1)" 
a) Lasérie D Cl) 11 + + Gb 
= i je À) 
Cette série est appelée série harmonique alternée. 
ee _J\i+i tyr+i 
b) La série © EU = L + À L ne lee 
=n À 112 127 13? 14 rm 
une série alternée. 


+ .… est une série alternée. 


Cette série est une série de Riemann alternée où p = 2, à laquelle nous avons 
retranché les dix premiers termes. 


IL Y A ENVIRON 300 ANS... 


En 1703, dans une correspondance avec le mathématicien italien Guido Grandi 
(1671-1742), Gottfried Wilhelm Leibniz présente son critère de convergence pour 


26 2 al PAR 
les séries alternées. IL propose aussi 5 pour la valeur de la somme de la série infinie 


1—1+1—1+...IIest sûr de lui, car on a symboliquement 1 = (1 + x){1 — x + x — x + ..) 


1 : ! : 
et donc Tue = 1— x + x — x +... Dès lors, en posant x = 1, on semble bien avoir 
cu 1—1+1—1 +... Pourtant, cette dernière série ne satisfait pas le critère de conver- 


gence de Leibniz. Comme quoi le symbolisme entraîne parfois le meilleur mathématicien 


Gottfried Wilhelm Leibniz : 2 _1 
(1646-1716) vers des sables mouvants. Grandi en a tiré pour sa part que 0 = 3 


= 1, d’où il peut conclure 


que l’Univers a été créé à partir du néant. 


THÉORÈME 6.22 Soit les séries alternées © (-D'a, et © (-1)* !a,, où a, > 0. 
= F=U 

Critère de la série : _ 

alternée 1) Si lim a, = 0et 

ou 


Ctore de leds 2) si la suite {a,} est décroissante à partir d’un certain indice, 


alors les séries D (l)'a, et » (D'*'a, convergent. 


k=1 sil 
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PREUVE 


Critère du terme 
général 


Nous allons démontrer le théorème dans le cas particulier d’une série alternée de 


+00 
la forme » C1) 'a,, où a, > 0 et où la suite {a,} est décroissante V n € IN*. 
k=1 


Considérons la suite des sommes partielles {S.,} d’un nombre pair de termes 
en regroupant les termes de la façon suivante : 


Son mit) 
RC ml em) 
Dm mA SCC) 


So md) me (a 
BHISAUC CE RU CC D 


il a, 


nous dons (a 4)=0@G a) 0 6@G ra) 0 
CASIO RS SE CS 

donc {5.,} est croissante. 

De plus, $, = [a, — a] <a, (car a, > 0) 


lie rer U (car (a, — a) >Oeta, > 0) 


ll tnt tt nn Te 


.. on [a (a, a) a, a.) “s (a, = da, = ) 5 al “ a 


Donc {5,,} est bornée supérieurement. 


Puisque la suite {5.,} est croissante et bornée supérieurement, alors la suite {S,,} 
converge (théorème 6.5), ainsi lim S,, = S. 


n—+ 


De plus, puisque S = ue 


Ant] 


ms Se lin (sa 
n—+0 n—+00 


2n +1 
sn 


= Jim Du + lim a, (théorème 6.2 a)) 


n—+00 N—+00 


3 i 

= S +0 (car lit 0) 
k=+co 

= S$ 


Comme les suites des sommes partielles paires {S,,} et impaires {S 
gent vers S, nous avons lim S, = S. 


n—+c 


+1} CONvET- 


+00 


D'où la série alternée > (DT "a, converge vers S. 


k=1 
+00 


La preuve pour une série alternée de la forme >» (-1)'a, est analogue. 
k=1 


Remarque Si lim a, # 0, alors la série alternée diverge (théorème 6.14). 


K=+c 


Par contre, si lim a, — 0 et si la suite {a,} n’est pas décroissante à partir d’un certain 
Kk—+c 

indice, alors nous ne pouvons rien conclure sur la convergence ou la divergence de la 

série alternée. 
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Critère de la série alternée | Exemple 2 Déterminons, si c’est possible, à l’aide du critère de la série 
alternée, si les séries suivantes convergent ou divergent. 


M Ne 
a) La série harmonique alternée >| (Es 
k=1 
+ “le 1 
1) Jim 2 = (rome = 


2) La suite pl est décroissante, car en posant f(x) = a où xe [1, +, 
x 


nous obtenons f(x) = . < 0pour x Ee ]I, + 
X 


Le (-1)* +1 
La série harmonique D'où > converge. (théorème 6.22) 
alternée est convergente. k=1 k 
+co 
-1)'(n +4 
b) S GE ) 
n=l n 
47 3 n + 4 
RE dé Le 1) lim 0 
x} +00 $ x +00 1 n— +00 n 


D'où » CORTE) diverge. (théorème 6.14) 
n 


n=1 


: D (-1)"*! (2 + sin n) 


2) 


n= 10 n 
. 2+sinn 
D) Calculons lim ——— 
n—+00 n 
: 1 2+sinn _ 3 , 1 FS 
-1<sinn<l Puisque — = < — et que lim — =0etlim ——=0 
n° rm n 1e note M 
1=<2+sinn<3 : 
. 2+sinn _. a : ; 
lim ar me 0 (théorème 6.3, théorème sandwich pour les suites) 
n—+0 n 
+sinn 


2) Vérifions si | est décroissante à partir d’un certain indice. 


n 


2+sinx . 


En posant f(x) = ee [10, +, nous obtenons 
x 


f'@) = (cos x) x? — 2x(2 + sin x) _ x cos x — (4 + 2 sin x) 
x se 


fest décroissante si f(x) < 0, pour x € ]10, +oof. 


Or, si x = 47, 67, 8m, ..., 2kmr, .…. ,où k€ 2, 3, 4, ..., nous avons 


en = 4 cos 4m — (4 + 2 sin 47) 47 — 4 . 


(4m) (4m) 
F'(6m) = ns > 0, et de façon générale, 
TT 
2k7 — 4 
km) = => 0 
f'Q2kT) CE 
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4 : , 2 < , 
Ainsi, f n’est pas décroissante sur [10, +oel. 3 Der 


FQ) = = 
e 


2+sinn 
Donc, on ne peut conclure que a 
n 0,005 


est décroissante à partir d’un certain indice. 
D'où on ne peut rien conclure sur la convergence ou 


D (-1)*1 (2 + sin n) 


2, 


la divergence de la série 
= n 
n= 10 


Remarque Nous déterminerons la convergence ou la divergence de cette série dans 
l'exemple 4 de la page 370. 


Nous énonçons maintenant un théorème qui nous permet de calculer approxima- 
tivement la somme S d’une série alternée convergente. 


THÉORÈME 6.23 Soit S = >» Chi (ou S = » (-D* a) la somme des termes d’une série 
k=1 = il 

alternée convergente, où a, > 0. 

SG == = 0 = ethme- Dao sl 


n—>+c 


ul 


Ilustrons sur la droite réelle les sommes partielles S', S., S,, ..., d’une série alternée 


+00 
de la forme > (1)*" a,, où {a,} est strictement décroissante pour tout & et 
k=1 


+00 

lim a = 0, où S — -DéTt a. ——— 1 D _D__ |, 
k k f 0 
K= +00 k=1 ' “4, ' 
! à +4, ' 
Dans ce cas, nous avons | ! 7 ! 
, : | _ FA, L E 
1 1 ph), i ' 
— L L L -a ' 1 ' 
IS SI<a, D 
[S—S|< a h $ 15 
2 3 : M Eu à : 

0 S, S SS SE S, IR 

LS Te. See eee SR éN<s es 


Ce théorème signifie qu’en calculant approximativement S à l’aide de S,, où 


n 
—= y +i 
S,= 2 CD''a 
k=1 
l'erreur Ë maximale commise est inférieure ou égale au premier terme non utilisé 


dans la somme partielle, c’est-à-dire E = a, ,, ainsi 
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k+1 


GI 
| Exemple 3 | Soit la série convergente > 2 (voir l’exemple 2 a) 


k=1 
précédent, page 366). 
a) Évaluons approximativement S, la somme de cette série, à l’aide de S "el 
déterminons l’erreur maximale E, commise. 


ee Re Een 
Do D 0. 


S a 


4 5 


donc S, = 0,583 


Ainsi SR SES (théorème 6.23) 
lal <b |S — 0,5831<2 
b<a<b 102 =S 0S23=02 


0,583 — 0,2 = S < 0,583 + 0,2 
donc S = 0,583 + 0,2 
d’où $ = 0,583 et E, < 0,2, c’est-à-dire 0,383 = S = 0,783 
b 


7 


Evaluons approximativement S, la somme de cette série, à l’aide de S,, et 
déterminons l’erreur maximale E, commise. 


Se se ele talents ee 


: = 

D I 2 1 
d SÆ|1 2e SF 4e (PERTE 
te, | Tr e s)e den 


d'où $ = 0,7595 et E, = 0,125, c’est-à-dire 0,634... = S = 0,884... 


: El : : RUE 
Remarque Puisque la suite te est une suite strictement décroissante, 


0,125 < 0,2 l’approximation est meilleure lorsque nous augmentons le nombre de 
termes utilisés. 


c) Déterminons, pour la série précédente, la valeur de n permettant d’évaluer 
approximativement S avec E < 0,05, et évaluons approximativement S. 


nFl>—— Puisque E = a. — 2 il suffit de déterminer n tel que : < 0,05. 
0,05 re tll n + 1 n ne 1 
n>20 — 1 
n > 19 En résolvant l’inéquation précédente, nous obtenons n > 19, donc n = 20 est 
suffisant. 
A 0 
2 3 4 19 20 21 


d’où S Æ 0,6688, c’est-à-dire 0,618... < S < 0,718... 
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Convergence absolue et convergence conditionnelle 


+00 


DÉFINITION 6.15 Une série S a, où a, € IR, est absolument convergente si D |a,| converge. 


k=1 k=1 
ee Ge 
set SOUUERE Déterminons si la série ÿ e est absolument convergente. 
k=1 
+00 +00 1 
Il faut vérifier si > ; — | converge. Puisque SE cn 
k=1 k k=1 LE FR 
qui est une série-p, où p — 2, cette série est convergente, car p > 1. 
LES (- 1) +1 
D'où | e est absolument convergente. 
k=1 
Remarque Pour déterminer si une série est absolument convergente, il suffit d’uti- 
liser un des critères étudiés auparavant pour les séries à termes positifs. 
= 
» + + ; Re 0025 
-2 + ” | Exemple 2 | Déterminons si la série > Et) est absolument convergente. 
2! 3! 4! = ne à 
(-1)' il 2n ol 
| ! 
Soit R = lim = @ +1)! (critère de d’Alembert) 
N— +00 a, n—+c (- 1)" 2n 
n! 
2" Sr I n! 
(tue ID 
: 2) 
= lim = 
n=+e np + 1 
S EU nver 
2 nn ONG 
k=1 
. -] k 2k 
d’où > Cp est absolument convergente. 
i=1 k! 
+00 +00 
THÉORÈME 6.24 Si | |a, | converge, alors > a, converge. 


k=1 é=i 


Ce théorème signifie que toute série absolument convergente est convergente. 


SOUURKE La série S € 


k=1 


: est absolument convergente (voir 


l'exemple 2 précédent), est également convergente. (théorème 6.24) 
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' CD SM 
DOUZE Démontrons que bp CEE est convergente. 


n=10 n 
-1) *1(2 +sinn 3 
Puisque () ( = ) Æ (car (2 + sin n) < 3) 
rm rm 
+00 
et que > -, converge (critère des polynômes, où d=2—-0=2%>1) 
n= 10 n 
: 
-1/ +102 +sinn 
alors > EL} ( 5 ) est convergente (critère de comparaison) 
n=10 n 
+00 5 
se -1y +12 +sinn 
d’où D CRE : ) converge. (théorème 6.24) 


n=10 n 


Le théorème 6.24 s’applique également aux séries dont les termes ne sont pas tous 
positifs. 


+c . 
: sin 7 
Exemple 5 EDS 


n=1 À 
M 
a) Explicitons les premiers termes de > es 
n=1l 
» ne — 0841... + SRE + un Ne = 
Em à 
b) Démontrons que > 4 converge. 
Puisque LUE £ (car|sinn| < 1) 
n 
et que >] - ; converge (série de Riemann, où p = 5) 
. 
alors Y Se converge (critère de comparaison) 
n=il A 
He 
d’où > en converge. (théorème 6.24) 


n=l 


Remarque Une série convergente n’est pas nécessairement absolument conver- 
gente. Si une série converge sans être absolument convergente, alors la série est dite 
conditionnellement convergente. 


DÉFINITION 6.16 Une série > a, est conditionnellement convergente si 


k=1 


+00 
1) à a, converge et 


k=1 


2) > | a, | diverge. 
k=I1 
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: , . © (Il 
ŒOUUERX Déterminons si la série >| ( 


convergente. 


CUS 


n 


converge 
(voir l’exemple 2 a), 


21) 
n 


Din 


est conditionnellement 


n=l 


poor 
(série harmonique) 


3 S [ED 


n=1 


page 366) : 


est conditionnellement convergente. 


Le tableau suivant présente une démarche possible pour déterminer la convergence 
ou la divergence d’une série alternée. 


1) Utiliser le critère du terme général. 

2) Vérifier si c’est une série géométrique ; 
* si oui, utiliser le critère de la série géométrique ; 
* si non, utiliser le critère de la série alternée. 


3) Si le critère de la série alternée ne nous permet pas de conclure, déterminer 
si la série converge absolument. 


EXERCICES 6.4 


1. Parmi les séries suivantes, déterminer celles qui sont 
1) absolument convergentes ; 
ii) convergentes; 


ii) conditionnellement convergentes. 
ED 


De 


k= 
3 (1) +! Gr? + 4) 


b > - 


TC} G+E) 


o > 


n 


Sd (-1Y 
D > où n = 4 


D D 0 


Ke 1 ( 


n=6 


. Déterminer, pour les séries convergentes sui- 
vantes, la valeur de n permettant d’évaluer approxi- 
mativement $ avec le E donné et évaluer 
approximativement S. 


n > 1}+! 


, avec E < 0,001 


ke 
C1} 

d) ÿ COS nT b) De pi avec E < 0,0001 

n= 3n + 1 (0,1) (0,1) (0,1)? (0,1)° 

1 1 1 1 1 c) 0,1 + + . 
e) 1 | 3! 5! 7! 9! 
V2 V3 V4 V5 V6 avec E < 107$ 
-1 2 6 24 120 ss 
+ -1 k+1 T° 

DS T7 125 65 315 4. Sachant que Ÿ ! à =T. 


g) > 27K sin (£) 
k=1 4 


2. Évaluer approximativement la somme S des 
séries convergentes suivantes pour le ñn donné 
et calculer l’erreur £ maximale commise. 


1ÿ+! 
Die _ 


k=1 


n=S5 


6.4 Séries alternées, 


k=1 


a) évaluer approximativement la somme S pour 
la série précédente lorsque n = 9; calculer 
l’erreur E maximale commise et vérifier que 

T? 
see 
12 

b) déterminer la valeur de n permettant d'évaluer 

approximativement S avec E < 0,000 15. 
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6.5 Séries de puissances 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra déterminer les valeurs 


pour lesquelles une série de puissances converge ou diverge. 


ve — VE 
> Cr converge si x € J|-2, 4[ 


Plus précisément, l’étudiant sera en mesure : — 
+ de reconnaître une série de puissances ; et diverge si x = -2 ou x = 4 
+ de déterminer l’intervalle de convergence d’une série 


de puissances ; 


I1= ]-2,4[etr = 3 


* de déterminer le rayon de convergence d’une série r=3 

de puissances ; Fo 
+ de calculer la dérivée d’une série de puissances convergente ; à 1 4 R 
+ de calculer la primitive d’une série de puissances convergente. on. 


DÉFINITION 6.17 


DÉFINITION 6.18 


n 


Un polynôme est une somme finie de termes de la forme ex da} 
k=0 


Lorsque le nombre de termes est infini, nous avons une série de puissances. 


Convergence et divergence de séries de puissances 


Une série de la forme 


ges : 
D cœ-aÿ=c + cx— a) + x — + cx + nn 40 nt M CE 
k=0 


oùc,eR,aeR et x est une variable réelle, est appelée 


série de puissances en (x — à). 


Remarque Dans le cas particulier où x = a, nous considérons que c (x — a) = c,, 
même si (x — a) — 0. Aïnsi, nous obtenons 


Gr URA TOC 


0 


Donc la série est convergente et S = c,. 


En posant a = 0 dans la série de la définition 6.17, nous obtenons la définition suivante. 


Une série de la forme 


+oo 
> CL MORTE AO ue Te CAN Me 
n 
k=0 
où c,e R et x est une variable réelle, est appelée 


série de puissances en x ou série entière. 


Remarque Dans le cas particulier où x = 0, nous considérons que c,x° = c,, même 
six = 0. Ainsi, nous obtenons 


Br OT. PR de 


0 


Donc la série est convergente et S = c.. 
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SOUUERE La série 


a) De D Re 2 ee Co nee 


k=0 
est une série de puissances en (x — 2). 


+00 


D D CD l-x tr +. +CDir +. 


k=0 


est une série de puissances en x, ou série entière. 


Une série de puissances peut converger ou diverger, selon la valeur donnée à la 
variable. 


D OUUPA Déterminons si les séries de puissances suivantes convergent selon la valeur de x. 


+00 


, de , , . R @&—1} 
a) Soit la série de puissances N Le : b) Soit la série Y — 
k=0 : k=1 
, . 1 —— : 
1) En donnant à x la valeur 7 nous obtenons  : 1) En donnant à x la valeur 2, nous obtenons 
+0 fi Te 
DOJ=1+i+htht. ++. Nm ee 
mi” 22 002 2 =) Le 2 3 4 n 
qui est convergente. qui est divergente. (série harmonique) 
série géométrique où |r| = : & | 
11) En donnant à x la valeur 3, nous obtenons 11) En donnant à x la valeur 0, nous obtenons 
S (-1)' tl x 
D'H=1+3+PEIPT ET +. | DOS nn 
=} Feu dé 2 3 4 n 
qui est divergente. qui est convergente. (série harmonique alternée) 


(série géométrique où |r| = 3 > 1) : 


De façon générale, nous voulons déterminer les valeurs de x € R telles que la série 


converge. 

DÉFINITION 6.19 L'ensemble 7 de toutes les valeurs de x pour lesquelles la série de puissances 
> c,(x — a) converge s'appelle l’intervalle de convergence de cette série. 
k=0 


Dans le cas où la série converge seulement pour la valeur x — a, l’intervalle de 


convergence correspondant ne contient qu’une seule valeur et nous notons 1 = {a}. 


Remarque Une série de puissances de la forme 
+ 
. ba c,(x — a) converge pour au moins la valeur x = a; 
k=0 
+oo 
. D c x" converge pour au moins la valeur x = 0. 
k=0 
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+00 


DÉFINITION 6.20 Soit une série de puissances de la forme > Ca), 
k=0 


Le rayon de convergence r est défini comme suit: 
1) Si la série converge seulement pour x = a, alors r = 0. 


2) Si la série converge pour tout x tel que [x — a| < r, et si la série diverge pour : 
tout x tel que |x — a| > r, alors le nombre r est le rayon de convergence. 


3) Si la série converge pour tout x € KR, alors r = +00, 


Pour toute série de puissances, nous avons un des cas suivants. 


1) Elle converge seulement pour x = a. s À 1= {a} r=0 
2) a) Elle converge pour x € ]m, n[ +—— 
et diverge pour x € ]m, n[. a aa I1=lmnl 
m n IR 6 
b) Elle converge pour x € [m1, n[ +—— 
et diverge pour x € [m, nf. à 1=[m,nl 
m n IR É ee nm 
c) Elle converge pour x € ]m, n| PR 2 
et diverge pour x € ]m, n]. a — 1 = ]m,n] 
m n IR L 
d) Elle converge pour x € [m, n] PER 
et diverge pour x € [m, n]. ——— ÿ@#" À + 1 = [m, nl 
m n IR Ê 
3) Elle converge pour tout x € IR. 4 I = ]-®, + r = +0 


Pour déterminer l'intervalle de convergence d’une série de puissances, nous pouvons 
utiliser les théorèmes suivants, que nous acceptons sans démonstration. 


FAT a. à , ne 
THÉORÈME 6.25 Soit la série > u,, où u, # 0, et soit R = lim || 
FE n—+00 u, 
Critère généralisé +oo Fe 
de d'Alembert D) SiR< 1, alors > u, converge absolument, d’où > u, converge. 
= i il 


+00 
2) SiR > lousiR = +, alors » u, diverge. 

k=1 
Par contre, si R = 1, alors nous ne pouvons rien conclure. 


THÉORÈME 6.26 Soit la série © u, et soit R = lim V/|u |. 
Fe] n—+c 
Critère généralisé +o e 
de Cauchy 1) SiR < 1, alors > u, converge absolument, d’où > u, converge. 
= à lil 


2) SiR > 1ousiR = +, alors > u, diverge. 


k=1 
Par contre, si À = 1, alors nous ne pouvons rien conclure. 
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Le k 2 3 x" 
Exemple 3 Soit la série D De a au … D .… 


Intervalle de convergence a) 


Il 
E 


Série 
convergente 


Série Série 
divergente divergente 


b) 


Rayon de convergence 


r= 1] 

<—— 
———#Îñà— dt" ——— 
1 0 Il R 


k=1 


Déterminons son intervalle 7 de convergence. 


Si x — 0, nous obtenons 0 + 0 + 0 +... = 0, donc la série converge. 
Si x Æ 0, appliquons le critère généralisé de d’ Alembert. (théorème 6.25) 
x" Sul 
R= lim || = lim [+2 
n— +00 u n— +00 x 
n+l 
ete x(n + 1) 
m+e | (n +2) 
; dr 
blu É ; 
re 3 72 
_ : DS 
Ho (ftp) 
Donc R = |x|. 


D R<1si/x|< 1, donc la série converge lorsque -1 < x < 1. 


2) R>1si|x| > 1, donc la série diverge lorsque x < -1 ou x > 1. 


Lorsque R = 1, c’est-à-dire |x| = 1, nous ne pouvons rien conclure. 
Nous devons alors étudier le cas où |x| = 1, c’est-à-dire x = -1 ou x = 1. 


: = , Î 2e 
Six — -1, nous obtenons 5 <F A + .., qui est une série convergente. 


(série harmonique alternée et théorème 6.9) 


À 1 1 ee 
Six — 1, nous obtenons 5 cs 3 SF à + .., qui est une série divergente. 


(série harmonique et théorème 6.9) 


Puisque la série converge pour |x| < 1 et pour x = -1, elle converge pour x e [-1, 1[, 


+0 


d’où 1 = [-1, 1[ est l’intervalle de convergence de la série : 
ini) 


Déterminons son rayon r de convergence. 


Méthode 1 
La série converge pour |x| < 1, c’est-à-dire |x — 0| < 1, 


et elle diverge pour |x| > 1, c’est-à-dire |x — 0| > 1, 
d’où r — 1 (définition 6.20) 


Méthode 2 


ED) 


Puisque l'intervalle de convergence est [-1, 1[, 7 = > 


d’où r = 1 
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HOUUES Déterminons l'intervalle de convergence et le rayon de conver- 
gence des séries de puissances suivantes. 


a) D HO C2) 2) ee 0 C0) 


Intervalle et rayon Si x = 2, nous obtenons 0 + 0 + 0 +... = 0, donc la série converge. 
nb deb Si x # 2, appliquons le critère généralisé de d’ Alembert. (théorème 6.25) 
: u, ; ie ar Ge = DE 
R = lim |—| = lim ( )'C ) 
n— +00 u, n—+0 n\(x == 2) 


= Jim [Gr + DG = 2)| 


Il 


Lx — 2] lim (nr +1) 


= +00 (car (x — 2) 4 Oet lim (n + 1) = v) 
n—+ 


+00 


Puisque R = +ce, la série > k!(x — 2} diverge pour toutes les valeurs de x 


k=1 
différentes de 2 et elle converge seulement pour x = 2. 


9 ù = — 
— » D'où 1 = {2}etr =0 
ss k 3 4 5 n 
D) D + + 
= (nk}X (n3} (n4* (ns) (nn) 
Six = (, nous obtenons 0 + 0 + 0 +... = 0, donc la série converge. 
Si x # 0, appliquons le critère généralisé de Cauchy. (théorème 6.26) 
R= lim V{u | = lim À 
n— +00 Ê n—+c (In n)" 
= lim Lxl 
n+e ]n n 
1 
— lim |—— 
[x] us ( | 
= lx| 0 (car lim = = o) 
ns+e \Inn 
=0,VxÆ£0 
, xt 
Puisque R = 0, R < 1, la série > (in converge pour toutes les valeurs de x. 
K=3 UN 
———+ D'où 7 = ]-ce, + et r = +0 
R 
él GS, Gti) Con) 
= + ar She del DE 
Ÿ > 9 9 9 9" 
Six = 1, nous obtenons 1 + 0 + 0 + ... = 1, donc la série converge. 
Six # 1, appliquons le critère généralisé de Cauchy. (théorème 6.26) 
5 n PE 1 2 2 
R= lim Vu. |= lim Ë di ) 
= 2 
ne D 
n— +0 9 
mere 
9 


| < 
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GE 
a 


EDS. À “Ed 


3 
2 
r=3 
à ” 
1 1 
2 I { IR 


=] SITES T 


T< 3x <3 


S.à 1 
3 Fe <& 


(y) 


d) 


= 2 
1) R<I1Ssi =— < 1, donc la série converge lorsque -2 < x < 4. 
— 2 
2) R>1si — > 1, donc la série diverge lorsque x < -2 ou x > 4. 


s Ci) . 
Lorsque R = 1, c’est-à-dire =" — 1, nous ne pouvons rien conclure. 


( 


—_— 2) 
Nous devons alors étudier le cas où =—— = 1, c’est-à-dire x = -2 ou x = 4. 
Si x = -2, nous obtenons 1 + 1 + 1 + ..., qui est une série divergente. 


Si x — 4, nous obtenons 1 + 1 + 1 + ..., qui est une série divergente. 


D'où Z = ]-2, 4[ et r = 3 


S (3x + 4) (3x + 4) : (3x + 4) F (3x + 4} n (3x + 4)" 
= Ni Ÿ 2(7)° 3(7) do n(7)" 
Six = = nous obtenons 0 + 0 + 0 +... = 0, donc la série converge. 
Six À = appliquons le critère généralisé de d’Alembert. (théorème 6.25) 
cn 
u Han 
R= lim |=+1| = Jim [@ DT 
n—+c u, N—+00 E + _ 
n gli 
2. (3x + djn 
ns+e | 7(n + 1) 


[3x Fr 4 ‘ n | 
= lim 
fl n>+e \n + 1] 


_|3x+4] ( , ee | 
a — car lim | —|=1 


7 nste \n + 1 


1) R < 1 si BEA 


< 1, donc la série converge lorsque _ sl 


. [3x +4] 


2) R>1si > 1, donc la série diverge lorsque x < - Gueule 


[3x + 4| 


Lorsque R = 1, c’est-à-dire = 1, nous ne pouvons rien conclure. 


|3x + 4| -11 


Nous devons alors étudier le cas où = 1, c’est-à-dire x — a oux— ÎI. 


O 
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(w. 
\ 


Six = LE nous obtenons -1 + Der SF Le .…, qui 
à 2 3 4 
est une série conver gente. (série harmonique alternée) 
; SR EM 
Six — 1, nous obtenons 1 + = += +-—+...,qui 
2 3 4 
est une série divergente. (série harmonique) 
er 
de _ ( 11 | 
CS D'où 1 = abP de — rm 
dl 4 1 IR 3 3 2 3 
3 3 
Dérivation et intégration de séries de puissances 
Énonçons d’abord un théorème, que nous acceptons sans démonstration, qui nous 
permet d'obtenir la dérivée et l'intégrale d’une série de puissances. 
THÉORÈME 6.27 S1 la fonction f définie par la série de puissances suivante 
Dérivation f(x) = ou c (x = @)) + c (x = GP AP 500 c (x = GP SF 00 
et 
Intégration de séries - _. 
de puissances E > {x — a) 


k=0 
a un rayon de convergence r > 0, c’est-à-dire qu’elle converge pour [x — al <r 
et qu’elle diverge pour |x — a| > r, alors f est dérivable et intégrable pour 
|x — a] <r, et nous avons 


DC PE CC OR 


= >» KG Co) 


k=u 


c(x — D) Se 3 — der U 
2) [ro a = «x + LRU CR Re 
9 ) 3 n+l 
=” 2 = 3 = émail 
re # om a à 


D: 2) 3 S n +l 
oùC=C+ca 


= CE G) ue 
Fe le se Îl 


Remarque La série obtenue, en dérivant ou en intégrant une série de puissances, a 
le même rayon de convergence que la série initiale. 


Cependant, l’intervalle de convergence de la série obtenue peut différer aux 
extrémités de l’intervalle de convergence de la série initiale. 
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Rayon de convergence 


Dérivation d’une série 
de puissances 


Loi de Poisson 


RES k 2) n 
SOMME Soit la série > m=itrtE ++. +E 4. 
Ki ! ! ! 


a) 


b) 


c) 


Déterminons le rayon r de convergence de cette série de puissances. 


Si x = 0, nous obtenons 1 + 0 + 0 +... = 1, donc la série converge. 
Six Æ 0, appliquons le critère généralisé de d’ Alembert. 


x" i 


+ D! 
do = la im : ]=0 
X n +l 


7) 
n 


R = lim 


+0 


n 
n— +00 n—+00 


n! 
Puisque À = 0, R < 1, la série converge pour toutes les valeurs de x, alors r = +c 


Calculons la dérivée de cette série de puissances, afin d’obtenir une nouvelle 
série. 
2 


; , x x si ci 
RG) Lou 3) + 2 560 SF 1! + ..,pourxelR 
PARLE 2x 3x7 4x me | ee 
f'@) = 0 +1 + >] 31 rs A SOON = ee (théorème 6.27) 
2) 9) PE n 
HOUR) TR Er 
D À fn—1)! on! 


De b), nous remarquons que f’(x) = f(x), V x e MR. 


Déterminons la fonction f qui satisfait l’équation différentielle précédente. 


Puisque = = y (où y = {{x)) 
L dy = dx 

hlyl=x+c (en intégrant) 

y = Ce’,où C>0 (car C = ei) 


Puisque f(0) = 1, alors C = 1, d’où f(x) = e* 
Nous pouvons donc exprimer la fonction e* comme une série de puissances 


de la façon suivante : 


2 3 x" 


x x 
CR RON 
OSSI n! 


Le développement de e* nous permet de calculer l'espérance mathématique, notée u 
ou E(X), d’une variable aléatoire discrète X, dont la fonction de probabilité est 
donnée par 


—À jn 


f(n) = P(X = n) = < à oùne{0,1,2,3...}. 
n! 
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À} )n 


< e À 
Loi de Poisson | Exemple 2 | Sachant que u = Dr f{n), où f{n) = ne déterminons y. 
n! 


n=0 


+ = e”\)" e\)" 
m= Zn n! (arr = = | 
2 LES n n 
n=0 n! 
De Or Re 
AT ETS OUTRE 
où me FA As 
TT ET 
2 3 
=aer(l+a+À ne | 
21 3! 
= Àe7(eÀ) (développement de e”) 
= À 
d’où u = À 


+00 
k=0 


a) Déterminons son intervalle 7 de convergence. 
Six = 0, nous obtenons 1 — 0 + 0 — 0 +... = 1, donc la série converge. 


Six £O D C=1—x+ 2 2 +... + (x) + … 


k=0 


[xl <1 Cette série de puissances est une série géométrique de raison -x qui: 
* converge pour |-x| < 1, donc la série converge lorsque -1 < x < 1; 


x 1 ; Dose 
1x * diverge pour |-x| > 1, donc la série diverge lorsque x < -1 ou x > 1. 
LEE<.I 
Nous devons alors étudier le cas où |-x| = 1, c’est-à-dire x = -1 ou x = I. 
Six = -1, nous obtenons 1 + 1 + 1 + ..., qui est une série divergente. 
Intervalle de Six — 1, nous obtenons 1 — 1 + 1 — 1 + ..., qui est une série divergente. 
convergence 
—ñ—— — D'où 7 = ]-1,1[ 
-1 0 l R 
b) Déterminons la somme de cette série pour |x| < 1. 
Puisque cette série est géométrique de raison -x, nous avons 
1 
Théorème 6.13 = = Ed ONE 50 = —— (s= 2 pour (xl < 1) 
1 — (-x) Er 
___ 
ICE 
c) Intégrons cette série de puissances afin d’obtenir une nouvelle série. 
1 
ÎL = dx = [a xHX À +... + (x) +...) dx pour|x| < 1 (voirb)) 
x 
Fo DE 
Intégration d’une série In [1 Sr x| D ae En ia Et TP 900 7 (C (théorème 6.27) 
de puissances 2 2 : n+l ; 
2, -] ny" 3% 
PO SC ee (car|x| < 1) 
2 3 4 n+l 
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Intervalle de 
convergence 


a 0 1 


(w 


Pour déterminer la constante d’intégration, nous posons 
x = 0, ainsi In 1 = 0 + C, donc C = 0. 


Puisque l'intervalle de convergence de la série obtenue peut différer aux 
extrémités de l'intervalle de convergence ]-1, 1[ de la série initiale, nous devons 
étudier les deux cas suivants. 

1 

3 4 


Six — -1, nous obtenons -1 .…., qui est une série divergente. 


(série harmonique) 


+ 


Six — 1, nous obtenons 1 — + .…., qui est une série convergente. 


one 
DEN à 


(série harmonique alternée) 


Ainsi, cette série converge pour x € ]-1, 1]. 


Nous pouvons donc exprimer la fonction In (1 + x) comme une série de 
puissances de la façon suivante : 


4 = nyn+l 
RE 


> = Tous a +. pourxe]-1,1]ou 


in (i + D=S Se pour x e J-1, 1] 


EXERCICES 6.5 


1. Déterminer l'intervalle 7 de convergence et le 
rayon r de convergence des séries de puissances 
suivantes. (Représenter graphiquement J et r.) 


a) Dose L critère généralisé de 


DE 


k=1 


PE 


2. Déterminer l'intervalle 7 de convergence et le 


3. Déterminer l’intervalle 7 de convergence et le 
rayon r de convergence des séries de puissances 


suivantes. 
GS) & &@— 1) 
n > b > 
es k=0 k=0 
ii) Se +E (-x)t xt 
: DT 2% 
b) Utiliser le critère généralisé de Cauchy. FE ei VR 
re +00 +00 (3x) 5 
in) D 3G — 5) e) > (3x)! + : 
k=] k=4 k=5 
S &@—1) SE 
) 22 Dre 


rayon r de convergence des séries de puissances 


suivantes. 

a) © EG + 5Y 
k=0 
=) 

. S (2x : ) 
k=1 k 
me k 

e) Y ET 4) 
k=0 ° 


+00 _ 
D 2% 


+ (x) 4. Soit la série de puissances f(x) = > #E. 
”. k=0 

> k a) Déterminer l’intervalle 7 de convergence 
d) © kx' 

k=0 


de cette série. 
n > Gr 
k=0 


n > (2) 


b) Exprimer la somme f(x) de cette série à l’aide 
d’une fonction rationnelle. 


c) À partir de b), trouver la série correspondant à 
la fonction In (1 — x) ainsi que l’intervalle de 
convergence de cette série. 
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d) Déterminer l’équation obtenue en remplaçant a) Déterminer le rayon de convergence 
x par -0,5 dans les deux membres de l’équation i) e de f; ii) r de g. 
£& 


trouvée en cC). : : ; : 
b) Exprimer les fonctions suivantes en fonction 


e) Evaluer approximativement In 1,5 en utilisant de f(x) ou de g(x) et déterminer leur rayon de 
les quatre premiers termes de la série et déter- convergence. 
miner l’erreur maximale commise. i) f'@) i) g'@) 

f) Trouver la série correspondant à la fonction c) Si F(0) = 0 et G(0) = -1, trouver F(x) et G(x), 
———— ainsi que l'intervalle de convergence les primitives respectives de f(x) et de g(x), et 
(A — x) déterminer leur rayon de convergence. 


de cette série. | . . 
d) Exprimer les fonctions suivantes en fonction 


5. Soit f(x) = 1 FLN ire de f(x) ou de g(x). 
21 4! 6! 8! i) F(x) ii) G(X) 
et g(x) = x : _. r _x x | e) Trouver deux fonctions trigonométriques qui 
31 5! 7! 9! satisfont les résultats précédents. 


6.6 Séries de Taylor et de Maclaurin 


Objectifs d'apprentissage 


À la fin de cette section, l'étudiant pourra développer certaines Ne _ 
fonctions en série de puissances. cos X 


Plus précisément, l'étudiant sera en mesure : 

+ de développer un polynôme en puissances de (x — a); 

* de déterminer les coefficients des termes d’une série 
de puissances représentant une fonction f; 

* de donner la définition d’un polynôme de Taylor et la 
définition d’un polynôme de Maclaurin ; 

* de donner la définition du reste du polynôme de Taylor; 

* de donner la définition de la formule de Taylor et la 
définition de la formule de Maclaurin ; 

+ de calculer des approximations à l’aide de la formule 
de Taylor et de la formule de Maclaurin ; 

+ de donner la définition d’une série de Taylor et la 
définition d’une série de Maclaurin ; 

+ de développer certaines fonctions en série de Taylor et en série de Maclaurin ; 

+ de calculer des approximations à l’aide des séries de Taylor ou de Maclaurin ; 

+ de développer certaines fonctions en série de Taylor ou de Maclaurin ; 

+ d’évaluer approximativement des intégrales définies à l’aide des séries de Taylor ou de Maclaurin. 


Dans la section précédente, nous avons exprimé e* et In (1 + x) comme une série 
de puissances et nous avons obtenu les résultats suivants. 


+ F 2 3 1 
= L e=1+x+* ke 56 1 + .VxeR (page 379) 
+ 2 à n! 
_._& Cjxtr NU HT HR à (QD : 
In (1 + x 2 eg n(+x=x + he FR + ..,pourxe J-, 1] (page 381) 


Nous verrons dans cette section des méthodes permettant de développer des fonc- 
tions indéfiniment dérivables en séries de puissances, ainsi que quelques applications 
de tels développements. 
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Polynômes de Taylor et de Maclaurin 
Nous pouvons vérifier que le polynôme 2x? — 7x + 7 est égal aux polynômes sui- 
vants, développés en puissances de (x — 3), de (x — 5) et de (x + 4). 

2% — Ix +7 = 4 + 5(x — 3) + 2(x — 3ÿ 

2x — x +7 = 22 + 13(x — 5) + 2x — 5Y 

2x — x +7 = 67 — 23(x + 4) + 2(x + 4} 


SOUMUERE Exprimons g(x) — x° — 3x? + 5 en termes d’un polynôme de 
degré 3 développé en puissances de (x — 2). 


Soit PQ) = c, + c@ — 2) + c,@x — 2Ÿ + c.(x — 2) le polynôme cherché, 


Puisque les polynômes g(x) et P,(x) sont égaux, leurs dérivées successives le sont 


également. 
Dérivées successives de AE)=sr = +Ss P@X CE an c (x = 2) + c(x = 2)? 4 c(x = 2) (1) 
g@) et de P.(x) ; 5 : 
- g') = 3x — 6x NC nn net (Ce (2) 
g"@) = 6x — 6 MP 2 A0) C2) (3) 
g"@ = 6 ! P = 6c, (4) 


En remplaçant x par 2 dans les équations précédentes, nous obtenons 
de (1) HOT NEC donc c =1 

de(2) g'(2)=P'(2) : O=c donc c =0 

GC) 0) 7/02) GC Non = 

de 4) 872) = P/(Q2) : Sc ndonnc 

d’où x° — 3x? + 5 = 1 + 3(x — 2) + (x — 2} 


THÉORÈME 6.28 Soit fune fonction polynomiale de degré n. 
Si le polynôme P (x) — > c,(x — a)' est tel que f(x) = P (x), alors 


k=0 


les coefficients c, de P sont donnés par: c, = re pour k = 0, 1,2, ...,n. 
PREUVE Écrivons P ( et calculons ses dérivées successives. 
TAN AC RTE net Cr ee er: (1) 
AC A Re NT) EE ner (2) 
PO 000 0 A0) meme re entr ele (eue (3) 
PC 30) FAO) or O6) or mnt DR 2 de (4) 


P9Q = 4lc, + 5@0)0)c.G — a) + 66), G — à + … + nn — ln — Ju — ca) * 6) 


RG nie (n + 1) 
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En remplaçant x par a dans f(x) et dans P (x) ainsi que dans leurs dérivées 
successives, nous trouvons 


(0) 
de (1) HONTE donc CC 
D 
de (2) ‘te Fri=s donc = jé)= me 
DS > iQ 2 °0@ 
de (3) MODE donc ru ee: 
72 (3) 
de (4) HO CCC — Î = = — 
() 
de (5) ie PéOEC, donc = a 
(n) 
de (n + 1) f°@ = P%(o) = nc, donc o … = 
(0) 
d'où c, = 2 @). pour k = 0, 1, 2, .… n 
k! 
Ainsi, le polynôme P (x) est défini comme suit: 
, @(q 7 (a 
P @) = f(a) + F@)G — à) + J + ) @& — a} + tie . ) Ge = Gi + + ra ) (x — a)" 
que nous pouvons également écrire 
Po = D EG - a 
k=0 
Soit f une fonction quelconque, dérivable n fois en x = a. Le polynôme de Taylor 


de degré n de j, noté P (x), développé autour de a est défini par 


P @) = f{a) + f'(@a)x — a) + “ Ni (x — a} + J 2 & — a} +... + re (x — a)", : 
Il P D Ai (a) k 
que nous pouvons également écrire P (x) — 2% (x — a). 


Dans le cas particulier où a — 0, nous obtenons le polynôme de Maclaurin. 


Soit f une fonction quelconque, dérivable n fois en x = 0. Le polynôme de 
Maclaurin de degré n de f, noté P (x), développé autour de 0 est défini par 


T° + FO je 4 7e PO) X 


P,@ = f(0) + f'(O)x + 


3! hi n! 
n (&) 
que nous pouvons également écrire P (x) — > PU de 
k=0 : 
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Soit = € 


a) Développons f en un polynôme P (x) de Maclaurin. 


P,@) = f(0) + f'(Ox + 


LOL 


DES ES CRU) 
3! n! 


Évaluons /(0), (0), f" (0), …, f (O0). 


X" (définition 6.23) 


fo =e d’où f(0) = 1 
f'@ =e d’où f'(O) = 1 
f'@ =e d’où f'(O)=1 
f'@O=e d'où f”(0)=1 
FO =e d'où f"(0)=1 
En substituant les valeurs obtenues dans l’équation de P (x), où 
P,G@) = f(0) + f'(Ox + fo E or LO » ) 7. . ) x», nous obtenons 


A ue , = 
3! n! 


oi 


1 


b) Déterminons, à partir du résultat précédent, les polynômes de degré 0, 1, 2 et 3, 
notés respectivement P,(x), P.(x), P,(x) et P,(x). 


He = PO=1+x POS 1+x+E 


x 


PG=1+x+È+# 


c) Représentons graphiquement f(x) = e’ ainsi que les polynômes P (x), P (x), 
P,0) et P,(x). 


2 


plor(e. IEEE IE 


— 2.2, 


color = [orange, green 


PO=1+x 


De ren 
SC  NST Es 


color = [orange, magenta] 


MX 2: 


plot 


x 
P@=1+x+È +2 


Nous constatons que plus le degré du polynôme P (x) est élevé, plus le 
graphique de ce polynôme se rapproche de celui de f(x) pour des valeurs 


voisines de zéro. 
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e =, 
V 


385 


es P(°2) 
e=P(-1) 
e = P(1) 
& = P,(2) 


DÉFINITION 6.23 


Représentation 
graphique de R (x) 


a cC 


386 


d) Calculons P,(x), P (x), P,(), P.(x), P,() et f(x), où f(x) = e, pour les valeurs 
de x suivantes. 


P @ x 2 -] 0 1 2 
P@=1 1 1 1 1 1 
P@O=1+x -1 0 1 2 3 
Po = 1+x+ à 1 05 |1 | 2,5 5 

2 3 — = — = 
P(D =1+x+ = + . -0,3 03 | 1 | 26 63 

x x 

PD=1+x+5 +. +2)01365...10,367 8...) 1 |2,7182...17,387 3... 
f@ = e 0,135 3...0,367 8...| 1 |2,718 2... 7,380 0... 


À l’aide du tableau précédent, nous constatons que 
HD UC EEE PC) SEC EE0 


De plus, lorsque n augmente, les valeurs de P (x,) semblent être une bonne 
approximation de e* pour des valeurs voisines de zéro. 


Formule de Taylor et formule de Maclaurin 
De façon générale, f(x) Æ P (x), ainsi nous avons la définition suivante. 
Soit f une fonction indéfiniment dérivable. 


Le reste, noté R (x), du polynôme de Taylor est défini par 


R,Q) = fQ) — P,@) 


De Ia définition 6.23, nous obtenons 


fQ@) = P,(x) + R (x) 
Fonction Polynôme de Taylor Reste de Taylor 


Nous acceptons le théorème suivant sans démonstration. 


Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle [x,, x]. 
Siae > + lecre Ex, X,], alors il existe un nombre c € Ja, x[ ou c € ]x, al tel que 


AO es 


ere 
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DÉFINITION 6.24 Soit f une fonction indéfiniment dérivable en x = a. 


La formule de Taylor est donnée par 
fe + D(c) 


fa ce 9) 
fo = fo + fax — a) + G+D! 


n+l 


(x — a} + & — a} + (x — à) oùce la xouce x, al : 


Dans le cas particulier où a = 0, nous obtenons la formule de Maclaurin. 


DÉFINITION 6.25 Soit f une fonction indéfiniment dérivable en x = 0. 


La formule de Maclaurin est donnée par 


FU) = f(O) + FO +10 . +... +0 we + PO ji où € € JO, a où c € Jx, 0 : 


Soft = € 


a) Développons f à l’aide de la formule de Maclaurin. 


JC = PO +R) (définition 6.24) 
11 (n) (rl) 
f@ = f(0) + f'(0)x + AO] 10 STE ee  - 525 LE = Lo. . e xl (ce ]0, xf ou ce}x, ON) 
a Ur de = SEEN FU) = e, f (0) = 1 et ff * Mc) = e°) 
2! 31! n! (AE)! 


b) Évaluons approximativement e, c’est-à-dire e!', à l’aide de la formule précédente ainsi que l’erreur 
maximale £ commise en utilisant À (x), pour les valeurs de n suivantes. 


i) Sin =72 : ii) Sin = 6 
1 e° : Il 1 1 Il DEN 
re Se 31 ot ART de ur 
Approximation Erreur E, Approximation Erreur E, 
Puisque e* est une fonction croissante, c € [0, 1[ et e < 3, ainsi e° <e! < 3. 
e 30 OST e° 3 
a a 
D 3p © PDU 0. 0 Te D 500 
d'oùe=2,5avecE, < 0,5 d’où e = 2,7180 avec E, < 0,0006 Es = 0,000 c 


Série de Taylor, série de Maclaurin et approximation 


… IL Y À ENVIRON 250 ANS... 


IL Y A ENVIRON 300 ANS... 


En 1742, Colin Maclaurin publie 
Treatise of Fluxions qui présente la 
série portant son nom. Pour la pre- 
mière fois, le critère de l'intégrale de 
la convergence d’une série à termes 
positifs est énoncé, en réponse aux cri- 
tiques virulentes du révérend Berkeley, 
à l'adresse de Newton. 


Brook Taylor publie en 1715 son 
Methodus incrementorum directa et 
inversa dans lequel il montre comment 
développer une fonction en une série 
infinie. Dans ce livre, Taylor expose pour 
la première fois la méthode d’intégration 
par parties. Le terme «série de Taylor» 
n’est toutefois utilisé qu’en 1786 par le 


Colin Maclaurin 


Brook Taylor a : à E 
(1658-1 mathématicien suisse Simon Lhuilier. (1698-1746) 
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Soit f une fonction indéfiniment dérivable. Nous avons 
JQ = PO +R 0) (car R (x) = f(x) — P (x, définition 6.23) 
Prenons la limite lorsque 7 — +c, des deux membres de l'équation 
lim f(x) = Jim (P (x) + R(x)) 


n—+c 


f@ = lim P (x) + lim R (x) 


f@ = lim D f°@) œG— a) + lim Rx) 


fQ@) = > f 0 @ — a} + lim R (x) 


Si lim R (x) = 0, nous avons les deux définitions suivantes. 


n—+ 


DÉFINITION 6.26 Soit f une fonction indéfiniment dérivable en x = a. Le développement en série 
de Taylor de la fonction f, autour de a, est donné par 


f@ = > F 0 (x — a), c’est-à-dire 


fo = f@) + f'@& — a) + À o 


pour tout x dans l’intervalle de convergence. 


G— a} +... + re GE. 


Dans le cas particulier où a = 0, nous obtenons la série de Maclaurin. 


DÉFINITION 6.27 Soit f une fonction indéfiniment dérivable en x = 0. Le développement en série 
de Maclaurin de la fonction f autour de O, est donné par 


p=ÿ$ 20 CO 1e c’est-à-dire 

k=0 

j ©) x + J (0) x A si F0 x" + 
2! à! n! 


pour tout x dans l’intervalle de convergence. 


FQ = f(0) + f'(O)x + 


Unicité Pour chaque fonction f et chaque valeur a, le développement en série de Taylor, 
ou en série de Maclaurin (a = 0), est unique. 


HOUURE Développons la fonction f définie par f(x) = e' en série 
de Maclaurin. 


De l’exemple 1 précédent, 
1 1 1 d 
“=l1+x+ 7 2 de TP 500 ba nn de (ce J0, x ouce ]x, Of) 


ol 


De De 
© 
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Prenons la limite lorsque ñn — +c, des deux membres de l'équation 


im e = lim | Tee ze) 


n—+c n>+te \E TO k! (n SF 1)! 
| de x* ; e° 
e* = lim (D &) + im GE l 
es = k! n—+ce (n Lu 1)! 
€‘ 


Nous acceptons sans démonstration que lim x't'=0,Vxel. 


n—+0 (n = 1)! 


D'où nous obtenons le développement en série de Maclaurin de la fonction f(x) = e*. 


2} n 
la Re 
2! 3! 4! n! 


À l'exemple 1, section 6.5, page 379, nous avons démontré que le rayon 
de convergence de cette série est +. 


Remarque Dans toutes les fonctions que nous étudierons, lim À (x) = 0. 
n— +00 


Exemple 2 


a) Développons la fonction f, définie par f(x) = cos x, en série de Maclaurin en 
déterminant son intervalle / de convergence et son rayon r de convergence. 


fQ) = cos x d’où HO) 
f'@) = -sin x d’où = 0 
FC) =-cos x d’où f"(O) = -1 
F9) = sin x d’où f2(0) = 0 
f9G) = cos x d’où FO) = 1 
1000 . (-1)" cos x st f29(0) _ (1) 
f2+0G) = (D *!' sin x d’où fer+0(0) = 0 


En substituant les valeurs obtenues dans l’équation suivante: 


1 172 (4) 0 (n) 
Série de Maclaurin Ge) = (0) + F'(O)x + re nr ÿ = 2 de en. ee te PO je re 
D Ce ne 
2! 3! 4! (2n)! (2n + 1)! 
2. : n y2n 
HN ed 
2! 4! (2n)! 
Déterminons maintenant J et r. 
Si x — 0, nous obtenons 1 + 0 + 0 +... + 0 + ... = 1, qui est une série 


convergente. 


Six # 0, appliquons le critère généralisé de d’Alembert. 
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(-1)" ei x2" F2 
! 
= Gi SE L 
n—+00 X n—+0 (2n + 2)Q2n <F 1) 
Qn)! 


HSE 


=0,VxÆ£0 


Puisque R = 0, R < 1, la série converge pour toutes les valeurs de x, 
ainsi / = ]-c, + et r = +00, 


2) 6 2: Mort 
Res Ce 
21 Al 6! (2n)! 


D'où cos x = | — JE 4000 VW # ER 


© b) Représentons graphiquement f(x) = cos x ainsi que quelques polynômes 
correspondant aux premiers termes du développement précédent. 


f:=x— cos (x): 


PO :=x- 1: 
P2:=x 1-7: 
2! 


Phil ei 
2! 4! -27 
s} 4 
PER | MR RE 
2! 4! 6! 


plot([f@), P0OG), P2(), P4), P6D], : 
DEL En x 


x2 
x=-2 7.2 :m, y =-2.2, PO 


27 x 
f(x) = cos x 


color = [orange, blue, green, 
purple, magenta)) ; 


C 


Lez 


Calculons approximativement la valeur de cos (0,8) en utilisant 
respectivement les trois premiers termes non nuls et les quatre premiers 
termes non nuls du développement en série de Maclaurin obtenu en a), 
et déterminons l’erreur £ maximale commise dans chaque cas. 


En remplaçant x par 0,8 dans le développement de cos x, nous obtenons 
2 4 6 8 -1y 2n 
O8} , O8) _ O8), O8 | CD'OB 
2! 4! 6! 8! (2n)! 
Rappelons d’abord que, dans une série alternée, l’erreur £ maximale commise 


Théorème 6.23 est inférieure ou égale à la valeur absolue du premier terme non nul non utilisé 
dans la somme partielle. 


cos (0,8) = 1 


Ainsi, en additionnant les trois premiers termes, nous obtenons 
2 4 6 

O8? | OS) ee y = (8) 

2! 4! 6! 


d’où cos (0,8) = 0,697 07... avec E = 0,000 364... 


cos (0,8) = 1 


En additionnant les quatre premiers termes, nous obtenons 


2. 4 6 8 
(0.8 | O8) _ O8) Le y (0.8) 
2! 4! 6! 8! 


d’où cos (0,8) = 0,696 70 avec E = 0,000 004... 


cos (0,8) = 1 
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a) Développons la fonction f définie par f(x) = In x en série de Taylor, autour de a = 1, 
en déterminant son intervalle 7 de convergence et son rayon r de convergence. 


Nous devons évaluer /(1), f (1), f"(D), f%(D), ...,f(D), …. 


Cine d’où ae 

en = d’où en 

oh = d’où F0 = 

AVES = d’où 10102 

90) = = d’où FD) = -1G)! 

Ho £ d’où OU) A 

Hoi CHE CHE) d’où fAD=C1Y 'n—-1)! Gzl) 


SE 


en substituant les valeurs obtenues dans l’équation suivante : 


(1) 


2! 


He Den tb.er 1) + Ÿ (x 1 + EG 1 + EU 1 +. + 0 CE DRE 


(définition 6.26, où a = 1) 


-1 2 -1)3! 
Inx = 0 + 1(x D 1P+@ in 


CR OR RS OU te 


et UN’ 


n! 


Déterminons maintenant et r. 


Six — 1, nous obtenons 0 — 0 + 0 — 0 +... — 0, qui est une série convergente. 
Six Æ 1, appliquons le critère généralisé de d’Alembert. 


un (x re 1ÿ > , 
u 
R= lim ee nr 
te | U, rer (er (x — D 
n 
Ge - 0 
ee NT) 


= |x— 1] lim 
n>+e n + 1 


= [x — 1] (1) car lim I 
n—+e fl il n—+c Il n—+c 
dE SE ») IE 
n 


DoncR=|x— 1. 
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1) R<1si|x — 1|< 1, donc la série converge lorsque 0 < x < 2. 
2) R>1silx— 1|> 1, donc la série diverge lorsque x < 0 ou x > 2. 
Lorsque R = 1, c’est-à-dire [x — 1| = 1, nous ne pouvons rien conclure. 


Nous devons alors étudier le cas où |x — 1| = 1, c’est-à-dire x = 0 ou x = 2. 


Derienil er . 7. 
Six — (0, nous obtenons -1 — Hu. qui est une série divergente. (série harmonique négative) 
1 1 1 , _ 
Six — 2, nous obtenons 1 — 5 “a E- + ...., qui est une série convergente. (série harmonique alternée) 


Ainsi, 1 = ]0,2]etr = 1. 


D'où Ir ==) EE ED. + 4. ,vren2 
n 


b 


= 


Calculons approximativement In (1,5) en utilisant les trois premiers termes 
du développement précédent et déterminons l’erreur £ maximale commise. 


En remplaçant x par 1,5 dans le développement obtenu en a), nous avons 


(0,5) | (O,5Y (0,5) 
À 3 


In (1,5) = 0,5 — avec E = (théorème 6.23) 


d’où In (1,5) = 0,416 avec E = 0,015 625 


c) Calculons approximativement, avec une erreur maximale de 0,001, 
la valeur de In (1,5), en utilisant le développement en série de Taylor 
obtenu en a). 


En remplaçant x par 1,5 dans le développement obtenu en a), nous avons 


2) 5) rl n = \2 Cul 
ee AO CID GO 
2) 3 n Deil 
: ’ (0,5)" SA 
Il suffit de déterminer n tel que UE < 0,001 
n 
Sin =5, E Sin — 6, Sin = 7, 
(0,5) 


= 0,001 1... > 0,001 


: 7 
URLs = 0,000 4... < 0,001 


: (0,5) 
7 : 


2 = 0,002 6... > 0,001 


Ainsi, n = 7 est suffisant, donc 


2 3 # É 
CSSS SOS or 
2 3 7 


d’où In (1,5) = 0,4058 avec E < 0,001 


In (1,5) = 0,5 
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Développement de fonctions en série à partir 
d'un développement connu approprié 
Puisque le développement d’une fonction en série de Taylor est unique, il est 


parfois avantageux d’utiliser un développement connu pour obtenir un nouveau 
développement. 


2 6 Nr 2r. 
Exemple 1 Sachant que cos x = 1 — > -< en 7 ve VER 


a) Développons f(x) = cos (x°) en série de Maclaurin. 
En remplaçant x par x° dans le développement en série de cos x, nous obtenons 
32 3\4 3\6 -1y 3\2n 
Ca APCE) 62) CDs eo +...,VxelIR 
2! 4! 6! (2n)! 
x X x'8 (-1)’ x" 


cu AR 25e dr 
2! 4! 6! Qn)! 


cos (x°) = 1 


12 


d’où cos (x°) = 1 JF so Va ŒIR 


b) Développons g(x) = x cos x en série de Maclaurin. 


En multipliant par x le développement en série de cos x, nous obtenons 


: ec Re Cle 
xcos x = x [1 TNT AE On) +.) Vre 
3 # pee Han] 
d’où x cos x = x — +® Æ D Ce + 


TON Qn)! 


c) Développons cos? x en série de Maclaurin. 


1) En élevant au carré le développement de cos x, nous obtenons 


re ir A tt à. 
2! 4! 6! 8! DIN io 


J … É | w | CE x L 
NAN An NEED À 
4 4 


LS) 2 4 2-6! 6 6 6 8 8 8 8 8 

=1+0 +2 +2) (2 x x ee + 2 PR +) 
PA 41 2121 41! 6! 2141 41 6! 8! 216! 4!4! 6121 8! 

2 4 6 8 

2x . 8x 52% + 128x 

2] 4! 6! 8! 

2x? DE MO US 

2! 4! 6! 8! 


© 
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11) En utilisant la commande «Taylor » de Maple, nous obtenons 
(cos (x)) = raylor((cos (2), x = 0, 10); 


il 2) 1 
CO ec HO EDG?) 
5 45 315 
(cos (x)) = taylor((cos (2), x = 0, 11); 
À 1 2 
CO xt x° 8 10 + O(x°) 


si x 
, 45 3115 14 175 
(cos (x)} = taylor((cos (x)}, x = 0, 12); 


cos (x) = 1 — x Le Le pl 


x1° + O(x!?) 
3 45 315 14 175 


| Exemple 2 | Développons f(x) = In (1 + x) en série de Maclaurin. 


Sachant que 


_— 2 = 3 = 4 Neil = n 
nx=(x— 1) Cn) CRC RS ER 2] (exemple 3 précédent) 
D) 3 d n 
En remplaçant x par (1 + x) dans le développement en série de In x, nous obtenons 
— 2) — 3 — 4 - n—l — n 
FO) eo) DORE RER SCD SR 
2 3 4 n 
si (1 + x) € 10, 2] 
FR D Ce 
2 NS OA n 


a) i) Construisons une série géométrique de premier terme 1 et de raison -x°. 
= = SE oc Se (PP 


a=l,r=-x 


1) Déterminons la somme S de cette série pour les valeurs de x où la série 
converge. 
La série géométrique converge lorsque |-x?| < 1, c’est-à-dire -1 < x < 1. 


ser = AN, = se EE = ee 1 (GP de 0 = —— Vxel]-1,il 
(x) 
b) Développons Arc tan x en série de Maclaurin en utilisant le résultat précédent 
et déterminons son intervalle 7 de convergence. 
1 
3 


= Dee 0 FCI > e LMI 


En intégrant les deux membres de l’équation précédente, nous obtenons 


Î 1 d= forts. + cet. és (théorème 6.27) 
l se 
a 5 7 tr v2n rl 
Mood ne ne dorer 
3 5 7 2n +1 


nC 
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Théorème 6.22 


Critère de la série alternée 


Série de James Gregory 
(1638-1675), mathématicien 
et astronome écossais 


n = 10 

n = 100 

n = 1000 
n = 10000 


c) 


d 


Lez 


En remplaçant x par 0, nous trouvons € = 0, car Arc tan O0 = 0. Aïnsi, 


#) s7 co M ee il 
Re me Ce u 
SNS 2n +1 
De plus, 
+ six — -1, nous obtenons -1 + : = =: + : — .…, qui est une série convergente ; 
Em : 2 
° six — |, nous obtenons 1 — 3 Se 5 7 + ...., qui est une série convergente. 


Ainsi, 1 = [-1,1]. 


-1yr y2n +1 
MODE 


D'où 
Le DH 


DE 60 Welt I 


Arc tan x = x — © 


Remplaçons x par 1 dans le développement précédent, de façon à obtenir 7 
sous forme de sommation. 


En remplaçant x par 1, nous obtenons 


&} 5 7 _1\n 12n +1 
A LU CON, 
3 5 7 On + 1 
en ele AGREE 
4 NL. Dh 
Ainsi, m= (1-44. + Er +.) 
D OS 7 On + 1 
ne S (1) 
d HN lee 
RE Do 


Calculons, à l’aide de Maple, les sommes partielles pour ñn = 10, 100, 1000 
et 10 000, ainsi que l’erreur maximale commise pour chaque somme partielle. 


CU 
s:=n— 4 De Tori 
k=0 


n ( 1) 
fs rs | 
evalf(s(10) ; > 4 
3.232315809 : EE <—=0,1739 
: LS 
evalf(s(100)); : 4 
3.151493401 Eee 0010 
: 203 
evalf(s(1000)) ; 5 4 
3.142591654 ED OUI 
- 2003 
evalf(s(10 000) ; 4 


ee — 


3.141692644 ES = 30003 


= 0,000 1... 


À l’aide des calculs précédents, nous constatons que la série converge très 
lentement, c’est-à-dire qu’il faut évaluer la somme de beaucoup de termes 
pour avoir une bonne approximation de 7. 
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Approximation d'intégrales définies 
à l’aide des séries de Taylor ou de Maclaurin 


2 
La fonction f(x) = e ? n’a pas de primitive. Par contre, en utilisant le développement 
en série de cette fonction, nous pouvons évaluer approximativement une intégrale 


2 


définie de la forme [ e? dx. 


a 


Exemple 1 


î + 
a) Exprimons l'intégrale définie | e? dx à l’aide de la série de Maclaurin. 
0 


2) 


=È _ 
Développons d’abord e ? en remplaçant x par (=) dans le développement de e*. 


| x2 x xt x" k 
Sachant que GS RE SR RS LE po0 7 = 2 060 WA GIR (voir page 389) 
22]] 3! 4! n! 
ee Œ 5, = 4 -x2 n 
8 x D 5 | | 2 
nous obtenons e ? 1+(E)+ Di + 31 + Al ++, +. VreR 
L 2 l 2 4 6 8 1 y2n 
Aïinsi | &= ||: Te on nc À ŒbPE [a 
L À À D 2) 233! 24! 2"n! 
: | FA | w x À % 5 (-1y xl | 1 
32) 5222! 7(2)3! 9(2%4! ie Qn + 1)2"}n! 0 


Rien 1 (1) 


=] nn Te NUE 
6 40 336 3456 Q2n + 1)(2'"}n! 


b 


= 


Calculons approximativement l’aire 4° de la région délimitée par la 


courbe f(x) = e? et l’axe des x sur [0, 1] en utilisant les quatre premiers 
termes non nuls du développement précédent, et déterminons l’erreur 
maximale E commise. 


ON 
A'=|1 4 ne 
0 AT) ne): 


<— (théorème 6.23) 


dont 0855557 ce 000028 


c) Dans le calcul de probabilité, une variable aléatoire continue X est dite 
normale centrée réduite si sa densité de probabilité est donnée par 


fx) = en . VxelIR (définition 5.7) 
TT 


En utilisant le résultat obtenu en b), déterminons P(0 = X = 1). 
1 
PO=X< 1) =——1(0,85535... 
( ) Vo ( ) 
= 0,3412 
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EXERCICES 6.6 


1 


. à 


. Soit f(x) = x. 


a) Exprimer f(x) à l’aide d’un polynôme de 
degré 4 développé en puissances de (x — 2). 

b) Évaluer (2,1)* en utilisant le développement 
précédent. 


. Soit f(x) = VX. 


a) Donner les quatre premiers termes et le reste 
du développement de f à l’aide de la formule 
de Taylor, avec a = 1. 


b) En utilisant le développement précédent, 


2 . ï 3 
évaluer approximativement V2 et donner 
l’erreur maximale E ” 


Let 


Développer les fonctions suivantes en série 
de Maclaurin à partir de la définition et 
déterminer l’intervalle de convergence. 


i) f(x) = sin x ii) f(x) = sin 7x 
iii) f(x) = cos 2x iv) f(x) = e* 
b) Évaluer approximativement les valeurs 
suivantes et déterminer l’erreur maximale E. 
1) sin (0,2) en utilisant les trois premiers 
termes non nuls du développement 
approprié trouvé en a). 


sm su 
) Ve en utilisant les quatre premiers termes 


e 
du développement approprié trouvé en a). 


. Développer les fonctions suivantes en série de 


Taylor autour de la valeur a donnée à partir 
de la définition, et déterminer l’intervalle 7 de 
convergence et le rayon r de convergence. 


a) f(x) = snx,a=7T  b) f(x) = sin x, a = 


c) f(x) = cosx, a = T  d) f(x) = cos x, a = 


wa RIS 


e) = 5 a = + 


. Développer les fonctions suivantes en série de 


Maclaurin en utilisant un développement connu. 


a AVE b) f(x) = cos (x°) 
c) f(x) = x sin x d) f(x) = sin 2x 
e) fo = À 


6. Écrire les n premiers termes non nuls du 
© développement en série de Maclaurin des 


” fonctions suivantes. 
a) f(x) = sec x, n = 5 
b) f(x) = e’ cos x, n = 7 


c) f(x) = sin? x, n —5 


. a) Développer en série de Maclaurin 
Il 
FO =: 
— À 
de convergence. 


et déterminer l'intervalle 7 


b) Utiliser le développement obtenu en a) pour 
exprimer In (1 — x) en série de Maclaurin. 


C 


Lez 


Utiliser un développement approprié pour 
exprimer en série de Maclaurin les fonctions 
suivantes. 


1) g(x) = In (1 + x) ii) h(x) = In È 7 :) 


d) Évaluer approximativement In (1,4) en utilisant 
les quatre premiers termes du développement 
en série de Maclaurin de g(x) — In (1 + x) et 


évaluer l’erreur maximale commise. 


Lez 


€ 


Lez 


Déterminer le nombre de termes à utiliser pour 
que l’erreur maximale commise en évaluant 
approximativement In (1,4) soit inférieure 

à 0,0001. 


. à 


Lez 


Développer la fonction g, définie par 


sin x ne . 
, en série de Maclaurin. 
X 


8x) = 


b) Évaluer lim IT 2 j'en utilisant le dévelop- 
x—0 X 
pement obtenu en a). 
c) À l’aide du résultat obtenu en a), calculer 


1 = 
sin x 


approximativement [ dx en utilisant 


X 
0 
les trois premiers termes non nuls et évaluer 


l’erreur maximale commise. 


. Soit f(x) = sin (&), où x e Lo | Calculer 
approximativement l’aire de la région fermée 


T 
entre la courbe de f et l’axe des x sur Lo a] avec 


une erreur maximale E = 10 *. 
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Exercices récapitulatifs 


TT un. 
(5) Administration Chimie Lee Physique 
À Sciences de ( Sciences © Outil 
Ww la nature humaines technologique 


Les réponses des exercices récapitulatifs et des problèmes de 
synthèse, à l'exception de ceux notés en rouge, sont fournies à la 
fin du manuel. 


1. Compléter le tableau suivant en choisissant les termes appropriés : croissante (Cr) ; 
décroissante (Déc); ni croissante ni décroissante (n Cr et n Déc) ; bornée supérieurement (B S); 
bornée inférieurement (B D) ; bornée (B) ; non bornée (n B) ; convergente (C) ; divergente (D). 


Cr; Déc; BS;Bl; . 
ei | peer LODEL BSBE | ma | CD 
nm 

L. {- + 5 
b) {-1, 1, -1, 1, -1, ...} 
ë {er 
n 
d) {1,-2,3,-4,5, ...} 
€) {2} 
-3 -6 -3 -12 -1 
f) E s 3, , 3 | 
4 5 2 7 8 
ex) 
+ a 
re 
-25 -125 -625 
h 5, —, —, ——, -625, … 
) fs 2 3 4 ee | 
n 
»p-2 
(-2} 
{ LEA | 
1) 9/4 8° 16° …. 
k) {sin n} 
à a 
5 9 13 17 21 
n E-c7 
n 3 
n) fr 7, La L Le ei 
2 6 24 
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2. Enumérer les cinq premiers termes des suites 


suivantes. 
n 
a) a = leta — our ñn = 2 
l i+a | 
D = a a GS pour =" 


. Soit la suite {a, } définie par 


1 
aa Sen sn ue 1, et la 


suite {b,} définie par b, = a, — 10 pour n z 1. 


i) Exprimer b,, en fonction de b. 


ii) Exprimer b et a en fonction de n. 


bi =26ta a ch 2r pour =" 


Has I 
i) Trouver a, 


ü) Exprimer a, en fonction de n. 


c) DES ROC TR mt, 
pour n = 1. Déterminer: 
i) Loic ii) door iii) Lois 
— — = 
d'a =20eta., re pourn= |. 


i) Trouver a,,, 


ü) Exprimer a, en fonction de n. 


. Déterminer le terme général a, de la suite {a} 
et évaluer lim a. 


n—+0ce 


De 
2NESSISRS 
ee) 

D 7 
d) 15025: 01: 00625004 
LL 1-1 1210) 


1j) 42h 8b 1628-02 2117, al 


. Pour chacune des séries suivantes, trouver 
une expression pour S, déterminer si la série 
converge (C) ou diverge (D) et donner, si c’est 
possible, la somme S de la série. 


2 
pi > CE — DCE+D 
D JE G+D) 


i=1 
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6. à) 


d) 


a /1 1 
De en 
€) Ÿ C1) 2i 


i=1 


” > cos Û É è + )] 


Déterminer le 50° terme a., d’une série arith- 
métique où a — 45 et d — 3, et calculer S.,. 


b) Déterminer a et d si a, = 80 et a., = 2a,. 


c) Évaluer S si 


SDS SP SIE PAIE 288295 


d) Si l’on insère m nombres entre -27 et 63 
de façon à obtenir une série arithmétique, 
déterminer la raison d en fonction de m. 


e) Une série arithmétique de 1525 termes a une 
raison de 0,01. Si la somme des termes de la 
série est 945,5, déterminer le premier terme a 
de cette série. 


7. La somme des n premiers termes d’une suite 


arithmétique {a,} est donnée par la formule 
S, = 3,5n° — 2,5n. Les termes da, eta,, de 


cette suite sont les termes consécutifs d’une série 
géométrique. Trouver la valeur de k ainsi que la 


valeur des termes PNTQNTE 


8. a) Au début de chaque année, Sophie dépose 


"4 


( (s) ) 
| 
E2D 


1000 $ dans un compte dont le taux d’intérêt 
nominal est de 2 %, capitalisé annuellement. 

Déterminer le montant V accumulé à la fin de 
la dixième année. 


b) Déterminer le montant M à déposer au début 
de chaque mois dans un compte dont le taux 
d'intérêt nominal est de 2,4 %, capitalisé men- 
suellement, pour acheter une automobile de 
20 000$ à la fin de la troisième année. 


c) Une rente perpétuelle est une suite de 
versements, échelonnés de façon régulière, 
commençant à une date déterminée et 
continuant sans fin. La valeur actuelle A 
d’une rente perpétuelle est donnée par 

= 


À = > V(I + 5), où V'est le montant du 


versement périodique et i, le taux d’intérêt par 
période de capitalisation. Déterminer la valeur 
actuelle d’une rente perpétuelle de 100$ 
versée mensuellement si le taux d’intérêt est 
de 1 %, capitalisé mensuellement. 


9. 
w 


) 
4 


© 


© 


10. 


11. 


Geneviève et Sébastien s’entraînent pour une 

%) compétition régionale. La première semaine, 
Geneviève s’entraîne pendant 8 heures et décide 
d’augmenter le temps qu’elle consacre à son 
entraînement de 75 minutes à chaque semaine. 
De son côté, Sébastien s’entraîne pendant 
7 heures au cours de la première semaine et 
décide d’accroître de 10 % par semaine la 
durée de son entraînement. 


a) Déterminer le nombre d’heures consacré à 
l’entraînement, à la dixième semaine, 


1) par Geneviève ; 11) par Sébastien. 


b) Déterminer le nombre total d’heures qui 
aura été consacré à l’entraînement, pendant 
les 15 premières semaines, 


1) par Geneviève ; 11) par Sébastien. 


c) Déterminer la semaine à partir de laquelle 
le nombre d’heures d’entraînement de 
Sébastien dépassera celui de Geneviève. 


d) Déterminer la semaine pendant laquelle le 
nombre total d’heures d’entraînement de 
chacun sera identique. 


Déterminer si les séries suivantes sont des séries 
géométriques ; si oui, donner la valeur de a et 

de r. Calculer, si c’est possible, la somme S de 
chacune des séries. 


+0 


b > C1 & +1 


ae il 
7 9 n=0 


d) D cos (n7T) 


+00 _ A +00 _] 
o > (<) np. 


FR ee PC 
7 49 343 2401 
Here = eee ir 


1,1 ere 


1) J Î 
2 4 6 8 10 
D m+T+T+T+T+ 
2 8 16 


Calculer, si c’est possible, les sommes suivantes. 
Il 1 1 1 


+ + 
Vo MON 0 


b) > [2 1 es 


a) 1 


C) i) D 


n=1 


d)i) > 
e) i) > 


iii) 5 
f) i) > 


BE 


1i) S 


n=1 


HE wE( 


iii) > (2) 


(2 


ÉRECR 


Ge OR 
= 0 


ben 
DE | Ge se |) 


pen 
DT Ari) 


ii) D (60 — 3k) 


g) ÿ) D (60 — 3) 
iii) D (60 — 3k) 
hi) > AK!) ii) D AK!) 


. En supposant que chaque consommateur ou 
# chaque société d’un pays remet en circulation 


80 % de chaque dollar entrant en sa possession, 
déterminer combien de dollars supplémentaires 
seront dépensés si le gouvernement injecte 

6 000 000$ dans la population afin de stimuler 
l’économie. 


. Gilles et Pierre héritent de un litre d’un liquide 
très rare de leur père. Les directives paternelles 


sont les suivantes. 


«Gilles, tu prends un tiers du liquide et tu 

le places dans ton pot. Pierre, tu prends un tiers 
du reste du liquide et tu le places dans ton pot. 
Gilles, tu reprends un tiers du reste et tu 


l’ajoutes au liquide déjà présent dans ton pot.» 
Le partage se continue ainsi. 


Déterminer la quantité totale de liquide dont 
chacun hérite. 


. Calculer la somme des séries suivantes. 


: 1 1 . 1 1 | 1 1 

2 3 4 9 & 27 
D 1 1 1 1 1 1 
4 8 16 32 64 128 
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15. 


16. 


17. 


402 


D 
JS 9 25 27 DS. Si 


d) Une série telle que a, = 1, et pour 


du 
2n+1 3 é 


= 2a 


2n PI | 


n=]l,a 


Soit un carré dont la longueur des côtés est 

égale à 6 cm. Nous formons un nouveau carré 
en joignant successivement les points milieux 
de chaque côté, et nous répétons ce processus 
pour chaque carré obtenu. Calculer la somme 


a) des aires de tous les carrés; 
b) des périmètres de tous les carrés. 


Soit un mobile partant du point R(1, 2) et se 
déplaçant indéfiniment selon le trajet suivant. 


L 
y 4 
(mètres) l 


X 
(mètres) 
a) Déterminer le point P(a, b) d'arrivée. 
b) Déterminer théoriquement la distance D 


parcourue par ce mobile. 


Déterminer si les séries suivantes convergent (C) 
ou divergent (D). 


S n(inn) S C1} 
él > PEN] DD er 
+0 3 +co : 
D 2 n Dee 
… a k : a -] n 
EE 
n\{n + 1)! a (GE)! 
> Cm D Z+1r 
n'+ 6n 


+00 +00 2 
m) > n) DIE = 2) cos ñ 


n=l 
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18. 


19. 


20. 


21. 


Déterminer si les séries suivantes convergent (C) 
ou divergent (D). Dans le cas des séries 
géométriques, calculer, si c’est possible, 

la somme S. 


D 3e 
DE D. 
e) DE f) DE 
8) > ( £F i h) > = 
DS DD 
DE : > Fe 


Déterminer si les séries suivantes sont conver- 
gentes (C), absolument convergentes (A C), 
conditionnellement convergentes (C C) ou 
divergentes (D). 


c) > Ce d) > #2 n(4) "7? D 
S n! S CDtink 
9 DE Dr 


a) Évaluer approximativement la somme S des 
séries suivantes pour le r donné et calculer 
l’erreur E maximale commise. 


SES 
 k+2 
ii) Dee où n = 4 
k=1 
cos (kTr) 


b) Déterminer, pour la série » B 
la valeur de n a d’ She 
approximativement $ avec E < 10. 


Déterminer l'intervalle 7 de convergence et le 
rayon r de convergence des séries de puissances 
suivantes. 


a (4) (x + 2} CU 
) > k D Ÿ k(k + 1) 


d) ÿ (In k) x* 


c) D (In k) x* = 


KES); 
* Sn. (2k!) 


+00 k k 

JDD () oc): 
un 

22. Soit les fonctions f, g et h suivantes, ainsi que 


des DE de Maclaurin associés. 
a) fQ) = re. PREStE NC 


f) > — 4)t 


b) 8 =e 


c) AG) = sin (3x); P, 


PAR "RP PerrPesur|EAt 
P., P.et P. sur [0, 7] 


Pour les fonctions f, g et h précédentes, 


1) donner la formule de Maclaurin ; 

11) développer la fonction en série de 
Maclaurin à partir de la définition, 
déterminer l’intervalle 7 de convergence 
et le rayon r de convergence ; 

() iii) représenter dans un même système 
d’axes la fonction ainsi que les 
polynômes indiqués. 


23. Soit f(x) = In (1 — 2x). 


a) Donner la formule de Maclaurin de f avec 
n = 4 et utiliser le développement obtenu 
pour évaluer approximativement In (0,5); 
déterminer l’erreur maximale E commise. 


b) Développer f en série de Maclaurin à partir 
de la définition, déterminer l’intervalle de 
convergence et le rayon de convergence. 


© c) Représenter dans un même système d’axes f 
ainsi que les polynômes P, P,, Pet P. 


24. Donner le développement en série de Taylor 
autour de la valeur a donnée des fonctions 
suivantes et déterminer l’intervalle 7 
de convergence. 


a) f(x) = sin x, a = : 
b) f(x) = e,a=1 


o fa = 22 


,a=2 
2, 


25. 


26. 


27. 


29 


d) f(x) = sin 2x, a = T 


e) f(x) = cos, a = TZ 

2 

Écrire les quatre premiers termes non nuls 
du développement en série de Maclaurin 
des fonctions suivantes en utilisant des 
développements connus. 


GE ee b) f(x) = sin x cos x 
c) f(x) = e’ sin x d) f) = = 
Soit (0) = [ Es _ 


a) Développer f(x) en série de Maclaurin et 
déterminer l’intervalle 7 de convergence. 


b) Calculer approximativement f(0,5) avec 
une erreur maximale E = 10"#, 


Calculer approximativement les intégrales 
suivantes avec l’erreur maximale E donnée. 


1 


0,1 
b | cos VXx dx, où E = 107$ 
0 


me. où E = 10 


. a) Certaines personnes atteintes d’une maladie 


doivent prendre une dose quotidienne 

de 20 mg d’un certain médicament. Si, 

chaque jour, l’organisme élimine 25 % 

du médicament présent, 

1) déterminer la quantité de médicament 
présente dans l’organisme après 10 jours ; 

11) déterminer la quantité maximale de 
médicament présente dans l’organisme 
d’une personne qui doit prendre ce 
médicament le reste de ses jours. 


b 


7 


Si, par contre, une personne prend une dose 
de 10 mg aux 12 heures et que l’organisme 
élimine 25 % du médicament présent entre 
chaque dose, répondre aux questions i) et ii). 


+00 


. a) Sachant que > a, est convergente, avec 


k=1 
+00 
a, = 0, démontrer que >» a; est aussi 
Fi 
convergente. 


b 


= 


La réciproque du résultat précédent est-elle 
vraie ou fausse ? 
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Problèmes de synthèse 


1. Déterminer, en évaluant la limite, si les suites Calculer le pouvoir d’achat d’un travailleur 
suivantes convergent ou divergent. au 31 décembre dans les deux pays, lorsque 
| 7) HENRI D SR ENS 
a) {n sin — 
ke 3. a) Soit la suite {| a, |} décroissante telle que 
b) {Van} aa, =?,a +a 2. = pour n = 3. 
PANNES RCE 
c) {Vn+1- Va} Déterminer les cinq premiers termes de cette 
FÉES er Le 
) - b) Soit la suite {a, } telle que a, = 1,4, = 1 
1 1 
n eta =— Lu our ñn > 2. 
e) (=) @. 4 2 3 n-1P it 
n ES 


Déterminer » a. 


2. Soit une suite f telle que RE 


+ il) = = 
oY. (0) — 100 et @ nn f@) _ k, où 4. Soit la suite {a } telle que 
n= da. 1 (HS) 1 SS : 
= où 
Nous appelons la valeur réelle k le taux de crois- DV 2 V5 2 
sance de f, et la valeur f{(n) l’indice de f pour la 


a correspond au nombre de paires de lapins 
valeur n. ER ; Re : 
après ñ mois (voir Fibonacci, page 318). 
a) Exprimer f(n + 1) en fonction de f{n) et 


de k. Déterminer f(1), f(2) et f(3). 
b) Exprimer f{(n) en fonction de k et de n. 


c) Dans deux pays, À et B, nous considérons 
la suite S des salaires et la suite P des prix. 
Ces deux suites obéissent à une loi de la même 
forme que la suite f précédente, maïs avec des 
taux de croissance différents. S(n) et P(n) sont 
respectivement l’indice des salaires et l’indice 
des prix au 31 décembre d’une année où 
n = 0, 1,2, 3, avec S(0) = P(0) = 100. 
À l’aide du tableau suivant, 


Pays À | Pays B 
Taux de croissance 
des salaires us VE a) Déterminer a, a,, a,, a, et a... 
Taux de croissance 0.04 0.00 b) Démontrer que a, est le terme général 
des prix . ? de la suite de Fibonacci. 
calculer, pour chacun des deux pays, l’indice 5. a) Soit la suite {a } telle que a, = 2, a, = 3et 


des salaires au 31 décembre de la 6° année. 


a, —=a,_,a,_, pour n > 2. Exprimer a en 
d) En combien d’années les salaires auront-ils fonction des termes de la suite de Finonacci, 
doublé ? MEME ou ee 
e) Le rapport S@) détermine le pouvoir d’achat b) Si a, b, c et d sont quatre termes consécutifs 
n de la suite de Fibonacci, déterminer k tel que 
d’un travailleur au 31 décembre de l’année n. (cd — ab} = (adÿ + (kbc}). 
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c) Donner les dimensions du triangle rectangle 
obtenu en utilisant les quatre termes consé- 
cutifs suivants de la suite de Fibonacci: 


D Ds on à 
D Dole à 


. La somme des termes d’une série géométrique 


des cubes de ces termes est 81. Déterminer la 
somme $ des carrés de ces termes. 


7. Pour chacune des séries suivantes, trouver 
une expression pour S, déterminer si la série 
converge (C) ou diverge (D) et donner, si c’est 
possible, la somme S de la série. 

ee 
a) > CD 
j=1 


b) © (-1)/2j 


il 


3 + 4 + 1 + 
C) ; 


_ 2 
d = à 
>) 


. a) Le deuxième terme d’une série arithmétique est 
192 et la somme des cinq premiers termes 
est 920. Trouver le nombre n de termes tel que 
$ — 2072. 


b) Le 9° terme d’une série arithmétique est 7. 
De plus, nous avons S, — 75. Déterminer le 
premier terme et la raison de cette série. 


9. a) La représentation suivante 
illustre un triangle équilatéral 
contenant une infinité de 
cercles tangents au triangle 
et aux cercles adjacents. 
Sachant que le rayon du 


cercle C, est 1, 

1) déterminer la somme S des circonférences 
de tous les cercles ; 

li) déterminer le rapport À entre la somme des 
aires de tous les cercles et celle du triangle. 


12. 


b) Soit un triangle équilatéral contenant n rangées 
de cercles de rayon 1 disposés de la façon 
suivante. 


10. 


11. 


1) Calculer le rapport À, entre la somme des 
circonférences de tous les cercles et le 
périmètre du triangle lorsque n — +co. 

üi) Calculer le rapport R, entre la somme 
des aires des cercles et l’aire du triangle 
lorsque n — +co. 


Vous tapez des 

mains, Vous attendez 

1 seconde ; vous reta- 
pez des mains, vous atten- 
dez 2 secondes ; vous 
retapez de nouveau des 
mains, Vous attendez 

4 secondes. Vous conti- 
nuez ainsi en prenant 
toujours 2 fois plus de 
temps entre chaque 
tapement. Si vous répétez cette opération 
pendant un an (365 jours), déterminer le nombre 
de tapements que vous effectuerez. 


Déterminer si les séries suivantes convergent (C) 
ou divergent (D). 


+09 


D 2 D 
& On)! On) 
9 2 y Dr 
Dr s Den 


Là 


h) Ÿ 


NET D VENT 
_ Le à 
) D (n)! D 2 nl} 

1 
D 2 DE x 


Démontrer que les séries suivantes convergent 
et donner la valeur de S. 


Jos 


i=1 


10' 


b > À. où ke {2,3,4,...} 


i=1 


(82 


n on! 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


406 


Déterminer l'intervalle de convergence J et le 
rayon de convergence r des séries de puissances 
suivantes. 


LS 1 -1 +11 x£ 
D = 155 


= — ht 
DE CD a>0etc>0 


k=0 C 


Déterminer le rayon de convergence r des séries 
de puissances suivantes. 


SONT EL 
DE 


Déterminer pour quelles valeurs de x les séries 
de fonctions suivantes convergent. 


D Deer k(3x 


k=1 


DE 


Te D 


b) DE klx* 


k=1 
= 


+00 +00 
. 2 _p 
Soit les séries > E et > ke”. 
k=1 k=1 
a) Vérifier à l’aide du critère de l’intégrale que 
les séries convergent. 


b) Déterminer les valeurs respectives b et c du 
corollaire du critère de l’intégrale, telles que 
Le 


b= > a, = c, pour chacune des séries. 
k=1 


) c) Evaluer les sommes précédentes à l’aide 


de Maple. 
Déterminer jo quelles valeurs de p 


la série pee K(In _. COnvEerge. 


k=2 
Déterminer les valeurs de x telles que: 


DE _ 


n=l 


CD x = T 
D Ÿ On) =Hoxe lo 


n=l 


©) ae \5 


n=0 n! 


a) À partir de quelle valeur c pouvons-nous 
appliquer le critère de l’intégrale pour 


ANT 2) 
la série © =? 
EE en 
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20. 


21. 


22 


23. 


24. 


dx pour la valeur de c 


an | 


b) Évaluer Ie 
c € 


trouvée en a). 


c) Déterminer si la série donnée en a) converge 
ou diverge. 


Soit f(x) = e“,où x E Lo 1 Calculer 


approximativement, à l’aide des trois premiers 
termes du développement approprié, 


a) l’aire de la région comprise entre la 
courbe de fet l’axe des x, où x € Lo 1 


et déterminer l’erreur maximale commise ; 


b) le volume du solide de révolution engendré 
par la rotation de la région précédente 
autour de l’axe donné et déterminer l’erreur 
maximale commise. 


1) Autour de l’axe des x. 


ii) Autour de l’axe des y. 


Les 5°, 7° et 12° termes d’une série arithmétique 
sont des termes consécutifs d’une série géomé- 
trique. Déterminer la raison de cette série 
géométrique. 


Soit une série géométrique telle que a, + a, = 60 
ÉD RE A ne CC ON 
Déterminer a etr. 


Soit a, 4, 4, &,, @., les cinq premiers termes d’une 
série géométrique de raison r, où S — a, + a.et 
s = a, + a, Si nous posons a, = kK,oùKk > 0, 


a) démontrer que 5° = &S + 24°. 


b) Déterminer r et a, sis — = et S — = 


Gilles et Pierre lancent 

à tour de rôle un dé régu- 
lier à six faces. Le jeu se 
termine lorsqu'un joueur 

obtient un 6. Déterminer 

la probabilité que Pierre 

gagne si 


a) Pierre commence à jouer; 


b) Gilles commence à jouer. 


25. Soit un carré dont la longueur des côtés est égale 
à 1 mètre. Sur chaque côté, nous construisons 
un carré dont le nouveau côté mesure le tiers 
du côté initial. Sur chaque nouveau côté, nous 
construisons un nouveau carré dont la longueur 
est le tiers du côté précédent, et ainsi de suite. 


a) Déterminer l’aire totale À de la région 
obtenue. 


b) Déterminer la longueur totale L de la courbe 
qui entoure cette région. 

c) Déterminer l’aire À, de la région et la 
longueur L,, de la courbe après 10 étapes. 


26. Soit f(x) = x cos x. 
(© a) Représenter graphiquement la courbe de f. 
b) Calculer les aires A,, A,, À, et À, si 


57 Ia 


T “ 
25 — Due —_— 
A rt 


2 2 2 


97 
2 


37 
Ho 7" 


et en déduire A 


27. 


28. 


29. 


© 


c) Trouver l’aire À entre la courbe de fet l’axe 
ë TT 
des x, Six e É #7 


d) Déterminer une expression de l’aire totale À, 
entre la courbe de f'et l’axe des x si 


= É Grie| oùne {1,2,3,...}. 
D 7 


Soit le nombre complexe i défini par © = -1. 


a) Utiliser les développements en série de e”, 
sin x et cos x pour exprimer e” en fonction 
de sin x, de cos x et de i. 


b) Déterminer la valeur de eï. 


Démontrer par l’absurde que le développement 
en série entière, où r > O, d’une fonction f est 
unique sur son intervalle de convergence, si la 
fonction est indéfiniment dérivable. 


a) Démontrer que la suite 
1 
a po 
d 203 n 
est convergente. 


| b) La suite {a,} précédente converge vers 


une constante notée y et appelée «constante 
d’Euler». Déterminer approximativement 
cette constante y, où 


y = lim (> +- nu} 


+ = 
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CORRIGÉ 


CHAPITRE 1 


Exercices préliminaires (page 3) 


1. a) 1 b) sec? x 
sin 4 cos 0 1 1 
2. b él) = 
il cos 0 ) sin 4 © cos 0 ) sin @ 


3. a) 30°; Trad 
a) 6 ra 


c) 90°: Trad A 20e on 
2 3 
e) 63,43...°; 1,10... rad f) 45°; rad 
4. à M=@ b) 0 
Co d) log, M + log N 
e) log, M — log, N f) klog, M 
g) mM=InN D ne ni 
£ In a 
5. 4) a =a, b) aa,=-1 
! _ 86)=40i) _ S1=9 _ 
6. a) i) m.. = h 6 7 


ainsi y = 7x + b 
En remplaçant x par -1 et y par 9, nous obtenons 
9 = 7(-1) + b, donc b = 16 
d’où S: y = 7x + 16 
ii) Puisque la tangente est parallèle à la sécante, il faut 
résoudre 
FO=T (Gr, =") 
6x — 5 = 7, donc x = 2 
En remplaçant x par 2 et y par 3 dans l’équation 
y = 7x + b, nous obtenons 
3 = 7(2) + b, donc b = -11 
d’où T:y = 7x— 11 


ve -1 23 
Ven 
ii) N:y 7 x 7 
b — 
b) y = 100 (x — a) + f(a) 
. = 45; 
LH ct 
3x2 = 
b) Le GED: 0 (forme 0 
L = 12 ( d 0 
Ut con 
3 = 12 3(x — 4) : 
le der = lim HEUES (en factorisant) 
: 734 x) 
= lim 
x-4: (4%) (4 — x) 
_, 4 -3 (en simplifiant, 
Marx cr4-1#0 


-3 
= +00 (rorme _ 


b) Non définie; non définie 


10. 


el +00 
d Hp mr = ( | 


X—+00 x — 4 


Piel x 


(en factorisant) 


RM — Ci 


5 7 1 
$ (en simplifiant, 


> ne 4 car x À 0) 
1 = 
(3 
= 5 (en évaluant la limite) 
= Î| 0 
e) lim À (ind ï 
xl 0 
x 
= {| = Ge Ses il 
lim : = lim E ÈS ) (en effectuant) 
xl 


y mi (A — x 
en 


_. x(x — 1) + x +1) 
xl (1 — x) 

D. xx — D +x+1) 
xl -œ — 1) 


(en simplifiant, car 


= Jim -x(x + x +1) 1-0 


x—1 


=-3 (en évaluant la limite) 


Din ( d 7) 
im ind. 
x—3 Vx + 3 0 
0 = 6 ES) 
lim = lim 
23 Via V3 3 \V-V3/ Vs + v3 
=, 
Le 9)(Vx + V3) 
x=3 CS) 
(en effectuant la multiplication au dénominateur) 
sn {35 (x + 3) (Vx + V3) 
x—3 


(en factorisant (X — 9)) 


= Jim (+ 3)(Vx + V3) 


43 


= 12V3 


(en simplifiant, car (x — 3) Æ 0) 


(en évaluant la limite) 


. à) i) fest continue sur [-5, 3] 


ii) fest discontinue sur [3, 5] 
b 


= 


i) gest discontinue sur [0, 2] 
üi) gest continue sur [0, 1] 

iii) g est discontinue sur [1, 2] 
a) f b) r 
a) 0 b) 1 


c) getr 


C) +co €) +co -co 


d) -co 


T : È 
9 7 Die D0 j) 0 ES) = 1) 


Exercices 1.1 (page 12) 


5 6 


1 a) CD = 2 = —— 


Vs 

b) f'() = -42(1 — 71) 

c) g'(x) = 5(x — 2} (7x + 3) + (x — 2) 7 
= (x — 2) (42x + 1) 


Dv-Z2d-#-@-3)2 | 2% 
) n (4 = x} (4 = 2) 
(-1) 512(24 — 7 
D = ISF VA — ++ 56 = 
9 v0 : a NE 
1 | 3(1 — 3x) — (-3)(1 + 3x) | 
(1 — 3x? 


= 3% 


: ee 3 3 
TE Tr ec) 
g) H'(u) = 18[@2 — 5} + 7] [8G2 — 5) 2u + Tuf] 
2ax(a + x} — ax 3(a + x) 2x 


h ! — 
) f'@) ee. 
__ 2ax(a — 2x) 
(GR 
dy _ -4 
dx (e' — e*} 
dy x 
= ——_— + 3 
b) re Fe 4x3 In3 
d 
C) À 2 sin x e** In sec x + e°** tan x 
dx 
d dy _ cos (In x) 2 
dx x 
dy sec x tan x + sec? x 
e) = = sec x 
dx sec x + tan x 
d 1 
p © 


dx xinl0Inx 


cos VO sin @ 
2V0 2V cos 0 
b) g'(u) = 16utan (2u? — 1)sec? (24°? — 1) 


: -] | = i 
CRAN se : ]cot : | 


. a) x'(0) = 


d) y’ = 2 cos 2x cos (x? — 3x) — (2x — 3) sin 2x sin (x? — 3x) 


5 sec (5x — 4) tan (5x — 4) 
: 3 Vsec (5x — 4) 
Sa V/sec (5x — 4) tan (5x — 4) 


f) g'(x) = -cse2 (6 + sin x?) [3x2 + 2x cos x?] 
= 3 


e) f'@ = 


8) FO = CET: 
(1 + 

h) g'(@) = ne 

1 — @Y ee [o] 7e 

ce = 
= mm — EU 
CS re 

_ 4 

j) HO = 


Qx=1)V@x- 171 xVe-1 


k) f'@ = 


3(Arc sec x}? Arc cot (x? — 1) 2x(Arc sec x} 


V1 TRUE 
D 0 3(Arc sin f) | 3r? 
12 ni T 
4. à) Il faut d’abord trouver où la courbe de f coupe l’axe 


b) 


5 a) 


b) 


c) 


d) 


des x, c’est-à-dire résoudre : 
fQ@) = 0 

== G= 0 
x(x + 2)(x — 3) = 0, d’où x = -2, x = 0 ou x = 3 
Aünsi b = -2, car b < 0 
Équation de la tangente : 
Sachant que f(x) = 3x? — 2x — 6, nous avons 
Dean = C2) MIT 
Soit (x, y) un point de la tangente, 
y —fC2) 


alors en) = f'(-2) 
ÿ=0 _ 
2 ni 


d’où y = 10x + 20 


Équation de la droite normale : 


Ds 
=) ff 
HEUS AL 
x+2 10 
-1 1 
d'oùy= Er 


Sachant que m = f'(a) = 7,75 


tan (a, f(a)) 


il faut résoudre 3a? — 2a — 6 = 7,75 


3a? — 2a — 13,75 = 0 
donc a = 2,5 (a = — à rejeter) 
d’où le point cherché est P(2,5 ; f (2,5)) 
c’est-à-dire P(2,5 ; -5,625). 

(4x? + 9ÿ?)' = (36)' 


8x + 18yy' = 0, d’où y’ = ee 
9y 
(3x2y — 4xy2)' = (9x + 5y)' 
6xy + 3xy' — 4y? — 8xyy’ = 9 + 5y' 


32x2y' — 8xyy' — 5y' = 9 — 6xy + dy? 
y'(Bx2 — 8xy — 5) = 9 — 6xy + 4y? 

= + 2 

= 9 — 6xy + 4y 


Fe = y s 
(e**+ sec e*) = (3x)' 
et: sec? x + sec e’ tan e” e’y'= 3 
Sr iSecir 
LOU 
Ÿ e’ sec e’ tan e” 


(VS A) = (Gi + 


2x +2» _e He CN 
2VE+E | y 
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5. (suite) 
e) ( cos x)'= (7x? — 3x cos y) 


y' cos x — y sinx = 14x — 3 cos y + 3x sin y y’ 


y’ cos x — 3x sin y y’ = 14x — 3 cos y + ysin x 
y’ (cos x — 3x sin y) = 14x — 3 cos y + ysinx 


14x — 3 cos y + ysin x 


d’où y’ = = 
De cos x — 3x sin y 
n) (in @ + y)" = Ge) 
DR prune 
ae y'e' + ye 


2x + 3yÿy' = y'e(x + y) + ye(e + y°) 
3yy" — y'e(e + 7) = per + y) — 2x 
y'(GBy? — 2e — pe) = xye* + yle' — 2x 
Xye* + yle’ — 2x 
3y? — x?e* — ÿ°e* 


d’où y' = 


6. a) Façon 1: En calculant la dérivée de chaque membre. 


Ro) 


Peÿr. ya 


x?y + y 


Le 3 + 3) a RE RENTREE ee 
y +y= Qxy + x)y, d'où y DEEE 


Façon 2: En transformant l’équation initiale. 
= (pour x #0ety#0) 
@ = GY 


4 à ! 2x 
2x = 3y-y', d’où y’ = 


a. 
Façon 3: En isolant y de l’équation initiale. 
2 2 
y = x*, d’où y'= 
3Vx 
b) i) En remplaçant x par 1 dans x? = y, 
nous obtenons 1 = y*, donc y = 1 


1) 5 
ii) En remplaçant y par 4 dans x? = y, 


d’où y’ 


nous obtenons x? = 64, 
donc x = -8 ou x = 8 
-] 1 
d’où y’ = — et y’ = 
he C84 3 de BY à 
PS TCOS x, Le 
7. a) y LL. > ÿ (8.3) 1 
LE te à À — 
b) y ae 2. 2 
+ y te EE 
x + y(x + y} Dao 4e Sy 4 Il 
Ur mr. 
(2e, 2) 
; DAS 
ch = im 0 Re louy=0 
d’où y’ = -let y’ = 1 
(0, 1) (0, 0) 
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8. y 


10. 


11. 


SP XVe y — D 2 7e 
5x 7 4+x 7 7 +4 


Si y = 1, alors x = 1 ou x = 4 


D 


d’ S l 3 t ‘l 3 
où =-e = 
: &n À . an 20 
2 j : 3 2 
Equation de la tangente au point (1, 1): y, = 5 ie 5 


8 
Equation de la tangente au point (4, 1): y, = 30 5e 2e 5 


n _ 6xy + 6x7" + 6ÿy +690)) , y 
a) y : = et y 0 
de 855 @ 1) 
x(y'} sin y — 2y' cos y 
b = ty" Ur 
» XCOS y Lou &n 9 
c) y =2y + (2x —1)y'ety"| = 3e 


(Le) 


Puisque y”’\1,2 > 0, la courbe est concave vers le haut au 
point P(1, e). 


a) ny=Inx"* 


In y = sin x In x 


y sin x 
— = Cos x In x + 
y 


e - sin x 
d’où y’ = a (cos x à <+ 
x 


b) f'@ = (x + n-a(2 In (3x + 1) + = 


3x + 1 


) v'(8) = (sin 07 {-sin 9 In (sin 8) + 28 
C) v — (sin sin n (sin Sn 0 


2x* ]n x 
= Dxûnx— 1) In x 


d) g'@ = 


e) x'(f) = (In D (m (In à) + a) 
nf 


f) y'= or [e In x + <) = eur in x) 
x | 


a) y = x(sec x)' 
In y = In (x(sec x)") 


In y = In x + x In sec x 


! 


D 2 + In sec x + 


y X Sec x 


x sec x tan x 


1 
d’où y’ = x(sec »" | = + In sec x + una ) 


b) Puisque x? = y' 


ynx=xMmy 
y'inx+2=imy+? 
EG 
d'où! _æmy=y _ yœimy—y) 


xyInx—x?  x(yInx— x) 


c) Puisque y = x”, alors In y = x* In x 


ainsi = (x*)' In x + x (In x)’ 
io _ Ga) 


d’où y’ = x%%{x (1 + In x) In x + x°= 1) 


11. (suite) 
d) Puisque y = (x) = x, alors In y = Inx° 


Iny=x1nx 


ainsi = = 2x In x + 


d’où y’ = (x) (2x In x + x) 
12. Déterminons d’abord le point d’intersection des courbes. 
En remplaçant y, par 3VX dans 2x + y; = 11, nous obtenons 
DE pa = ill 


2x + 9x — 11 =0 
(2x + 11)(x —1) =0 


d d 
13. à) nn (GE SE 2) = e (141 054) 
d 
LEE 


d 
Où + Sy? + 10xy + GE = 


dy J 2 — 2) 2 
a (10xy + 6y°) = -9x? — 5y 


dy __ -(Ox +5y) 
dx 10xy + 6 ” 


nombre d’ouvriers à temps partiel 


exprimée en - —— - 
nombre d’ouvriers à temps plein 


La dérivée étant négative, cela indique que lorsque x 
augmente, y diminue. 


-11 . b) dy __ -9(32) —5(15)  -10 341 
doncx= Il En à rejeter, car V/x est défini sur [O, +co[ dx 15  10(32)(15) + 6(15} 6150 
En remplaçant x par 1 dans y = 3V%, nous obtenons ÿ— 3 d'où dy 1681 nombre d’ouvriers à temps partiel 
Où —— —-],681... = = = = 
Ainsi, le point d’intersection des courbes est le point P(1, 3). dx |.15 nombre d'ouvriers à temps plein 
Déterminons si les courbes sont orthogonales au 
point P(1, 3). ; : c) ue 19.0 RES +29 = 141054 
To REP n ER x xXx°y P20%\e 
0) = (vx) vi CO nt = 141054, x = 0.40, 
3 3 (équation de la tangente à la y=0..50, color = orange, 
De plus T: y = D de 7 ‘ ous 410 Co P(1, 3)) scaling = constrained, 
Ge +») = (1 Me view = [0..40, 0.501): 
4x + 2y,y, = 0 ñl 4 À 
d eo) =) 14 (P + — JC 0,02 ] = 7,84 
y! = donc y! = cel V? pe) 
k (3) 
: 11 (équation delat te àl ( nl 0.02) + (P + A 0 
Re 11 (équation de la tangente à la = j Ne = 
De plus T,: y 3 * hs 3 ie HU) V° dP V? } dP 
É 3/22 dv 0,02 — V 
Puisque le produit des pentes est égal à -1, G (5) = 1) dP (e à 0,16 . 
ñ 2 
les courbes sont orthogonales au point P(1, 3). d 
dV 0,02 — 1 
with(plots) : dP a 4+ 0,16 —4) 6,125 
c:=plot(3 : Vx,x=0.3, 
y= 0.4, color = orange): d'où —| —=-6,125 cm'/Pa 
cl :=implicitplot( + x + y = 11, 
x=0.4,y=0.4, color = blue): 
2: pli : x + Se °X+ PI ; 1 
°) DES 3 
MÉUPSPME UPS Color green) à 
p :=ploi({[1, 3]], style = point, 
symbol = circle, color = black): 
display(c, cl, c2, p, scaling = constrained) ; 
Exercices 1.2 (page 19) 
1. 2. a) dy = (4 — 4'In 4) dx 
b) noie sue «e 
0? 
su 
= ———— dt 
Dee 
2ue“ 
d) dy = Le Arc sin uw? + — du 
Vi-w 
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2. (suite) 
e) ds ë d. 
= Z 
zinzV(Inz} — 1 
4f 
f) dv 


D Do 

1 
. a) du = (12x° — 6x) dx, d’où (6x? — 3x) dx = 7 du 
b) e* cos x dx = e" du 


c) e* cos x dx = du 


ST 
1 —e* 2VI1 - w# 
4t+8 2 

PS 
At +8 

f) ere = 4 du 

. a) Ay = (3,41) — (3) : dy =f"G) dx 

= VAI - V4 = 41 
= 2,1 —2 | 2V4 
=0,1 !  =0,1025 

b) Ay = g(-2,5) — g(-2) = 0,1 


dy = g'(-2) (-0,5) = 0,125 (car g'(-2) = -0,25) 


5. a) 1) Soitf(x) = VX 


2) Choisissons = sDeicrs ÙS 


1 1 
3) f'@) = —=>, d’où dy = —— d 
PS or 


4) V31,5 = Ÿ32 + dy 


=2 + Ve (0,5) 
d’où 131,5 = 1,99375 
b) 1) Soit f(x) = In x 
2) Choisissons = 1 et dx = 0,1 


(x, = 32 et dx = -0,5) 


eo 
3) F9 = d'où dy = "dx 
4) In (1,1) = In 1 + dy 
1 
=0+--(0,1) Ge ER) 
d’où In (1,1) = 0,1 


6. a) L(x) = fG) + f'(3) x — 3) 


1 il 
= -2 + 3) = 7 5 
Tru D 


d'où Lo) = Lx — 
TNT 


b) i) f(2,8) = L(2,8) = Te) 215-215 


d’où f(2,8) = -2,05 
1 
ü) 3,1) & LG,D = Ai CDS ESIÈO TS 


d’où (3,1) = -1,975 
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7. Soit A(r) = rr,, 
AA = dA 
= A'(r) dr 
= Q7rr dr 
En posant r = 14 et dr = 0,015, nous obtenons 
AA = 27(14)(0,015) 

= 0,427 
d’où AA = 1,32 cm. 

AT 


3 


8. Nous avons V(r) = 
a) E, = |dV| 
= |47r dr| 
En remplaçant r par 3,25 et dr par +0,025, nous obtenons 
E, = |47(3,25)(+0,025)| = 1,056 
d’où E = 3,318 cm°. 


E 
b) IE = a 
[VI 
_ 10567 nn | 4325) 
_ 45,770..7 (ca ESAI0SGHERVE : 
d’où E = 0,023, c’est-à-dire 2,3 %. 
E, _ |4rrdr 
Ve 1vl | © 0,01 
3 
3 |dr 
——_— = QUIL 
F 
3 |dr 1 _ 
3,25 TV, car r = 3,25) 
|dr| = 0,010 83 


d’où dr = +0,01 cm. 


9. Soit V(x) = x et AV = +3, Sachant que AV = dV, il faut 


trouver dx. 
dV = +3 
3x dx = +3 (car V'(x) = 3x) 
3(5) dx = +3 (car x = 5, puisque V = 125) 


ainsi dx = +0,04 
Les arêtes doivent être mesurées avec une précision 
d’environ +0,04 cm. 


10. à) C.., (64) = C'(64) 
150 150 
= 6(64) + C'(Q) = 6q + 
ere Lo 7) 
d'où C.,= 399$ 


b) R. (64) = R'(64) 
5000 y = 2000 
_ 3Ÿ64 , 
d'où R. = 416,67$ 


Exercices 1.3 (page 31) 


1. a) fest continue sur [1, 4]; f(1) = 3 et f(4) = 35 


Puisque f (1) < 10 < f(4), alors 1 c € ]1, À[ tel que 
f(e) = 10 
fsolve(i + Vx +x:Vx = 10); 
2.239274794 
d’où c = 2,239 
b) fest continue sur [0, 1]; f(0) = -1 etf(1) = 2 
Puisque f(0) < 0 < f(1), alors 1 c € ]0, 1[ tel que f(c) = 0 


fsolve(4 + x —3-x+2:x—1 = 0); 
0.6058295862 
d’où c = 0,606 


. a) Vérifions d’abord les hypothèses du théorème. 
1) fest continue sur [-5,2]; (fonction polynomiale) 
2) fest dérivable sur ]-5, 2[, car f’(x) = 2x + 3 est 
définie sur ]-5, 2[; 
3) f(-5) = 6etf(2) = 6, d’où f(-5) = f C2) 
Alors 2 c € ]-5, 2[ tel que f'(c) = 0 


Déterminons la valeur de c. 


f'(c) = 0 
2c+3=0 (car f'(c) = 2c +3) 
d’où c = -1,5 


b) Vérifions d’abord les hypothèses du théorème. 
1) fest continue sur [0, 2], car (x? — 2x + 2) ne 
s’annule jamais; 


_ 4x — 1) 
2) fest dérivable sur ]0, 2[, car f'(x) = 


est définie sur ]0, 2[; 

3) f(0) = 0 et f (2) = 0, d’où f (0) = f (2) 
Alors 2 c € ]0, 2. tel que f’(c) = 0 
Déterminons la valeur de c. 

f'()=0 


CDS (car) = 


a = il) 
(= 7e 72) 


(= Me) 
d’oùc=l 

x(x — 3) 
(x + 7)(x — 1) 


f est discontinue en x = 1, où 1 € [0,3] 


c) Puisque f(x) = 


2) 
d) g n’est pas dérivable sur ]-1, 1[ car g'(x) = — 
3Vx 
n’est pas définie en x = 0,où0€ ]J-1,1[ 
e) Après avoir vérifié les hypothèses, nous trouvons c = 3 
f) fest non dérivable en x = 1, où 1 € ]0, 2] 


g) Après avoir vérifié les hypothèses, 
1 S t 1 + v3 
== Es= — 
1 3 2 3 
h) Après avoir vérifié les hypothèses, 


c=2,car2e |0, 2VAI 


3. a) Vérifions d’abord les hypothèses du théorème. 


1) fest continue sur [-2,-1] (fonction polynomiale) 


6. 


2) fest dérivable sur ]-2, -1[, car f'(x) = 3 — 3x2? est 
définie sur ]-2, -1[ 

3) f(-2)=1>0 et f(-1) = -3 <0 

4) fm =3-3x2 #0,Vxel]-2,-Il 


Alors il existe un et un seul c € ]-2, -1[ tel que f(c) = 0 
Nous obtenons c = -1,879 385 


b) Vérifions d’abord les hypothèses du théorème. 
1) gest continue sur [-2, 2] 

2) g est dérivable sur ]-2, 2[ 
Se + il 

I SE (GS de 57 de jp 


(continue sur IR) 


car g'(x) = est définie sur ]-2, 2[ 


3) g(-2) = -1,53... < 0 et g(2) = 1,54... > 0 
A LT 
> HO, Vx 
1+@+x+3} 
Alors il existe un et un seul c € ]-2, 2[ tel que g(c) = 0 
Nous obtenons c = -1,132 998 


4) g'@) = 1-2, 2[ 


a) Vérifions d’abord les hypothèses du théorème. 
1) fest continue sur [1,4]; (fonction polynomiale) 

2) fest dérivable sur ]1, 4[, car f'(x) = 6x + 4 est 
définie sur ]1, 4[ 


Alors 1ce ]1, 4[tel que FO = f'(c) 
— = 6c +4 


d’où c = 2,5 
b) Après avoir vérifié les hypothèses, c = -1 
c) Après avoir vérifié les hypothèses, c = 2 
d) fest discontinue en ft = 0,où 0€ [-1,4] 
e) Après avoir vérifié les hypothèses, c = 1 


f) fest non dérivable en x = 1, où 1 € ]-2,2[ 
@— il 
2) 


g) Après avoir vérifié les hypothèses, c = 


h) Après avoir vérifié les hypothèses, c = : 


Puisque v(f) = x'(t) = 101 — 31? est définie sur ]0, 4[, 
x est une fonction continue sur [0, 4] et dérivable sur ]0, 4f. 


Ainsi, il existe un nombre c € ]0, 4[ tel que 


DL = x'(c) (théorème de Lagrange) 
21 0e 367 
3c?—10c+4=0 
= VE 46. PRET 


d’où # = 0,464... set EE = 2,868... s 


ÿ=it) _f@=YC) 


a) 
x—4 11) 
= 
te 
= 
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b) 


c) 


d) 


7. à) 


b) 


414 


6. (suite) 


1) fest continue sur [-2, 4]; (fonction polynomiale) 
2) fest dérivable sur ]-2, 4[, car 
F'@ = 5x* — 20x + 9x + 20x — 14 est définie sur ]-2, 4[ 
4) — f(-2 
Alors 1cEe ]-2, 4[ tel RS = f'(c) 
ER SE = EE CRE = AS 
CES EIRE 2 0): 
-1.184348424 
CG) Re 20 
3.255061288 
d’où c = -1,18 etc, = 3,26 


with (plots): 
with done [Calculus []): 


me = Sosa oi lost él; ut 
S:=x— 18 : x — 15: 
c:= plot([ f(x), 5], x = -2..4, color = [orange, blue]): 
t1 := Tangent(f(x), x = -1.1843, output — plot, 

color = green): 
12 :— Tangent(f(x), x = 3.2550, output — plot, 

color = green): 
display(c, t1, t2, view = [-2..4, -50..60]); 


fx) = x° — 5x + 3x + 10x2 — 14x + 17 
T 

Soit f(x) = tan x sur [0, x] où x € b. ï 

Vérifions les hypothèses du théorème de Lagrange: 


T 
1) fest continue sur [0, x], car f est continue sur Lo 2 


2) f est dérivable sur ]0, x[, car f'(x) = sec? x est définie 


T 
sur 0,5 
— f(0 
Alors ce ]0, xf tel que Or = f'(c) 
m— 
tan x — tan O : 
dom S CCC 
2) 
tan x T 
> (car sec?c > 1 sur b. )) 
x 2 


d’où tan x > x, vxeho. : 


Dans le cas où x = 0, nous avons e° = 1etl +0 =1 
ainsie = 1 +x 

Dans le cas où x > 0, appliquons le théorème de 
Lagrange à f(x) = e‘sur [0, x] où x € ]0, +ce[ 

Les hypothèses du théorème de Lagrange étant vérifiées, 


Fe 


ce ]0, xl tel que © 
ze — (|) 


eg il 


> 1  (care® > 1 sur ]0, +) 


x 
d'où eZ (1 +x),Vxe [0, +o[ 
1) fest continue sur [-2, 3] 


2) fH =0,Vxe ]J-2,3[ 


CORRIGÉ DU CHAPITRE 1 Exercices 1.3 


alors f(x) = C,VxEe [-2,3] 

Or f (1) = 7 

d’où f(x) = 7,Vxe [-2,3] 
b) 1) fest continue sur [-1, 1] 


(corollaire 1) 


1 -] 
ve 
alors f(x) = C,Vxe[-1,1] 


=0,Vxe]-1,il 


(corollaire 1) 
Or f{(1) = Arc sin (1) + Arc cos (1) = ++ 0 =+ 


d’où f(x) = = Vxe[-11] 


YA f(x) = Arc sin x + Arc cos x 


9. a) f'(0) = -4 cos 6 sin 0 et 


10. 


11. 


12. 


g'(0) = -2 sin (28) 
-2(2 sin 0 cos 6) 
= -4 sin 0 cos 0 
Ainsi f'(0) = g'(8), VO Ee R 
D’après le corollaire 2, f(0) = g(0) + C 
2 cos? 0 = cos (20) + C 
En remplaçant 8 par 0, nous obtenons 
2 cos? 0 = cos 0 + C 
D1=I+RC 


Il 


(identité trigonométrique) 


d’oùC=1 
3 sec x tan x + 3 sec? x 


DOIGE 3 sec x + 3 tan x sn 
' (5 sec x tan x — 5 sec? ) 
g'(x) = - = sec x 
5 sec x — Stan x 


Ainsi f'() = g'(), Vxe b. >| 


D’après le corollaire 2, f (x) = g(x) + C 
In (3 sec x + 3 tan x) = -In (5 sec x — 5 tan x) + C 
En remplaçant x par 0, nous obtenons 
In (3 sec O0 + 3 tan 0) = -In (5 sec 0 — 5 tan O0) + C 
M3=-n5+cC 
C=]In3 +/ns 
d'où C=In15 
a) Vérifions d’abord les hypothèses du théorème de Cauchy: 
1) fet g sont continues sur [0, 3], car f et g sont des 
fonctions polynomiales ; 
2) fet g sont dérivables sur ]0, 3[, car f'(x) = 1 et 
g'(x) = 2x + 4 sont définies sur ]0, 3[; 
3) g'() # 0 sur ]0, 3[ (car g'(x) = Osix = -26 ]0, 30) 
3) — (0 "(c 
Alors 1 c € ]0, 3[ tel que LOL 0) = FC) 
gG) — g(0) g'() 
4—1 _ 1 
= X+ 


d’où c = 1,5 


b) Après avoir vérifié les hypothèses, c = 7 


La justification est laissée à l’étudiant. 


a) Vrai b) Faux c) Faux 
d) i) Faux ii) Faux ii) Vrai 
iv) Vrai v) Faux vi) Vrai 


a) Théorème de Rolle b) Théorème de Lagrange 


Exercices 1.4 (page 46) 


fE 


b) 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


Ind. forme 0: (-ce) b) -c 


Ind. forme =? d) -c 


+00 


Ind. forme (+°°)° f) Ind. forme 1+° 


0 h) Ind. forme : 
Ind. forme 0° j) 1 
+00 1) Ind. forme (+00 — co) 
x — 16 0 
Faux, car lim ——— =—=0 
x—4 Va — 4 7 


Cette limite n’étant pas indéterminée, nous ne pouvons 
pas utiliser la règle de L’Hospital. 


._. = 2Sins 0 
Faux, car lim = = =—=0 
0 Ge = DE -1 


Cette limite n’étant pas indéterminée, nous ne pouvons 
pas utiliser la règle de L’Hospital. 


, des ' 0 
lim = ind. 


des 0 
li nm RE 2x +4. 
on ro = M De, 


Le LE + TEE 4. 
PT ne em (ind. n 


nn de ee — die = Al 0 
ne x — 3x —4x RH Ses EE 10 
A il 25) Ge dd 
V2x + Vx — 4 (ind. © 
TE = RU 
han 

_ V2r+Vi-4r, 3VOxy 2Vx _-5 
lim = lim = 
x—4 16 — x x—4 -2x 96 
ë -4x A 0 
a x + sin 2x 20) 

A3 1992 
lim a Jim 12° ne 0 
x=0 X + Sin 2x x=0 1 +2cos2x 3 


2 
nt COS EX 
: 2 ( ï 
lim ind. 
(5) V2x-7T 0 
T 
Km mm COS À 


VE = 4 


1 — sin x 


26) Et 1 
VOST 
= Jim (1 — sinx) V2x — 7 = 0 
tal 


/ tan x RH sec? x 
ni rs — — +co | forme — 
x0* X° y 2% 0+ 
2 sin (tan 
lim - En) 


im 


3 cos (tan O)sec 0 _ 1 
go 6 sec? (sin 60) cos 60 2 


9-0 tan (sin 66) 


3sin(tan 0) RH 


eo tan (sin 66) 


h) 


D 


14) 


c) 


d) 


e) 


li In (cos 0) ind 0 
en SIT ODA OO 
In (cos 0) RH -sin 4 
eo Sin 20 eo 2 cos 0 cos 20 
… = eu 
lu 5x (ind. =) 
mn () 

le on, Chen AS 
x0 5x x=0 5 S 

à 
Fe ( d 
im IN 
ses | 4 0 

x 
1e 

in 
: Ce 3x) _ 1 | 
Ds ce DE 

x x 

nn 2 
ne X° — 4x? + 4x (ina à 
3 = 3 ddl 0 


X — 46 + 4x RH Em 3x? — 8x + 4 (ind 0 
x2 X — 3x + 4 HE) 3x? — 6. 0 
RH . 6x —8 2 
= lim = 
x-2 6x — 6 3 


rose (ind. à 


en Sn 


_ 


RC CR 0 
= lim — ind. 
x0 Sin x 0 
RH etre 
= lim = 2 
x0 COS X 


SIN 2 : 0 
lim ind. 
NE EP) 0 


A + 2x — Sin 2x RH }; 


: 2x+2—2cos2x f. 0 
lim ind. — 
x0 e% — 3e +2 = 3e — 3e* 0 
RH. 2 + 4 sin 2x 1 
= lim a — 
x0 Je — 3e* 3 


nan 0 
Indétermination de la forme 0° 


nous appliquons la règle de L’Hospital trois fois et nous 
obtenons 

…. X — 10x + 20x° — 15x + 4 

lim = 

pan Ne 30 dns SX eV 


à PAINE 0 
Indétermination de la forme 0° 


nous appliquons la règle de L’Hospital trois fois 
et nous obtenons 


ADCOS DEEE) 
lim = 


0) x? sin x 


2) 
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] 


LL 
© 
œ 
œ 
(®) 
(®) 


3 — —CO 
5. a) lim Pr ind. — 
X—-00 2 (QE: 8x° +co 
= ir à 15xX2 - 15 -5 
lim = lim = lim = 


= 28 see Le Eu 77! 8 


D HAN 
14 Of + In 3 +00 
1 
. Tt+1n5t ru pes 
ne TEE SES 1 9 
t—+ VI n 5f 1—+00 9 A 
c) lim — (ind . 
x—0* 2 LS, 
Ji 
lim _ 1 T7 = Jim -2Vx = 
x0* x2 =# 23 
2 si CO 
d) lim Ne 
He 1e 2 Sp 7 +00 


SET | jun. 
lim = 
X—+00 fixe 2e 3x de 7 


10x + 7 è +00 
m ind. — 
X—+00 21x2 Si 3 


= EE _ 
e) lim EC HAL = 
EE = Ti +2 


lim 4x —e * pH lim 4 + 3e * ce 
oo he) 7 


X—-00 X —0o 
RH 7/CR 
= Ji = + 

X—-00 


ph In x nn 
Fe In (1 + x) PACE 


: In x? RH 
lim — = 
xt In (1 + x) 


m—— = li = lim—=0 
x0* ex x0* { il x—0* ex 
el — 
7 
JR nue (ind 
e-(x) 1 + sec 20 —0o 
è tan20 RH 2 sec? 20 
lim = jh 
e-(z) 1 + sec 20 e-(7) 2 sec 20 tan 20 
sec 20 : 1 


im — = 
9-{£) tan 260 9-2) sin 20 
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6. a) lim (xe) 


X—+00 


(ind. 0 - (+ce)) 
(ind … 


b) lim (xinx) (ind. 0 : (-c)) 
x—0* 


à : os 
lim (xe*) = lim 
X—5+00 X—+0 € 


, : In x . —00 
lim (xIn x) = lim —— TL 
x—0* x—0* dl +00 

x 


æ | 
EEE 


SE 
= 
E 
cle 
D 
2 
Eù 
=) 
= 
[æ] 
= 
Fe 
8 
= 
= 


1 
c Le (ax sin = 


1 ————— ——, 
lim (x sin G) = lim É 
X—+00 5x X—+00 He 


d) lim (e* — 1)csc2x (ind. 0 : (-ce)) 
x—07 
: ; … él 0 
lim (e* — 1) csc 2x = lim — ind. 
207 x07 Sin2x 0 
RHIN sc 5 
= lim = 
x-07 2 cos 2x 2 


e) lim 4x In (In? x) 
x—0+ 


(ind. O + (+0)) 
4 In ((In x}) 


lim 4x In (In? x) = lim 
x—0* 


x—0* ee 


4 +00 
ind. 
nm 


4 2(In x) 
(nx} x 


RH 
x—0* -2 
F3 
= 


.. 4x 
= lim — 
x0+ In x 
f) lim e*in(e-* +1) (ind. +0 : (0)) 
X—+00 
—2x 
lim ein (e-* + 1) = lim ME TD (in 9) 
er 0 


X—D+00 XD +00 


? 2e* 
lim = +00 
28e AGE 2€ 1) 


) 


In A = In (ue ns) = lim (In f(x)). 
= lim 


sin VO ( g) 
ind. 
90° 2/8 cos 0 


0 a) limx* (ind. 0°) 


x—0* 


SiA = lim x*, alors In À = lim In x* 
x—0* x—0* 
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V6 
7. a) lim + ind. (+co — co LE 
) s—2* É =) À— = FREE ) RH .. 2V0 
5 0 0 
,. Àæ=gadl 0 07 cos : 
= lim : — 2V9 sin 0 
so A2 (ind. à V8 
Gé jan SE lim cos VO 1 
s2> 25 4 7 a 2(cos 0 — 28 sin0) 2 
b) dim [ET (ind. (-ee + c5) Re 
oo [snsx tan] (© f) lim Ë dm :| (ind. (es — o<)) 
e* — cos 5x 0 
= ja _ (ind. li dl , 1 Hi ICO 6 0 
307 Sin 5x 0 Sa x  1—cosx re x(1 — cos x) in 0 
RH. 2e“ +Ssin5x 2 ; 
= lim = RH .. sin x — 1 
x—07 5 cos 5x 5 = li : 00 
I 1 x=0+ (1 — cos x) + xsinx 
€) m———-——|  \(ind.(-° + 00)) ! EL Le 
srll=zs M@=;) 8. à) lim GS abi) 
É or à 
DC) (ind F Si A —lim (1 + x)”, alors 
emo 0 _ 1 1 
“il In A = In (im ( + ») = lim (in (A + ») 
+ 1 x—0 x—0 
Ë im — (ina | 
xt (1 — x) 0 +: In (1 + x) ( 0 
“In (2 — x) — De In À Le = ind. 0 
: (1 — x) 1 
= lim ÎL 2E 5 
xl (x —2)n(2-x+(x—-1) il ro : = i 
RH -1 -1 , . 
= = d’où A =e 
xl M2-0+1+1 2) 
1 \x 
: NES ind. 1*° 
EU RU ee D dim (1 = COS 
x=0* | Arctanx x 1 \x 
SiA = Jim [1 +—},alors 
. x — Arctanx . 0 X—+00 x 
= in —— ind. — 
x-0* x Arc tan x 0 1 \x 1\x 
In A = in { im ( =) = lim (in (1 | 
1 X— +00 X X—+00 JE 
D = 
RH las : 1 . 
= in —— In À = lim xin|1 + — (ind. +00 + () 
x—0+ X X—+00 X 
Arc tan x + 
Î +3 1 
2 n|1+ . 
= lim Ë (ind. s) =. X Et 
*20 (1 + x2) Arc tan x + x 0 ue ( 1 ind. 0 
x 
© lim _ = 0 
UP ATC tan Ets El I J 
s VO 1 F 
e) lim| csc 9 - © (ind. (+60 — cc) Le 
@-0+ sin 0 RTE x 
X—+00 -1 
: | 1 cos . 2 
= lim|— = — x 
6—0*| sin 0 sin Ô 
; 1 
Ro cs 0 20 EC, 
| 80 sin@ “on Poe 
te à d'où A =e 
eu im eva 9. Dans les solutions suivantes, 
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9. a) (suite) . ( à 
ME 


In À = lim sinxinx (ind.0 :(-c)) ni , X (ina ; 
X—+00 
he (ind — G) 
x=0* CSC X +00 
en 
) DE 
RH... X re 
= lim ——— RH .. X 
x=0* -CSC x COt X = lim ï 
X—+00 
.. “sin x ( G) E) 
= lim ind. 
x=0+ X COS X 0 ; 5 
= lim = -15 
. X— +00 5 
RH. -2 sin x cos x Ve 
= lim 5 = x 
x=0* COS X — x sin X 
d’où À = e-" 
d'oùA=e=1] 5\* 
A is e) lim ( " = (ind. (+0)?) 
3 \Z x—0+ x 
b) lim (ind. 0°) 5 \* 5\x 
x4 | 7e? Si A = lim ( + A , alors In À = lim in (1 + - 
5 x—0* X x—0* X 
EN 5 
SiA= lim (=/" alors nA = lim [= In A = Him vin ( + = DC) 
; ) ge 
5 3 5 
InA=lm—In|— (ind. 0 : (-ce)) 3 In ( + 5 
x—+> 8X 7e” ; X ë +00 
= lim TE 
Sn nee As = : 
> ee) (ind _ x 
X—+00 8x +co 
un 10 5 — (5 
Dee à ha 
= x 
d’où À = e* En - 
4 x2 x—0+ et 
c) lim (: 4 = (ind. 1*®) E 
X—+00 ne 
x” x2 ls 
4 \ 4 ET — 
SiA = lim ( . alors In À = lim in — Li ( 5) : 
X—D+00 X X—+00 X i Le 
4 — 
In À = lim in (1 ne (ind. 0 : (+00)) d’où A =e=1 
X—+00 ue 
. f lim in L (ind. (+22) 
In ( = —— 0 x 1" = 5; 
= 
= lim (nd. > 
x ice I 0 SiA = lim [in l ] , alors 
x In 1—- x 
(l Ex 
1 -8 In À = lim In [in ] 
: _ = l = 3% 
(1 4 = ; 1 ; 
X = lim (1-x)in|in (ind. O - (+co)) 
— x=1" Î = jà 
X—+00 ee) 
w In [in ! ] 

; l = 5% : +00 
= 4 A = lim (ind = 
= son = x—1” 1 +00 

T3 Î = 5% 
d’où À = et ! L l 
te Lo 
5 \" In 
d) im (1 ©) (ind. 1**) RH 15x/)/\1sx 
X— +00 X = lim 
xl 1 
5 3x 5 3x = 
Si A = lim (Eù , alors In À = lim (1-2) (= 
X—+00 X X—+00 X a e . 
. 5 = lim ae. 
In À = lim 3x in (1 — =) (ind. 0 + (+c0)) x>1 in 1 
X—+00 X 
5 
d’où A =e=1] 
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9. (suite) 
g) lim (n(2x)) M  (ind.(+)!) 


1 


Si A = lim ((n (2x))'”"*, alors 


1 
InA = lim In (In (22) 
X—+00 


.. nm(n(2x) 7 
li ind. 
X—+00 1 = In x —C9 
: () 
RH fe In (2x) \ x 


” ne -1 
ue (rome _ 
d’où A=e=1] 


h) lim(x—5}"=? (ind. 0°) 
x=5* 


SiA =lIim (x — 5)"®-#, alors In À = lim In (x — 5)""-# 
x—5* x—5* 


In À = lim An(x—4)In(x —5)) (ind. 0 : (-c)) 


= lim ques (ind … 


1 

In (x — 4) 
rs 
HS 


x—5* -1 1 
(in (x — 4)} (x — 4) 


b) 


c) 


nous obtenons l’expression initiale ; donc la règle de 
L’Hospital ne nous permet pas de lever l’indétermination. 
Par simplification, 


x +1 , 
lim = lim 
X— +00 X—+00 X 
1 
x./1+ ms 
= lim Me LCA 0) 
X—>+00 X 
= ji Jesse i 
X—+00 


; Fe DE 
Nous avons une indétermination de la forme —. Ainsi, 


3eX* —_ 3e 77 RH : 6e + 6e? e 


lim = im 
20 ME io AGE 

* = . . +0co * : 
Nous avons une indétermination de la forme —. Aïnsi, 


+oo 


3e —3e-2 RH 


E 6e + 6e7?* : +00 
im im ind. — 
ven DD, Le APE EE +00 
RH b Pere … +00 
= Jim ind. 
x Be“ — 2e" +00 


en continuant à appliquer la règle de L’Hospital, nous 


* . . F n * co 
obtiendrons toujours des indéterminations de la forme —. 


+00 


Par simplification, 
e*(3 — 3e *) 


li — 
De =D) 


eo De = Dar 


_. CSS 
— Er 
“4m 4% f,,0 ven 
= li ind. 1/2 
es @—S) 0 d) En utilisant le conjugué, nous obtenons 5 
-(L — 4)ÿ —21 — 4 
Cd F : 10 
x 11. 2) 1 b) -c c) n d) 3 
d’où À = e° = 
10. a) Nous avons une indétermination de la forme —. Ainsi, €) 7 ) 0 8) In oi )e 
+00 
Vx? +00 i Se 
lim? SSH lim — + (ind DA D 2 se De 
X—+00 x X—+00 \/ x +] +00 32 
Fa Fa 18 
ue VE ro Ne Bis 
= lim 
X—+00 x 1 
qe 
Exercices récapitulatifs (page 49) 
ï 
dy _ 15xy — 8xy? 15Vy — 8 
1. 2 ee = En = = 4. à) El = (sin x) (-3 sin 3x In (sin x) + 2x cos 3x cot x) 
: Ty? — 20xy x(7x — 20V y) : 
à y = 
O PS er +Iny) 
e) e(-2 — 3 cos e) dy f'@ 
. — = f(x) gx) 1 + 
5. À = Joe (Int + 809 D) 


2. a) i) A(3,-1) et B(3, 9) ii) C(-2, 4) et D(8, 4) 
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Fe 6. a) y = 6(1 + In 2x — 61n2 15. a) C=0 b) C = -(In 2} 

œ ; 37 

œ 8. a) dV = 54 cm*; AV = 54,036... cm 18. a) or 

[e] 

O 9. a) E = 2,695 cm” b) £ = 0,28 % Edest De DE c) c= : 

V = _ 
13. a) Hypothèses vérifiées ; c = —_— 20. a) O0 c) Î E) a” g) e? 

b) g est non dérivable en x = 3,où 3 € ]1,5[ LT Kk) 0,5 m) -1 SES 
c) Hypothèses vérifiées ; c = -1 ; _— 
f) A() £ (9) 23. a) i) 0 li) — 


24. à) ii) O iii) 1 


14. a) Hypothèses vérifiées ; c = -1 


4 : 

b) fest non dérivable en x = 1, où 1 € J-2, 2] ZEr E1 à Le DEN EN 
3 i) -c k) -8 m) -0,5 

c) Hypothèses vérifiées ; c = on 

e) fest discontinue en x = 0,où0€e il, 1] 29. a) Environ -1422 maisons / % d’intérêt 


b) Environ 711 maisons / année 


Problèmes de synthèse (page 53) 


; T° 14. à) 1 = 0,85sett, = 3,155 
LU b)1=25,d'oùv. = 12 m/s 
20 _2-sny@+1)m@+1) 7 = [30 —2V105 _  /30 + 2V105 
7 dx  x@+Din(@+l)cosyinx RDS 15 TT 15 ? 
D Den) . _ .J30—2VI05 a 30 + 2V105 
dx Fe) ET RU 15 
dy ; in x & 9 
c) = = xx (cos x)* Gosxinx Lu — + In (cos x) — uns) 18. a) D = 25 mètres c) i) -0,072 m/s 
1 À 
_] 1 20. à) pi, e)rA = tu b) 0 
3. a) y, = 2x BMW SXT3 1 
22. a) 21 Ch e) 0 
5. b) y=-x+ 3a 2 
405 16 
g) +co Ù) —= 1) 6 
6. R(-256, 0) 2 9 
23. a) -1 


7. a) AG, 4)etB(-1, -4) 
28. a) Environ 76,15 mètres 


8. a) 0 = 28,07° b) A(3,25 ; 2,5) et B(3,25; 1,5) 
30. b) k+2 c) k+n 
12. a) i) Environ 2,5 %  b) qg > 200unités 
CHAPITRE 2 
Exercices préliminaires (page 59) 
1. a) A=6c; V = 2. a) cos 0 + sin 0 = 1 
b) A =27r° + 2mrh; V = Trh b) 1 + tan? 0 = sec? 0 
3 
AU T c) 1 + cot 0 = csc? 0 
D 4 Ve. nn Th d) sin (À + B) = sin À cos B + cos À sin B 


e) sin (À — B) = sin A cos B — cos À sin B 
f) cos (À + B) = cos À cos B — sin À sin B 
g) cos (À — B) = cos À cos B + sin À sin B 
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3. a) sin 20 = 2 sin 8 cos 0 b) cos 20 = cos? 0 — sin? 4 


c) cos 20 = 2cos 0 — 1 d) cos 20 = 1 — 2 sin’ 0 
1 — cos 24 1 + 20 
e) sin Q = —— f) cos? 8 = 5 — 


4. a) (1 — cos 01 + cos 0) = 1 — cos? 0 = sin’ 0 
b) (1 + sec f)(1 — sec f) = 1 — sec? 1 = -tan?t 


5. a) N = e* b)N=ets = 6e 
c) N = 100e-* d) N = 20e-* 
Lin (2x 2 2 in (3)x 4 F 
6. a) 2 (5 — b) E 1 Ë) = di 
-9x + 12 9x 12 
7} à) = 34 PE pe 
297] 


3 2 + } 
b) 3x° — 9x° + 27x HR 


8. In|secx| = =nl—ln|cosx| —-In|cosx] 


COS x 


9. a) LG) + 8Q)]" = FO) + g'@ 
b) LG] = KG) 


10. 


11. 


d’où C = 58 : 
b) C=-6 CCS d\ C=6 
12. fà) = gQ) + C, Vxe [a, b], où C est une constante réelle. 


c) DO 80)" =" 80) + 0 8) 
d) LG) = 8). F0) 


f'@ = -(-csc x cot x — csc? x) 
csc x + cot x 


__ cscx (cot x + csc x) 


csc x + cot x pee 
0e -csc x cot x + csc? x 
csc x — cot x 
csc x (-cot x + csc x) 
= 2#—z csC x 


CSC x — cot x 
d’où f'(x) = g'(x) 
a) En remplaçant y par 4 et x par 3, nous obtenons 
1 


= 6 (3? + c) , ainsi 4 = (6 + C) 


Exercices 2.1 (page 68) 
1. a) Non, car F'(x) = e* — e* Æ f(x) 
b) Oui, car F'(8) = 10 sec? 50 tan 50 = f(6) 


c) Non, car F0) = —— + f(r) 
V1-4r# À 
d) Oui, car F’(x) = 2 tan x sec? x = f(x) 


2. a) F'(x) = 3x, droù [a dx=x +cC 
b) F' ue d’où ee dx = Arct LC 
) FX) = Te où Te x — Arc tan x 


P 


x 
3. a) a 
D ne 
) one | Éd 6 2 


— u 5 
= 5 — = S/ 4 + C 
o [du u° du 4 = (C Vus 
S 
e) [æ-orc 
Eee PORN 
———\ = —_— + 
[Rs Vase 
5x° où Du NT 
= = — + = ++ 
Pos Hours 
tan0 In|0| 
- + 
b) . 3 3 C 
dr nn Cr 


d) 4 sec u — 8 Arc tan u + 6 cotu + C 


5sinu 4 Arcsecu 


3 1 
co [{r+2+)as +2 de 


D fo+2æ=5+2+c 


Cm 
14V4 1 
f) 5 + 2csct Fi C 
2 3 
Dole ide 
2 3 
1 1 
o | (4 3 c]as = 4x Smx| += +cC 
à 2x 
1 Ÿ/x7 
c) [{es- a+ sut) ds =» 4x + —— C 
(I) 1 
———|dx=-x— + 
d) lé 2) 5* 2n/x|+C 
IF PRE +c 
€ Ne— sl = fc SEC X 
x xVx-l 
p [É 1 } = 1 nn 
ah+x) VIVI-» 4 V7 


3 2 
à Eee — Ax? Fax = 2 Ve 2VE — 8Vx 
Ê 
o fe+na=t+r+c 


8 6 xt 2 
e) Je DU ee 


4x 
n Jar 2x ae e+2x+C 


p Jiæ-o+c 
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œ 
œ 
(®) 
(®) 


6. (suite) 


h) [sin ede = cos 9 + 


3 
i) [ = dx = 3 | sectxdi = 3unx + C 
cos? x 


j) [see run sr = Sec & + C 


k) fo + csc x cot x) dx = x — csc x + C 


D IC 1) du = -cotu — u + C 


m) | EME 49 = 2 | cos 0 d9 = 2 sin 0 + C 


sin 0 
cos?0 — sin? 0 
cos? 0 


do = fa tan? 0) dO 


= [ (2 — sec? 0) dû 


= 20 — tan 0 + C 


0) [ (cos? x — sin? x — 2 cos? x) dx = [ (-sin? x — cos? x) dx 


=-f ia 


= -x +C 
5 _ 1 — sin @ 
Deer 


=5 [4 
cos? @ 


= 5 [ (sec? @ — sec œ tan œ) do 


= 5 (tan @ — sec @) + C 


Exercices 2.2 (page 79) 
1. a) u = 3 + 2x, du = 2 dx, ainsi dx = du 


il 
IS az} fau 


Es 
G) 
VG +2»; 


à 
3 


-3V(5 — 8r)* 7. 
32 
= — 26 
c) u=5 — 3x; ê — Le 


L 
2 


b)u—=5—8t; 


S 
de 
5 


-] 
e) u=1—#r, du = -2r dr, REC 


3r =il = 
ee eo U du 
al 
== . +C 
(:) 
=-3VI-rF+C 
f) u = 31 + 127; 2 ne 


*10(3r* + 12FY 
1 
g) u = 4x — 3, du = 4 dx, ainsi dx = ne 


[ 8 1 I 
dx =8 du 
4x —3 es u 


=2In|u| +C 
=2In|4x-3|+cC 
-] 
4x = 3) 
i u=h+8;4ln|h +8|+cC 


h) u = 4x —3 
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fe 2 


) —-++c 
24 3h = 
-(4 — 8 
D ele a HAE 
4 
1 1 
1) u= Vx+5, du = dx, ainsi — dx = 2 d 
ni ave Vs L 


1 
| dx = 2] qu 
Va(Vr+ 5) é 
=2nlul +C 
=2In|Vx+5|+c 


© 


f) u = tan 40, — +cC 
8 tan? 40 
sec? 
g) u = sect; 7 C 
t (1 — 40 
hu=1 Li DES 


in|3 + 5 cot 
1) Merle 


C 
j u=(G—Vr:-2tan(3 — Vo +cC 


k) u = 3 see (”) + C 
t t 


1 
mju=x-—letv=4-—x;-5ln|x—1|+ +C 
3 (5) 
n) u = y? + Lee + 1) + 5 Arc tan y + C 
D, 
b) u = -p;4 cos (-p) + C 
c) u = +64 un(?) + C 
8 8 
Fe cle, 
6 
e) — FC; A 


2 


2. (suite) 


D u = F5 -2ese à) + C 
2) 2) 


-cos” 2x 
m) u = Cos 2x; L 


10 


n) u = sin) = si (2) ECC 
SE 5 


LA fé 1 
o) u=—ety = 2f;-2 cos | —| — — cot 2f + C 
À ?) à 


, -V5 — 4 sin x 
4 sin x; 5 L 


p)u=s 


. a) u=sinb;e""+cC 
b) u =e";-cos e' + C 
c)u=-x;-e" +C 


* + 1} 
A ) EC 
20 
a. Mi =c*) 
D nel ——_—_—_—_—22 + EC 
4 
2V In r 
f) u=lInf; = + C 
l 1} 
D u = in Vi VD EC 
h)u=e+sinx;ln|e + sin x| + C 
tan 30 
1) u = tan 30; + C 
3 In 10 
j) u = Arc sin x; es + C 
k 8 -3cos 8e c 
= cos 8; — + 
) u = cos 8 Sn 


D'u=1+e;In(l +e)+cC 
m) y = e“; Arc tan e“ + C 


n)u=-x;-e"+e+C 


. Arc sin 5° 
Ou= 5; ———+c 
In 5 
e* 1 
p) u = 3x et y = -2x; LC 
3 5*21n5 
-] 50 +1 
. a) u = (58 + L): 1, 


Do 
3 


F = : 
CSC Tr CO 
3 


. = “MERCRnee) 1e 
3 

d) u=Inx;ln {sin (Inx)| + C 

e) u = tan 6; In |sin (tan 0)| + C 

f) u = tan (sin 0); In | tan (sin 0)| + C 

GE — [lili + 

eee 
3x — 4 3x — 4 


. à) 


1 
u=3x—4;x x+-n|3x 4|+cC 


Dé je il x 4 
b) = 3 = L à 
se dE il dE il Si 
In (@ + 1) 
De lee ; + 4 Arc tan x + C 


1 

c)u=x + 2x Sul er || € 
je 2% = 1 2 
d) =xt+l È 

se il Sail 

on 2Infx+1|+C 
) se a il ail 1 
€ TE = ; 
==?) =) x=2 


nas ins -2| +C 
ne Tr 

3—4x 2  2(3— 4x) 

dE nur 7In|3 — 4x] ré 


2) 8 
u+l. 


6. a) u = 2x — 1, d’où x = A 


VOST 


C 
10 6 
b)u=x+l1,du = 5x dxetx = u— Il; 
1 E NES | de 
5 22 21 


c)u=1+Vx;2Mm(i+VH+cC 


1 
d u = VX, du = dx et x = w?; 
) 2Vx 


X 


2 Arc tan Vx + C 


e) u 


1 
=] +Vr du = Ve 1}; 
5 (u — 1} 
dx = 2 d 
TETE [ u 


1 
=2[( 3u + 3 Jai 
u 


3 2 
=2(* Re 
2 


=? 


in) LC 


(e + Vi? 


3(L + Vxÿ + 3(1+ VX) — In (1 + vs) LC 


f) u = 1 — cos 26, du = 2 sin 20 d6 et cos 20 = 1 — u; 


1 


3 2 


2 


= 1 1 
|= ta = x | ( 1) du 
u 2) u 


1 
(nue roc 
AU LL) 


1 
=; — cos 20| — (1 — cos 28)) + C 


re (l 
2 n 


20 
1 cos 8 3 126 
in | Fr (C 


7. a) in) = : 
3 7) 2 


| 


1 + cos 30 


1 (1 — cos 30) 
(1 + cos 30)(1 — cos 34) 


1 — cos 
= | URL 
sin? 30 


JE 
sin? 30 
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7. b) (suite) 
= [ csc? 30 d0 — [ csc 30 cot 30 dô 


-Cot 
Het, men 
3 3 


(u = 30) 


cos* 1 (1 + sinf) 
(1 — sin #)(1 + sinf) 


cos* f 
| — dt = 
1 —sinf 
31(1+sinft 
- [= ( sin ne 
cos? f 


= IPTC + sin ?) dt 


= Jeosrar + [sin eos rar 


sin? f 


(u = sinf) 


1 1 1 
d) | dt = : dt 
258 + 100 100 | 


e)u=1—e*;-VI—-e“+C 


f) u = e*; Arc sin (e°) + C 


4 e* 
dx = 4 dx 
®) [ Ve*—1] eV(e} — 1 
u = e'; 4 Arc sec (e*) + C 1 
hu=1+e' d'oùe=u—1;ln(1 +e + 
l1+e 


= C 


1 1 
: & du = 
— a 


u 
; du = a dv 


1 
ee d = 
l=— 5 ( a 


= Arc sin y + C 


= Arc sin () + C 
a 


br=@-#;,- Ve w+C 


1 1 1 
o | = > du = = nach 
æ@+u a 1+() 


dv (e — Le du = a ds) 


a 


1 
= — Arc tan y + C 
a 


1 u 
= 7 Are tan (®) + C 
a 


a 
#1 “il 1 # 
D 
1 1 1 
du = di 
2 ve FE = k 
NE = 
a 


1 1 u | 
= dy |v=—; du = adv 
a [ VV = 1 a 


1 
= — Arc sec v + C 
a 


1 u 
— — Arc sec ê se (C 
a a 
9. a) Arcsin F) + C (voir 8 a)) 


b) — Arc sec ) LCR VOIROIe)) 


c) L Arc tan _ + C  (voir8c)) 
6 2 
3 : : 
d) 5 In(5+x)+C (voir 8 d)) 
e) Z VE + C (voir 8 b)) 


3x 


f) — Arc sec La + C  (voir8e)) 


Exercices 2.3 (page 89) 


1. a) y=e + 


sin x, y = e* + cos xet y’ = e' — sin x 


sin x = 2e* 


d'où y"+y=e +sinx+e 
“ 
b) y = VC + xet y’ = ER 


FL CRE 
en VC ÿ 


c) y=xe "et y = e* — xe-* 


d’où xy' = x(e* — xe”*) 
= xe "(1 — x) 


= YA — x) 
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d) y = 3e” cos 4x — 2e* sin 4x 
y’ = 6e” cos 4x — 12e sin 4x — 4e* sin 4x — 8e” cos 4x 
= -2e* cos 4x — 16e sin 4x 
y” = -de* cos 4x + 8e” sin 4x — 3267 sin 4x — 64e cos 4x 
= -68e”* cos 4x — 24e sin 4x 
Soit À = e* cos 4x et B = e* sin 4x 
y" — 4y' + 20y = -68A — 24B — 4(-2A — 16B) + 20(3A — 2B) 
= -68A — 24B + 8A + 64B + 60A — 40B 
= 0 
d’où y” — 4y' + 20y = 0 


= = : + C (solution implicite) 


(5x + CP — 16 ; ee 
y= + (solutions explicites) 
20 
e’ 1 1 
b dy =— | — dx 
) [ e+l : 3 [ + 
1 


In (e’ + 1) = = + C (solution implicite) 
x 


eh 
y=in|C;e* —1| (solution explicite) 


C) [ = =] <a 
y — 8 ni 
1 


Sinly—8|=—+cC 
|y—8| : 


x? 


(solution implicite) 


ni 
y=C,e"* +8 (solution explicite) 


of (ee 
ou) -< 


Aucune solution explicite. 


dE AIRE 


mly|=x-4m|x| +c 
Ce* 
y = 


5mx|+cC 


(solution implicite) 


(solution implicite) 


(solution explicite) 


. à) dy =( —2x+4)dx (en regroupant) 


[a= fe -2r+# a 


x 
nr 


En remplaçant x par 1 et y par 4 dans l’équation 
précédente, nous obtenons 


(en intégrant) 


1 
D ee 
4 4 


f à 
d’où y = ” x? + 4x + 
4 4 
b) x = -4,98 + 121 + 10 
c) y= Vx —9 
4 = 
d)y=e 
) -4 
dy e 
à 4x — 37 


f) = Vi (Vut = Vv V#, car v > 0ett>0) 
7 


1 
—= dy = Vidt 
Vy 


(en regroupant) 


1 3 
T0 


2v° + C  (enintégrant) 
SAVE 
2Vy = 0 


En remplaçant f par 4 et v par 9 dans l’équation 
précédente, nous obtenons 


2V64 D) 
no Re — 
3 3 
2VB 2 
2VY = + — 
3 3 
341 
dre 
3 
,  _(Vf6+1ÿ 
d'où v = -— 
9 
g) Q = 22e 
= 
TES: 
, -Ÿ2 
D) VE ———— 
V6 sin 0 — 19 
4. a) i)  dy=-24x 


[e= fc dx 


d’où y = -2x + C 

ii) En remplaçant x par -2 et y par 6, 
6 = -2(-2) + C, ainsi C = 2 
d’où y = -2x +2 


iii) P(-2,6) 


D=L2x? 


b) i) 8y dy = -2x dx 


[ETES [are 


4 = x + C 
d’où x? + 4y = C 
ii) En remplaçant x par V8 et y par “1, 
(V8Ÿ + 4(-1) = C, ainsi C = 12 
d’où x? + 4y? = 12 


it) x2 + 4ÿ° = 12 


X 
P(V8, -1) 
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4. (suite) b) f'@) = 2x +3 (pente de la tangente donnée par f’(x)) 


- 1 1 De 
c) i) Fo = 3 dx FX) = Eu +3x+C  (enintégrant) 
1 1 Puisque f(3) = -2, nous trouvons C = -29 
— dy = | =dx 25 
DE . d'où 9 = = + 3x — 29 
In ly| = 3 EC l 
Puisque y > 0, nous obtenons c) FO = = ne 
In y = + C (équation 1) Puisque f’(1) = 3, nous trouvons C, = 2 
A 1 
On peut également isoler y. ainsi f(x) = — + 2 
x 
A  - : | 
y = == CM (QUE, =) f@ =In|xl+2x+C (en intégrant) 


d’où y= C, 5 (équation 2) Puisque f(1) = 6, nous trouvons C = 4 


li) En remplaçant x par 0 et y par 2 dans l’équation 2 d’où f(x) = In |x| + 2x +4 
2 = C, e!, ainsi C = 2 dy 
z d) Fa ie 
d’où y = 2e be 


iii) _ 


1 
[ d= [a 
PES 


Infy+5|=x+c 


p=CE—S 
En remplaçant x par 0 et y par -7, 
nous obtenons -7 = C — 5, ainsi C,=2 
2 - d'où 
1 11 = — 
d)ÿ —=dy=4dx PANIERS 
y f'@ = 6x7 —4x+C (en intégrant) 
| in — [+ be 0) = 2x —2x% + Cx+C, (enintégrant) 
Vy 
Noa : Puisque f(0) = 3, nous obtenons 
QUE 3 = 2(0*) — 2(0°) + C(0) + C,, ainsi C, = 3 
Vy=2:+ 2 donc f{x) = 22° — 2x? + Cx +3 
NY x C,, où (2x + C)=0 Puisque f(-2) = -5, nous obtenons 


-S = 2(-25) — 2(-27) + C(-2) + 3, ainsi C = -8 


-C 
d’où y = (2x + C}, où x = 
2 d’où fx) = 2x — 22 — 8x + 3 


1) En remplaçant x par 3 et y par 4 dans Vy = 2e C 


VA = (26) + C,), ainsi C, = -4 . D, 
donc Vy = 2x — 4, où (2x — 4) = 0 dx 
d’où y = (2x — 4oùx = 2 [£e= fa 
iii) y = (2x — 4} 
Sr C 
ÿ 
nee -1 
AE) CS re 
>il =il sil 
DNS 1 =— ji = 
Don =? ) » x—1 ) } x+l1 
c) with(plots): 
5 2) GR Sr AC cl = io] L : L : L E = -5.5, 
Puisque f’(2) = 5, nous trouvons C, = -1 ÉD Ge, RFI 
ainsi f(x) = 3x " 1 y = -5..5, color = [orange, blue, green], discont = me) 
3x Th 
f@) = FA x+C (en intégrant) x1 := plo([2, y, y = -5..5], linestyle = DOT, color = black): 
Puisque f(-2) = 3, nous trouvons C = -5 x2 := plot([1, y, y = -5..5], linestyle = DOT, color = black): 
he x3 := plot([-1, y, y = -S..5], linestyle = DOT, color = black): 


TOUL 
F0) 2 . display(c1, x1, x2, x3); 
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6. c) (suite) 


7: à) mm, == 2% 


ainsi, la pente m, de la famille de courbes cherchée 
est donnée par 


… <@aG) — il 
ainsi = — 
dx 2e 


1 
m, = — car m(m,) = -1 
à. ( On.) ) 


-] 
dg(x) = — dx 
8(x) _ 


=il ff 
d Ar 
[ 8(x) : [ a 
-] 
g(x) sic [x| 1 (C 
d’où g(x) — in CU (CAr x 10) 
b) i) f(1) = 5, d’où f(x) = x + 4 
-1 
g() = 5, d’où g,(x) = sui +5 
ii) f2) = 3, d’où f(x) = x — 1 
g@) = 3, d’où g,(x) = in +3 + =in 2) 


C) ROLEX 


F= +0 


x2 
HONG EC 


-5x2? 


b) i) -5 = k(3), d’où courbe de F: y, = 


9 ee 59 
Fi CSY= C, d’où courbe de Gi: + y, = 


. k fx 
ii) 7 = k(-2), d’où courbe de F: y, = —— 


4 
-2Yÿ 2 
— T2 = C, d'où courbe de G: 7 + y?= 51 


c) 


Exercices 2.4 (page 109) 


dv 
1. à) 7 a -9,8 
[ dv = | 9,8 dt 
DST o C 
Puisque v = 0 lorsque t = 0, nous obtenons C = 0 
d’où y = -9,8r, exprimée en m/s. 
dx 
b | 
) F7 9,8t 
[a= - [or ar 
x = “498 + C 


Puisque x = 1225 lorsque t = 0, 
nous obtenons C = 1225 
d’où x = -4,9f + 1225, exprimée en m. 
c) En posant x = 0, nous trouvons { = 15,815. 
En posant f = 15,81 dans v = -9,8r, 
nous obtenons y = -154,94 
d’où, la vitesse de l’objet, à l’instant où il touche le sol, 
est d’environ 155 m/s. 


d 
D) =? 
[a=fepa 
v=-2+C 
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œ 
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2. a) (suite) 


Puisque v = 54 km/h, c’est-à-dire 15 m/s, lorsque r = 0, 


nous obtenons C = 15 
d’où v = -2f + 15, exprimée en m/s. 


dx 
b) —=2+1 
) dt À 


[a = fe + 15) dt 


HS er 14 C 
Puisque x = 0 lorsque { = 0, nous obtenons C = 0 
d’où x = -P + 15r, exprimée en m. 
c) En posant v = 0, nous trouvons { = 7,55, 
ainsi d = x(7,5) — x(0) = 56,25 m. 
dv ____-12% 
dt (0,11 + 12) 


ne -1296 
re Gir+Ly° 


___ 6480 
(0,11 + 12Ÿ 


3. a) 


ar © 


Puisque v = 25 lorsque { = 0, 


; ce 
nous oDteEnons y — (0,15 + 12 


En posant y = 0, nous trouvons f = 605. 
dx 6480 


rs ro 


6480 
[a le De 20) dt 
x C 


-64 800 
DD) 
Distance parcourue = x(60) — x(0) = 600 m 
-1296 


c) a:=t— : 
(ONE MID) 


plot(a(r), t = 0.60, y = -1..0, color = orange); 


10 20 30 40 50 60 1 


-1296 


MO Gr + 12y 


6480 _ 
(0.1 +1 + 12} 
plot(v(®), t = 0.60, y = 0.30, color = blue); 


Dont 


PE re 20 


25 6480 
20 (0,1r + 12} 


10 20 30 40 50 60 1 
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A 201 + 5400: 
(0.1.1 + 12) 


plot(x(®), t = 0.60, y = 0.700, color = green); 


(en posant x = 0 lorsque t = 0) 


500 
400 
300 
-64 800 
D Our ee 


10 20 30 40 50 60 t 


ent 
dt 


[a=fa-soa 


VE SSÉERC 

Puisque v = 0 lorsque { = O0, nous obtenons 0 = 0 +C, 
ainsi C = Oet v = kt — 3F 
Puisque v = 30 lorsque f = 2, nous obtenons 30 = 2k — 24, 
ainsi k = 27 et v = 271 — 3 
En posant y = 0, nous obtenons 27r — 35 = 0 

31(9 — F)=0 
d’oùt=3s. ((—0etf = -3 à rejeter) 


& 
— = 271 — 36 
3 
[a = [er — 3F) dt 
Un. 
m5 4 
Puisque x = 7 lorsque { = 0, nous obtenons 7 = 0 +C, 
Ce 7e _ 2 _#, 7 
ainsi et x 5 7 


ll) 10104010) 


= |67,75 — 7| + |-124,25 — 67,75] 
= 60,75 + 192 
d’où d = 252,75 m. 


dP 
5. — = 12P 
a) 7 0,0 


1 
b) [F4 = [oo dt 


In |P| = 0,012 + C 
InP=0,012+C (car P >0) 
En remplaçant t par 0 (en 2010) et P par 60 000, 
nous obtenons In P = 0,012r + 1n 60 000 (1) 
d’où P = 60 000€°°!? (2) 


c) En posant f = 15 dans (2), P = 71 833 habitants. 
d) En posant P = 80 000 dans (1), r = 24 ans; 


d’où, durant l’année 2034. 


a) = KN 
dt 

b) D K dt 
= = 
n|N|= Kt+cC 


nN=Kt+C (caN>0) 


Puisque N = 10 000 lorsque f = 0, nous obtenons 
In N = Kt + In 10 000 


Puisque N = 14 000 lorsque ft = 2, nous obtenons 


In (1,4) 
MN =—>—1 + In 10000 () 
m(l4) , 
d’où N = 10 000e ? @) 
et N= 10 000(1,4)? G) 


c) En posant r = 5 dans (2) ou (3), N = 23 191 bactéries. 


d) En posant N = 20 000 dans (1), r = 4,12 heures. 
a) — = (42 % — 3,5 X)P 
fl 


b) [+4 - [007 dt 
P 


In |P| = 0,007r + C 
InP =0,007+C (car P > 0) 


En posant P = P, lorsque t = 0, 
nous obtenons In P = 0,007f + In P, (1) 


GP JP =? NE (2) 
c) En posant P = 2P, dans (2), { = 99 années. 
d) En posant P = 2P, dans In P = 0,018 + In ne 


nous obtenons f = 38,5 années. 


. Soit P, la variable représentant la population en 1) 
Q, la variable représentant la population en 2) et 
t, le nombre d’années écoulées depuis 2012. 


dP 
a) i) nn (2,8 % — 1,5 %)P — 1000 = 0,013P — 1000 


in À 2 00130 + 1000 

11) re Q 
Di de _. 
D 0,013P — 1000 


1 
Ene 1000 [a 


LUE 1000| = : + C 


° 


Puisque P = 25 000 lorsque { = 0, nous obtenons 


1 
ne ll EC 

A ec 

0e 0 OUT où 


In |0,013P — 1000| = 0,013 + In 675 
Puisque (0,013P — 1000) < 0, nous obtenons 
In (1000 — 0,013P) = 0,013: +1n675 (1) 
1000 — 675211 


CR (2) 


ii) In (1000 + 0,013Q) = 0,013: + In 1325 (3) 
us da — SENS OUT 
d’où Q = 0.013 (4) 
c) i) En posant f = 7 dans (2), P Æ 20 053 habitants. 
ii) En posant r = 7 dans (4), OQ = 34 710 habitants. 
d) i) En posant P = 10 000 dans (1), ft = 19,5 années, 
d’où vers le milieu de l’an 2031. 
ii) En posant Q = 45 000 dans (3), = 13,78 années, 
d’où vers la fin de l’an 2025. 
e) i) En posant P = O0 dans (1), { = 30,2 années, 
d’où au début de l’an 2042. 
En posant Q = 50 000 dans (3), r = 16,87, 
d’où vers la fin de l’an 2028. 
(1000 — 675-005). 
0.013 
(CÉPSOCES = OUT). 


ge 0.013 
plot([P(f, QI, t = 0..30.2, color = [orange, blue]); 


ii 


= 


f) P:=t 


1525251000 
LS —————————————— 
20 0,013 


1000 — 675e%°% 
0,013 


10 000 
5 t 
do | 
a) n — KQ 
b) [oc fra 
m|Q|=xkt+c 


nO=Kt+C (ca Q>0) 
En posant O = Q, lorsque f = O, 
nous obtenons In Q = Kf+InQ, 


Q 
Puisque Q = _ lorsque 1 = 5600, 


1 1 
= —|1+ 
nous obtenons In Q 5600 In () t+noQ, (1) 
a G): 
Con De) ME (2) 
1\ 560 
co 0,(;) G) 


c) En posant f = 10 000 dans (2) ou (3), Q = 0,290, 
d) En posant Q = 0,100, dans (1), f = 18 603 années. 


e) Q 
Q 


Qo 
2 
do 
4 


{ 
(ans) 
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] 


LL 
© 
œ 
œ 
(®) 
(®) 


aT 
10. à) _ = K(T — 20) 


1 
[ ar = | Ka 
Te 20 


InT—20| =Kr+cC 
En posant 7 = 65 lorsque t = O0, nous obtenons 
In |T — 20] = Kt +In45 
n(T—20)=Kt+In45 (car (ft — 20) > 0) 


Puisque T = 30 lorsque { = 10, nous obtenons 


1 2 
In (T — 20) TL Er + In 45 (1) 
Li(2): 
d’où T = 20 + 45e (2) 
D\ 
et T = 20 + 45 : (3) 


b) En posant T = 45 dans (1), r = 3,9 minutes. 


c) En posant T = 50 dans (1), nous trouvons # = 2,7 et 


en posant T = 35 dans (1), nous trouvons £, = 7,3, 
d’'oùf=t,—1t = 4,6 minutes. 
d) En posant { = 40 dans (2) ou (3), T = 20,11 °C. 


t 


ne 
e) T. = lim 20 + 45 Fÿ = 20°C 
min Ne 9 
2\56 
f) plo | 20 + 45. É 220127 0:40,» 0. 70: 
9 


color = [orange, blue], linestyle = [1, por} 


2 10 
T(t) = 20 + 45 6) 


dQ _ -50 
dt 1l+t 


-50 
Je So a 
Q=-50Mm|1+r| +C 
Q=-50mM(1+N+C (car (1 +) > 0) 
Puisque Q = 100 lorsque t = 0, 
nous obtenons Q = -50 In (1 + r#) + 100 
i) Lorsque f = 2, Q = 45 ml. 


ii) Lorsque rt = 4, Q = 19,5; l’organisme a donc 
éliminé 100 — 19,5; donc environ 80,5 ml. 


11. à 


b) En posant Q = 0, nous obtenons r Æ 6,39 heures. 


9 CO (6 = -50 in (A + D + 100 
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dQ 


12. à) = = kQ (Q, — QŸ 


dt 

Je, 0° ao = Jxoiar 

40, Où = KO + C 
En remplaçant f par 0 et Q par Q,, nous obtenons 
-4(Q, — Qÿ =0+C,doncC=0 

ainsi -4(Q, — Q)* = kO° t 

c'est-à-dire (Q, — oÿ = KO 1, où k = . 
(Q, — Q) = kQ,f", où k, = k° 


2) 
En remplaçant f par 5 et Q par 5 Q,, nous obtenons 


2 1 
(a, a 3 o) on KO, 625, donc k, Dr 1875 


Il 
ainsi Cm. 


al 
d’où Q — | = —— 
2-@ | 1875 | 
b) En posant Q = O, nous obtenons r = 6,58..., 
d’où environ 6 heures et 35 minutes. 


13. a) Soit Q la quantité de la substance À présente à chaque 


instant. 


: 200 litres kg : 
Nous ajoutons | ———— || 0,015 — = 3 Kg/min 
min litres 


et à chaque minute, la quantité de la substance À qui se 


200 litres Q kg \ Q 
min 4000 litres 20 


vide est | kg/min, 


Il 1 
fs <- ne 


En posant Q = 160 lorsque t = 0, 
-1 
nous obtenons In [60 — Q| = 30 t + In 100 


Puisque O > 60, (car 4000(0,015) = 60) 
-] 
nous obtenons In (Q — 60) = 50 t + In 100 (1) 


d’où Q = 60 + 100e7 (2) 
c) En posant Q = 100 dans (1), r = 18,3 min. 
d) En posant f = 60 dans (2), Q = 65 kg. 


e) Qu, = im [60 + 100e%) = 60 kg 


min 


13. (suite) 


t 


f) plot 


color = [orange, blue], linestyle = [1, DOT] |; 


St 


20 


Q(t) = 60 + 100e 


20 
10 20 30 40 50 601 


14. à) Soit Q, la quantité de sel dissous dans l’eau. 
ë. 2 
dt 1000 +7 


1 1 
Pi [see 1 1000 + 


n|Q]=-m|1000 +r)+c, 


in Q = -In (1000 + 5 + C, (car Q > 0et(1000 + ÿ >0) 


Q = Ce” (1000 +» 
_— 
1000 + r 


(EE) 
Q = 


Puisque Q = 50 lorsque r = 0, 
50 000 
1000 + 


c) En posant Q = 20, r = 1500, donc 1500 minutes, 
c’est-à-dire 25 heures. 


nous obtenons Q = 


d) La quantité de sel est de 20 kg et la quantité du 
mélange, de 2500 L, d’où la concentration de sel 
dans le mélange est 0,008 kg/L. 


e) Le réservoir est rempli lorsque ‘ = 4000 min, 


d’où Q = 10 kg. 
15. a) Puisque r = 5, V = 25h, ainsi h = are 
2 257 
7 ol Kkh 
Pau) Di 
qe . ah = 
1 k 
b)|-dV= | — 
)] V 257 


Pure 
257 


(car V > 0) 
Puisque V = 3007 lorsque r = O, 


nous obtenons In V = ne t + In 3007 
257 


Puisque V = 0,8(3007) = 2407 lorsque t = 5, 
nous obtenons k = 57 In 0,8 


Ainsi mer + In 3007 (1) 
In (0,8) ; 

d’où V = 300%e * (2) 

et V = 3007(0,8)° G) 


60 + 100 : e ”, c |.1=0.60.3=0.160 


16. 


17. 


18. 


19. 


c) En posant f = 8 dans (2) ou (3), V = 2107 m°. 


d) En posant V = 0,4(3007) = 1207 dans (1), 
t= 20,53 heures. 


e) En posant { = 24 dans (2) ou (3), V = 102,87 
De V = rh, nous trouvons h = 4,11 mètres. 


SR 100r — 2500 
a) ne [A 


[a- [ (100r — 2500) dt 


V = 508 — 25001 + C 
Puisque V = 31 250 lorsque t = 0, 
nous obtenons V = 507 — 25007 + 31 250 
Lorsque 1 = 3, V = 24 200 $. 
b) En posant V = 22 050, nous obtenons f = 4 ans. 
dA 


a) ne 0,0425A 


1 
b) fe dA = [ 0,0425 dt 


In |A| = 0,0425r + C 
In À = 0,0425r + C 
Puisque À = 8243 lorsque { = 5, nous obtenons 
In 8243 = 0,0425(5) + C, C = In 8243 — 0,2125 
In À = 0,0425t + In 8243 — 0,2125 (1) 
d’où À = 82430025: — 02125) (2) 
c) En posant f = 0 dans (2), A, = 6665 $. 


(car À > 0) 


d) En posant À = 13 000 dans (1), r = 15,72 années. 


dA 
a) F7 = jA 
b) [re = [sa 
A 
nmlA|= jt +cC 
nA=jt+C (car A>0) 
En posant À = À lorsque t = 0, 
nous obtenons In À = jf + In À, (1) 
d’où À = A e (2) 


c) En posant À = 2A dans (1), 
si j = 0,04, nous obtenons { = 17,3 années; 
si j = 0,08, nous obtenons 1 = 8,7 années. 

d) En posant j = 0,05 et t = 7 dans (2), A = 1,4A ; 
en posant j = 0,07 et f = 5 dans (2), A = 1,44,. 


) Fer 
& dq 7 
De 200e7°2 
dg L : 
[ar = 200 | e°2% dq 
— 200 —0,2q + K 
"02° 


En remplaçant g par 0 et R par 0, K, = 1000, 
d’où R = 1000 — 1000e7°2# 
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19. a) (suite) c) R:= q — 1000 — 1000-e-°2:4: 

se C:= q 75 + 200-e00%-4: 

in P:= q — R(Q) — Ca): 

dc = 166008 plot([R(g), C(q), P(q)], q = 0..22, color = [orange, 

dq blue, magental) ; 

dC = 16 | e*% dq Y 

R(q) = 1000 — 10006 °24 
= 16 0,08. 
C = 0.08 CPI SE IE 


C{q) = 75 + 200e%% 
En remplaçant g par 0 et C par 275, K, = 75, 


d’où C = 75 + 200e°°% 
Puisque P = R — C, nous obtenons 
P = (1000 — 1000e7°2%) — (75 + 200e°°5%1) 
d’où P = 925 — 1000e7°4 — 200e°% 

b) P(1,1) = -95,916..., d’où une perte d’environ 9592. 
P(15) = 211,189..., d’où un gain d’environ 21 119$. 
P(21,5) = -205,474..., d’où une perte d’environ 20 547$. 


P(q) = 925 — 100064 — 200e°# 


d) g1:= fsolve(P(q) = 0, q = 0.5); 
1.830288191 

g2 := fsolve(P(q) = 0, q = 15.22); 
18.82648690 

d’où P = O0sige [1,83...; 18,82...] 


Exercices récapitulatifs (page 113) 


6 " 6x 


D D 4. a) 3e + LE 
LU TL Dre 
. cos x =) 9 
c) 3sin x + + C 3 + Ted 
) o NN 2 VOIES EVA A 
7 2 
e) 8 Arc sin ft — 4 Arc tan f + — Arc sec f + C €) l 6In|5h +6| LC 
3 3(3h + 1) 5 
Si Sc 
4 EC 2 2V(Inx} 
Dr 9) (mn VA) = + 
7 4 2 Arcsinu : 
$ J J il à 4 À 
) 3 in lul TS 7 i) -cos (In 3x) + PER “) + C 
6EV 10V 
De qu) 6 k) n sec (©) + tan (©)| — 21n [es Vr + cot Va + © 
5 3 x x 
25 ; : 
m) Er +evr+ c 5. à) In |sec (3x? + 4) + tan (3x? + 4)| _ 
6 
0) tan0 — cot0 + C = 2 
: 5 Ilcos 3x], 
F1 à) =(6 = FP+C 
27 D ot te 
-3 cos x? 
C) ; + C \ -] . -] 
k ou 
3 < 2 sin? @ !  2tanœ é 
e) AU NE CC ÿ) 1+sinr+C 
g) In [Arc tan x| + C k) 2Vsinr + C 
cos? @ cos‘ o 
i) 2 sec 48 + C a 2 = 2 ne 
1 (E + 1)'° 
2 gsint 6. b) ———+c 
k) (C ) 20 
: 2 22) 
m) 26° ET + Vo ET 
Arc sec f Re 5 
5 — 1 f) e FUME _ 
h) 


F1 t C 
27(4 + 3x) 27(4 + 3x) 81(4 + 3x) 
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D e 2 _ 17. Environ 21,66 m LU 
8. a) 2Vy = 3 c) a+ c)>0 19. à) 346mdeO b) Environ 38,45 m/s 2 
| È . 21. à) i) Environ 4714 livres ii) Environ 14 056 livres ce 
c) -e= > DCE (c 2 b) i) Environ 6.8 jours ii) Environ 27,8 jours o 
354 23. a) Environ 42 bélougas 
e) 4in|y| + siny=tanx à + C; aucune b) Vers la fin de l’année 2025 
- 24. Environ 17,33 jours 
For . È . DS 26. a) Environ 259 ans 
c) y=— (F = 1} b) Environ 0,78 % de la quantité initiale 
gi jf 28. a) Environ 77 240 habitants b) Environ 26,44 années 
d) x+8ln|x-—5|=In|y| + —— + 
2) 2 31. Entre 15 h 49 et 15 h 50 
e) y=In a = 33. a) j — 6,58 % b) Environ 6,4(10°) $ 
35. a) Environ 15 841 $ b) Environ 12 ans 
10. a) fn = +e*—-cosx+x+l c) 6,57 % 
c) k(x) = -6In|x| — 2x — 3 20 100% 
11. b) D y =e L ii) y = VS . b) Environ 13,53 kilogrammes 


c) Environ 3 heures et 48 minutes 
14. b) Environ 90 028 $ ©) 5 MER, CET $ 


Problèmes de synthèse (page 120) 


256e 3 
2.a = ———— (2 + 1) ect 18. T=A+(T — A)e“ 
Dee ce LA ie )e 
55 20. T=— VL 
3.0 r-h|- Æ ci) 1. _. 
è n 
21. a) dæ=| 7 
L CN) 
DCE = 3 F 
AC, = 23. a) V= li — ei), exprimé en m° 
b) Environ 49,3 minutes 
OU = - GE = 24. à Q == (1 — e-f), exprimée en mg, où K > 0 
à 26. à) i) Environ 8,7 km ii) Environ 16,9 km 
6. a) Environ 31,83 secondes b) a, = -1,06 km/h? à Où ee 
7. Environ 81,5 km/h 28. b) Environ 85,71 $ c) Au moins 608 valises 
9. a) 4 secondes b) 6,25 m/s? 29. Vers 3 h 46 
11. b) Environ 264,14 K dC dL 
: 31. à) =(n=m-plC;—=(hC-m,)L 
12. Environ 117,73 ml dt dt 
14. a i=e-1 b) i= 3,30 % DES RUE" 
m, nm 
15. a) i) Environ 61 029$ ii) Environ 90 752 $ c) C= h et L=— 5 : 
CHAPITRE 3 
Exercices préliminaires (page 127) 
A(x + h) — A = N 3 
1. im (x - (@X) . c) .…… f(x) = gx) + C, où C'est une constante réelle 
h=0 
 . . 3 4. Soit f(x) = ax° + bx + c 
: = 
8 Puisque  f(0) = 7, nous avons c = 7 
3. a) … il existe au moins un nombre c € Ja, b] tel que f{c) = . fo) 2 px+7 
onc x) = ax? x 
b) … il existe au moins un nombre c € Ja, b[ tel que 
i = +b+7= 
FE) - f) — ft) A Puisque f(1)=6, nousavons a+b+7=6 
D et puisque f(-2) = 21, nous avons 4a — 2b +7 = 21 
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4. (suite) 


a+b="-1 
En résolvant le système 
4a — 2b = 14 
nous obtenons a = 2 et b = -3 
d’où f(x) = 2x? — 3x + 7 
3 
l 
Sd 2. Ë 
3 x 
5h(i+r 
b) 3 Arc tant — si + 5e € 
sin‘ 2 
à . Q] + 


GE) 2% EC 
e) Arcsinx + VIl—-x+cC 


1 
f) 3 sin 9 + zIn|sec 0 + tan] + C 


Se É : 
D b) A, = 0,181 u 
c) A, = f(b)(c — a)w d) À, = (20)6 0 u? 
ne ie 
DS on 


Exercices 3.1 (page 132) 
3 4 $ GG. 7, 8 , € 
TNT OT ET TT TS 

b) 31 + 107 + 255 + 499 


c) Z+2+2%+... +242 
173 57 59 

d) -1 + t D goo L 

) 3 5 59 61 


CROIENT 


2e Lis le 


1 DAC RQ ANNE et 
JO SA NE EE 
5 25 10 4 

; Ce 

2 b) 2 k c) 2 = 
8 
> 


_. ik Eb 
CD QE — 1) o > 2(7) D Di 


k=0 


3. a) i) 2 = 5050 (som. 1, où = 100) 


2 12 
ii) En = 216225 (som. 3, où & — 30) 


1958 
Æ ÈS »- = CNRS 


(théo. 3.1 et som. 2) 


ii) —— 


PO SRE old la +09 


= 99(3) + 


99 (100) 
DE 


] (théo. 3.3 et som. 1) 


= 707 


50 
+99)=3 Ÿ Qi—1) 


i=1 


50 50 
=3 > i-Y 1 (théo. 3.1) 


=3 É en = soc] (som. 1 et théo. 3.3) 


= 3[2550 — 50] = 7500 


100(101)(201 
b) à I = 338 350 (som. 2, où k = 100) 


SANS ESS 
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ii) 6(28) = 168  (théo. 3.3) 


9 
DD i— Ÿ i= 4095 — 45 = 4050 (théo. 3.2 et 
i=1 i=1 et som. 1) 


20 
im Y _ >. 5. (théo. 3.1) 
œil = 
= = (210) 2 20) (som. 1 et théo. 3.3) 
= 265 
25 25 25 25 
DONNE OU NN 0 


i=1 i=1 i=1 i=1 
(théo. 3.1) 
= 4(5525) — 12(325) + 9(25) 

(som. 2 et 1, théo. 3.3) 
= 18 425 


15 15 15 
VD 120) F-12000 : (théo 3.1) 
i=] ei i=1 


= 14400 — 120(120) (som. 3et 1) 


= 0 
Ga —1) : 
a) > (som. 1, où & = n — 1) 
il 352 il 
b) 2 Sn > 1 (thé. 3-1) 
_ 3 f(n—1l)n(2n —1)\ (som.2, 
Sn 6 où k = n — 1) 
_G@=2r= 1) 
10 


co) D (SÉ+6=5Ù F+S 6  (théo.3.1) 


i=1 i=1 i=1 
nn + 1} 
_ ru + D 


3 + 6n (som. 3, où k = n, 


et théo. 3.3) 


gl nil n=— 1 


DOG CN 2 D bel) 


= i=l i=l 
(n—1)nQ2n—1) 2(n — ln 
6 2 
(som. 1 et 2) 


= 6 


= Qn(n — 1ÿ 


4. (suite) 


n i n 
e) DE +2) (fo) = x + 2) 
i=l i=l 
1 n n 
=—Yi+ 2  (théo.3.1) 
BR; i=l 
= n(n + 1) +0 (som. House n, 
n ? et théo. 3.3) 
__à2 il 
nCTr 


9 {n(n + 1) Qn + 2 6 pe “ 
ee ES es us ES | 
2 
(som. 2 et 1, où k = n, et théo. 3.3) 


3(n + 1)(2n + 1) 
E 2n 
__-6n + 3n +3 
: 2n 


n 


3(n + 1) — 3n 


. à) Nn)=2n-1 


b) En effectuant ren 
cm 


, nous obtenons 50 rangées, 


50 
d'où T= > (2n—1) 


n=l 


50 50 50 
c) T= » @n-n=2(S Je 1 


. S ( : 6i : 95? 4 — n=l n=l n=l 
= no" 7 _ ee, 
TE 2 
sir 5) d'où T = 2500 cubes. 
en LE io 
Se 
= Riz ii 
Exercices 3.2 (page 144) 
Us 
1. a) Ax = 5 5: 
I | | | | | 
1 2 3 4 
NON AN 
NUS NS 
De res 
L | | | | 
5) 10 250 
2 FE DS 2 7 
sn] 1) ) s, = A(r,) + A(r,) + A(r,) + A(r) 
. HR ue 
c) Ax= ar De 
10 à oies 
2. a) SR = f(0)0,6 + f(0,6) 0,2 + f(0,8) 0,4 + f(1,2) 0,5 + SL, 0,3 Sr 3 Ne 
= -0,985 
b) SR, = f(0,6) 0,6 + f(0,8) 0.2 + (1,2) 0,4 + f(L,7) 0,5 + f(2) 0,3 
C 
= 2,465 
c) SR = f(0,3)0,6 + f(0,7) 02 + f(1) 0.4 + (1,45) 0,5 + F(1,85) 0,3 
= 0,63 


3. a) y 


s, = A(r,) + Ar.) + Ar.) + Ar.) 
= f(0) 1 + f(1) 1 + f(2) 1 + fG) 1 


= VO + VI + V2 + V3 
d’où s, = 4,146... u? 


5, = A(r,) + Ar,) + A(r,) + A(r,) + Ar.) 


= f(0) 1 + f() 1 + jf) 1 + fG) 1 + FO) 1 
=2+1+1+2+5 


d’où s, = 11 uw 
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3. (suite) 
d) y» 


HDi 21) (théo. 3.1) 
+ 


i=1 i=1 i 


-:( nn+lO@n+i) 3nnm+1). 

=x—4x +5 n nm 6 °n 2 

EE * (SOMPEMIMEMRÉO 25) 
» Is 12e 7 2 1 


6n° 6 n 6 
eh Ê 2. =) =? 
Éd pe 5% re 6 n 6 6 
ed 19,2, 1\ 4% 
Se Nora 
$, = A(R,) + A(R,) + A(R,) + A(R,) + A(R.) 0, 17 
d’où À, = —u? car $ = — 
= (0) 1 + SD 1 + fG) 1 + (4) 1 + f(S) 1 6 6 
=5+2+2+5+10 5. a) Laissée à l’étudiant. b) Laissée à l’étudiant. 
Ce 2 7 
d'où S, = 24u c) s= lims, 3 lim S, 3 
4. à) y DS AA = 7 2 Ra 
fo =2+3x+1 d'où À, = zu. ASS 


6. à) f:= x — sin (x): 
with (student) : 


1) leftbox (rc, LIU = 3, shading = green, scaling = 


constrained) 


evalf [lefisum (rc. = 5 3)}: 


1 1 ; 
=# la ES NT 2 Da mu (77) EE 0.7152492291 
CE 
T 
n termes ii) ri htbox| (x), x = 0. —, 3, shading = blue, scaling = 
hr ne D) ) ri u) 2 . $ 
Le constrained) É 
| _lLG—-ln@2n-1), ee 
= n T T 
n nm 6 n 2 


(som. 2 et 1) 
_é=1%+l 17 2 1 


evalf{righisum (rc. x = 0. _ 3)}: 
1.238848005 


b) sn:= n — evalf[lefisum (rc. x = 0. _ n): 


DHL = evalf(righisum (rc. x 10 _ n)): 


1) sn(10); ii) Sn(10); 
0.9194031700 1.076482803 

ii) s2(100); iv) Sn(100); 
0.9921254565 1.007833420 
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6. (suite) 


c) s := limit(sn(n), n = infinity); 


0.9999999099 

S':= limit(Sn(n), n = infinity); 
. 0.9999999999 

d’où A7 = (cas—=S—1) 


7. a) Soit P une partition quelconque de [a, b]. 


b n 
| cdx= lim D on 


(max Ax)—0 Er 


(HE) = a) 


a 


n 


= Jim c Ax. 
(max Ax)—0 2 

= lim cb—a) D ARE d) 
(max Ax)—0 i=1 

= c(b — a) 


4 


: red. are 
b) i) 5h, (-1)) (eue D 4eta ) 


= 


S 25 


(car c = -3,b = -1 


ii) 1 (-3) dx = -3(-1 — (-10)) 
—10 et a = -10) 


—?) 
2 : Ten 0 
8. a) SR = © f(c) Ax,oùc, = e— 
i=1 


= f(c,) Ax, + f{c,) Ax, + … + f{c,) Ax, 


ar dd TS Ted 
| 2 je x) + > Je. HE) c00 à 


= ee mn Fa | 
1 ei 
a 
D? — «œ 
SR (pate b) 
b 
LÉGER EG 
b dx= lim = 
) [ Lu (max Ax)0 2 2 
9 
92 — 92 
c) n ra > (car b = 9 et a = 2) 
= 385 


Exercices 3.3 (page 151) 


b) 2 sin 0 d0 = (-2 cos 6) 


e 
1 


c) Gin |#)) = 3ne — 31n 1 =3 


1 


He Se 
he 2) 
3 DT 2 

iii) [ + 0) 
M 2 


d) L'intégrale définie correspond 
à l’aire comprise entre la 
courbe f{x) = x, l’axe des x, 
la droite x = a et la droite x = b. 


9. P= Lo > 4%) #2) . 40) _. 2} C, = #2 Ax = à 
n n n n Ë n Ê n 


n 


Z fc) 4x 


i=1 


2 
[ œ+2x)dx= lim 
0 


(max Ax)—0 


= ii 2/2nn+1). 16 n{n + 1} 

ns n 2 nm 4 

. Æ +1)  8(n+ = 

= Jim 4 5 

n—+00 n n 

2, Îl 

= lim (42464645) 

n—+00 n n nm 
= 10 


10. a) [rod [ ro + | rod + 8-2 
b) [roa--| Go) dx = -2 
©) [ foh=0 


d) [roux [roa+ [ro + [rod 
=S5+(6)+8=7 | 
11. à) [ srca 0 (déf. 3.7) 


b) 1. [5 gx) — 2 f(x)] de=s [eco dr +2] ax 


= -5(3) + 24) = -7 


1 
T -T T 
d) Arct = Arc tan 1 — Arctan(-1)=—-|—|)=— 
) LR rc tan rc tan (-1) 7 Es 2 
\ -T 
e) secu|__ = sec O0 see (TE) = 
RE 
x\ 1 3 
53 il — Pur il —_ 2 ss 
f) (2e L = F (2e? + 1) (2e 5) 2e F3 
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LL 
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œ 
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1. (suite) 


2 


ns 9 1 8 
=|4. 4: 
8) Ê In ) : es In 3 In 3 


= tan (7) tan Es = 1,453... 
Z 5 5 


i) (-2 Arc sin x) 


ane 
J) Ë 6] 


2. a) i u=3 + 5x: | L dx = 


h) tan 0 


1 
Di 1 
° =-2 Arcsin () — (-2 Arc sin 0) = — 


-1089 


64 


24) (1 — 6) = 


bebe 
5 OX CT 


à 2e 5 
4 4 
1 1 1 1 
[ Es À 5"6G t | 5123 ;sm13 
23 
eee 
SE 
üi) u’(x) = 5 Æ 0 sur |2, 4[ 
x 2 4 
u=3+5x 13 23 
4 23 23 
1 1 1. 23 
[ 355% [ 5 du NS LT 
3 — 1) 
bi u=x- 1 free a=T _ LPC: 
1 1 
Ge = 1 0 -1 1 
< 4 + _ a 
[ee Dr RE de 15 
ü) u/(x) = 3x Æ O0 sur ]0, 1[ 
x 0 1 
u=x—1 -1 0 
1 1f° 5 l° 1 
ti en 4 Et 
[ee 1)* dx ] « du 15|, 15 
t ël 
c) i) à = tan 36, tn” 36 sec 30 = — LOS 
& La _i I 
1 tan? 30 sec? 30 dO = ele 0 = 
; go KL 9 
_ T 
ii) (0) = 3 sec? (30) Æ 0 sur [0 | 
T 
0 0 — 
12 
u = tan (36) 0 
= 1 2 CL 1 
[ tan 39 see 30 9 = | L qu = = == 
0 0 3 ? 0 
1 
d) i u=imx: | dx =In|inx| + C:; 
x In x 


Ca 


dx = In|inx| 


7 
_xInx 
Ve 


Ve 


=]n|ne| — In|in Vel 


=m2-m()=m4 
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1 
üi) (9) == # O sur Ve, é 


x Ve e” 
1 
u=Mmx 2 2 
e 2 2 
1 1 
| dx [ du =n|u|| = In4 
- XInx 1u = 
Ve 2 FA 
-78 
3. a) b) u = 21;0 
V3 
c) 24 + In3 d u=tanb;1 
e) In(1 + V2) f) u= sing; 
g) u=2+sin0;0 dc 


2 = | 
i) u = Arcsinx; _ j) u = tan 30; — 


k) In V2 


4. à) [ FQ) dx = f(c) (8 — 2), où ce [2, 8] 


8 
| x dx = c* (6) 
2 


8 


: — 6c* 
4 À 
1020 = 6c° 


d’où c = V170 


6 
b) [ 
> À C 


6 
Inlx|| = 
2 


In 6 — In2 = 


OIBOIR 


4 
d’oùc=—— (carin6 — In2 = In3) 
In 3 


c) [ ei Ve(i—(8),oùcelf-8,1] 


5. a) F'(x) = sec* x b) G'(x) = -In x 


ae a “AN ” 
> 4] d cord ll (e -1e)dr| e* + 


1) Division etu = x + oi, 


xe* 


+ In2 


a 
2 


3 È 
1 (sx À 


6. a) [ (4g'(x) — 5f'(0) + 3) dx = (dg(x) — 5f(x) + 3x) 


CORRIGE 


= (4g(3) — 5fG) + 9) — (dg(1) — SSD) + 3) 9 /-7 _ -0 
= GO) = SE) 5e 9) = EE) = SC) 5 3) k É 2) Ê Ô) 
= 60 
=8+2=10 
b) | (ce g"@ i dx = (eo 80 dE) k 1 si x<-1 
2) 3 30 À 3 ; , 
! : ii) Puisque [1 —x|=4 1—x si -1<x<1 
= fm 3/0) RO 10) —1 si > 1 
ec ni sn 
_{7 6 1) [ [1 rl&= | (@2—1)dx [ (-x)d+ | G-1Ddx 
5 3 2 In 2) È 3 o) = = Er 1 
, x Fe x\|' x e 
=27-21m2 E ] (« 3) : 3 *] 
2 2 D ne 
c) [ (FO 80) + FO) 8’) dx = FO) 80) F SNS 3 
= f(2) g(2) — (3) 8) 9. Soit F(x) une primitive de f(x). 
_ A 10 a) [ fG) dx = F(a) — F(a)  (théo. 3.8) 


= 0 
7. a) F(x) = sin x — 1; F'(x) = cos x 


ae à, b) [ fQ@) dx = F(b) — F(a)  (théo. 3.8) 
b) F(x) = > 2° F0) e G = -(F(a) — F(b)) 3 


Fe ; 
c) FG) = hx; FG=: = - | fG@) dx  (théo. 3.8) 


d) FX) = -x$ + 2x2 — 5x + 52; F'(x) = -3x + 4x — 5 


. [ re -| Po | DE Gas c) [ fx) dx + [ FG) dx = [F(c) — F(a)] + [F(b) — F(0)] 
É Æ (théo. 3.8) 
1 3 = F(b) — F(a) 
= [rat [a b 
2 ! = [ f@) dx  (théo. 3.8) 
2 1 À a) a 
— MATE 
21 3 d) k F(x) est une primitive de k f(x), d’où 
_fi 2\+{o 1\ 43 ? b : 
G gl 6 [ KG) dx = (EF) || (théo. 3.8) 
= Si F<3 = k F(b) — k F(a) 


b) i) Puisque [x = 31= |" hi = k[F(b) — F(a)] 
= — F(a 


5 3 5 
b 
[a da = | [x — 3] dx + [a 3| dx = a [ ru ax (théo. 3.8) 
L Ë 3 


=| (3 a+ [ 3) dx 


Exercices 3.4 (page 161) 


(k 
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1. (suite) 


Aux =xAy 7 À - 


rect. 


= 


1 
1 
le 


2 


= Arc tan x 


cl SE: 
Aa, = y AX 


2. a) f(x) = x(6— x) 


M2 


0 ou x = 6 


6 
4= [ya 
0 


0 si x 


b) fo) = x(x — 2)(x — 4) 


y 2 
j A = [ y dx 
f(x) = xi — 6x? + 8x 0 


0 six = 0, x = 2 ou x = 4 


= face +80 
0 


2 


ni 
= e Xi S a) 


0 


= 4w 


440 CORRIGÉ DU CHAPITRE 3 Exercices 3.4 


me 


3. à) x = (y + 1)(y — 3) = 0 si y = -1 ou y = 3 
a 
: A°= | (0 —x)dy 
x=} —2y —3 s* Si 
| 3 
CUS rs) 


A 


rect. = 
c) y = Arc tan x, ainsi x = tan y 


six = 0,y =0etsix = 1, y = 


NE 


y = Arc tan x 


A rect. 


= x Ay z 
‘ AVE © 


0 


= -In|cos y| 


È 


-1 ou x = 4 


a) y, = y, Six 


a= | ©, — y.) dx 


@ — 2x — 3)] dx 


125; 
6 

4 x 

= x —2x—3 


Arect. O as V2) Ax 


4. (suite) 


b) x = x,siy = 4ou y = -2 


Il 
+ 
L à 
= 
LP 
Le 
+ 
BR 
> 
| 
+ 
pete 
È& 


Il 
= 
CO 
&, 


1 


Axa. = (> — x,) Ay sur [-3, -1] 


x — X) Ay sur [-1, 2] 


2 3 
| A D y2) GA) #+Da+ [6 y—2)dy 
Aer, = (2 — 1) AY 3 =1 2 
OV ASIA SOUS noble 
, a 2. 6 
ä b) y, = y, six =0 
A= | (,—7y,)dx pre 
= Vies à M=1l1+2x 
a) 
= [ [A8 — x) — x°] dx Area, = 1 — »2) Ax sur [-1, 0] 
— Le Aer. D O _ M) Ax sur [O, 1] 


0 


= 


Area. — @ En Xi) Ay 


A RS CS LES 


e) y, = y, six =0,2ou4 


y,= x — 6x + 8x 


-u(eh-(h 


A Ste) [ HOME) ls 


À, = ©, — »,) Axsur[0, 1] 
À. = (, = »,) Axsur[1, 2] 


rs 


il 2 Fa 
A = eja+[( 
X 0 1 


3 


2 4 
A | (© — 6x + 8x) dx + | (0 — (x — 6x + 8x) dx 
0 2 
=4+4=8u 


0% #%)Aysur (2; 0] 
= (x, — x,) Ay sur [0, 2] 


= (sin x + cos x) 


0 


4 n 
+ (-cos x — sin x) 


ds Aie 1 
Axa. = }, Ax sur [0, 2] = [zx _1 d 7 — 9 Arc tan 2 + Le 2,93 u? 
Axa, = (0 — y,) Ax sur [2, 4] 2. à 2 


À T 
a=| Gos x sinadr + | (sin x — cos x) dx 
0 4 


Lu 


T 


EE] 
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% — X,) Ay sur [2, 3] 


5. d) (suite) 


=2V2w 


e) y = y, six =2 


D 


wt------ 


— y,) Ax sur [1, 2]; A 


rect. 


A 


role 


ne x?) dx + ee 2°) dx 


CNRS EN 
A. = », Axsur[0, 1]etA.. = y, 


rect. rect. 
1 


(es) net 


1 e 3 
a= [ea t | LR 
É ne 3 


0 


A. — », Axsur [0, 4] et A 


rect. 


- [ra [Ma 


b) y, = y, six =4;y = 0six=0;y, 
= y, Ax sur [4, 8] 


— y,) Ax sur [2, 3] 


sue 
3 


8 


EG 


5 


c) Au © 0, — y.) Axsur (0,41; 4. = 6, 


= = - vi a+ [(r ve) a 


0 4 
32 32 
==(V2-1)+=1V2-1)= 
3 3 
d) Pour A, A... = y Ax 
a {| (À 
A — dx = = 
1 X x | 
Pour À, A. = xAy 
A =[ = {V2 i}u 
\ Vy 
1 1 
JE 1 
7. A, = fra = 1 
. 4|, 4 


A, = aire du triangle — À, = 0,5 — 0,25 = 0,25 w 


A, = | Vx dx — aire du triangle 


1 
4 
ne 


4 


RS nil 
AN? 


0 


A, = aire du carré — (4, +A,+A)=1 


2) 
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— y,) Ax sur [4, 8] 


(V3 1) 


10. 


u2 


2 3 
A, = aire du triangle = 2 Le = 


a 
À, = aire du triangle inférieur — [ x dx 
# L &) ë) u 
dd x CCE CLS 
= = = 
2 3, 2 à 6 


d’où À, = 34,, pour tout a > O 


. a) A +A,=3(6—1)=15u (aire du rectangle) 


en “ nn C 1 = 15 (aire du trapèze 


2) » inférieur) 
Ta(5) = 15 
d'oùa=7 
6 1 6 
b) [ ad =; | 3 dx 
ï' E 
ax 1 5 
es | 
35a _ 15 
2 2) 
A 
d'où a = 


3 4 
2ax? 


: - 1 (*/x 
[« ra=; | (+4)à 
4 


3 212 
135 
d’où a = —— 
où a 56 
4] 4 
.A=Î dx=m|x|| =In4 
à À 1 
95 9 
a= | dx =In|x|| =In9—-1In4 
|. æ 4 
a) A = 24 A, 
[ la-2m4+m9 In 4 
1 À 
In a = In (4(9)) 
d’où a = 36 
b) A,=A, 


9 
ma=in9— ind = in() 

4 
Dos 


c) 4A,=2A +A 


4 In a = In 36 
1 
na 7ln36 
L 
In a = In (36‘) 
a = V36 
d’où a = V6 


Exercices 3.5 (page 179) 


104 A 
1. a) vO = dune | v(6) dt 
2 


[ a 52 
MERS 


b) v(10) — v(0) = l a(i) dt 


° 160 


10 
v(10) = [ a(?) dt (car v(0) = O0) 
0 


Puisque nous ne connaissons pas a(f), calculons approxi- 
mativement l’aire de la région ombrée. 


2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 fs) 


v(10) = 16(2) + À, + A, +A 


2 3 
= 32 + 0,2 + 1,4 + 0,8 
d’où v(10) & 36,5 m/s 
3 


A,+A,+A, 


2. a) i) v(3) — v(0) = [ 9,8 dt = 29,4 m/s 


0 


ii) v(S) — v(3) = [ 9,8 dt = 19,6 m/s 
b) i) x(2) — x(0) = | 9,81 dt = 19,6 m 


5 
ii) x(5) — x(2) = | 9,81 dt = 102,9 m 
3. Puisque F = ma, (loi de Newton) 


F(x) = 10(0,3x + 1) 


nous avons 


(m = 10et a = 0,3x + 1) 


6 
Ainsi W = l F(x) dx 
0 


6 
= | 10(0,3x + 1) dx 
0 


6 


= 10 [SE «) = 114 
2 0 
d’où W= 114J 
4. Avant d’atteindre 72 km/h, 
dr _ 
Fr 
5 5 
dy = 8 t dt (car a = . 
5 
dv == |tdt 
Î i 1 


SA 
I 
al* 
+ 
(e 


En remplaçant f par 0 et v par O, nous trouvons C, = 0 
ee Lee 

ainsi V(f) = 76 oùre [0s,rs] 

où f, est le temps nécessaire pour atteindre 72 km/h, 

c’est-à-dire 20 m/s 


= = 20, donc ee 8s. (-8 à rejeter) 
Après 36 secondes (8 secondes + 28 secondes), 
dv 
Ho d 
dv = ee. (car a, = ——) 
3V45 — + ? 3V45 —5 


-10 ï 
[o-+ (45 — 1)? dt 


20 on 
He (45 —5° +C, 
En remplaçant t par 36 et v par 20, nous obtenons 


PIE : 
ORNE Ne 


ainsi V(f) = 


20 
3 V45 —t,oùtel[36s,£,s] 
où f, est tel que v(£,) = 0 


20 
3. V 45 — Ê 0, donc fr, = 45 


2 
a si O<1<8 
16 
ainsi v(f) = 4 20 si 8<1<36 
he ie 36 <1=< 45 


3 


4 8 36 


45 t(s) 
La distance D parcourue est donnée par 
D= A, s A, A, 


8x2 36 45 — 
le a+ | a+ [ AS ea 7 
0 16 8 36 3 


58 8 36 40 3. 45 

- + 20r (45 — n° 
48 0 8 9 36 
3 + 560 + 120 = 


d’où D = 733,3 m 
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3 


Er 


v= + sin(m+ Le 


ie a, Où a(f) = so RU 
dt Tone 


En remplaçant f par O et v par —, nous trouvons C = 0 


ne =. T 
ainsi v(f) = _. sin (rm Lu à 


v(t) 
(m/s) -1 T 
v(f) = e T Sin (re AP 


Puisque v(f) = 0 sur Lo. 4 et v(f) = 0 sur Ê ] 
D= A A, 


-1 a) 77 
so cos (7) : cos (T7) cos T 
_? 

23 
ne 2) 
doùD=7m 
dQ 1 
1 
dQ (s5+—)a 
60 1 
Q(60) — Q(0) — 35 | dt 
IE 
60 
= 2115,5 
0 


Q(60) = 2115,5 + Q(0) 
= 2115,5 + 500 (car O(0) = 500) 
d’où Q(60) = 2615,5 litres. 


b) Nous cherchons b tel que 
Q(b) — Q(0) = 5000 — 500 


b 
1 
35 + —| dt = 4500 
| | 
b 
(351 + 2V | = 4500 
0 


35b + 2Vb = 4500 
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En posant x = VB, où b > 0, nous obtenons 


35x°? + 2x — 4500 = 0 
donc x = 11,31... 


(x = -11,36.. est à rejeter) 


Ainsi b = (11,31...)°, d’où environ 128 minutes. 


7. Calculons d’abord À, l’aire 


de la surface plane. 


5) # 
1 œil 
UE 
î ve X 


3 ff” i 
lu 
0) 
7 4(3%|, 
= 
7 54 


l 1 
d’où C en ne mi c’est-à-dire C(1,647.. ; 0,240...) 


2 °54 


. En posant y, = y,, nous trouvons x = Detx = 1 


Calculons À, l’aire de la surface plane. 


1 
a= fo 
0 


= [ax & 


il 
ll 
F= 7 fx0, 


He 


0 
1 
12 + 
-2| Ge = 56)ohe fé re 
5 0 
_12/3x° _x\| ER _» 
5 | 7 4 F 5\5 5 
=. _12 
7 25 
3 12 
d’où C Ë 2) c’est-à-dire C(0,428 0,48) 


9. à) 


b 


Z 


c) 


d) 


e) 


n 


10. a) 


b) 


1) f(x) = k Z 0 sur [0, 50] 


50 
2) En posant | kdx=1 
0 


50 


1 
50k — 0 — L donck == 
1 


d’où f(x) = 30° Vxe[0, 50] 


Soit X le temps d’attente en secondes. 
34 
1 
P(12 = X = 34) = = 
( 34) 1! 30 dx 
æ 0,34 12 _. 
50, 50 50 É 


d’où P(12 = X = 34) = 0,44 
S’il reste moins de 15 secondes, il doit arriver à 
l'intersection dans l’intervalle [35s, 50s] 


50 
X 


7 50 


50 
1 
PES=X=S0)= [ dx = 0,3 
ail 


35 


S’il reste plus de 30 secondes, il doit arriver 
à l’intersection dans l’intervalle [0s, 205] 
20 20 
ro<x=<20 = | he 
, 50 50|, 
20 1 
Pen x 220) = | 50% = 0 
50 1 x [© 
n=E00 = | Le 100 À = 25 


d’où 25 secondes. 
18 

En posant | kx(18 — x) dx = 1 
0 


18 
k| (18x — x) dx = 1 
0 


& 
for - = 
3 0 


k(972) = 1 


18 


—\ | 


1 
d’où k = 97 ainsi f(x) = . (18x — x?) 
1 


i) PX<5)=PO<X<5)= 


= 0,188 6... 


d’où P(X < 5) = 0,19 


5 
[ (18x — x?) dx 
0 


1 a 
= À — ©. 
le <) , 


d’où P(X = 10) æ 0,42 


1 
iii) P(4 < X < 12) = 2 
li) P( ) Se 


d’où P(4 < X < 12) = 0,61 


c) E(X) = | x f(x) dx 


18 


= x(18x — x?) dx 
972 J, 


— 1 3 cs 
972 (6x 


=0 


0 


d’où E(X) = 9 minutes, c’est-à-dire que les clients 
attendent en moyenne 9 minutes. 


11. a) Calculons d’abord D(84). 
D(84) = 300 — 10V3(84) + 4 = 140 


= 4355,5 


84 
SC _,= | (D(q) — 140) dq 
0 
84 
=| (300 — 10V3q + 4 — 140) dq 
0 
20 Al 84 
= [1609 no 4) 
0 
d'où SC _,, = 4355,55$ 


P 


50 


D(Q) = 300 — 10 V3q + 4 


100 q 
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11. (suite) 


b) Calculons d’abord O(140). 
O(140) = [0,01(140) + 4,6F = 216 


140 
SP _ 4 = [ (216 — O(q)) dq 
0 


140 
= | (216 — (0,01g + 4,6)°) dq 
0 


140 


= 9033,64 


+ 4 
= (2164 (0.01g 2 


0,04 


0 


d'où SP, _,, = 9033,64$ 


14 


O(a) = (0,01q + 4,6 


(140, 216) 


50 


70 q 


12. Déterminons le point d’équilibre E(q,, p.). 
D(g) = ©(q) 
-0,01g° + 81 = 0,01q° + 0,02q + 30 
0,02q°? + 0,02g — 51 = 0 
ainsi g = 50 


(g = -51 à rejeter) 
donc E(50, 56) est le point d’équilibre. 


pA O(Q) = 0,014? + 0,02q + 30 


E(50, 56) 


D(q) = -0,01q° + 81 
20 q 


QI = [ (D(g) — O(a)) dq 


50 
= [ [(-0,014° + 81) — (0,014 + 0,02q + 30)] dq 
0 


50 
= [ (-0,02q° — 0,02g + 51) dg 
0 


50 


-0,024° ; 
- | 2 = 1691,6 


19 + 51 
: 0.01 S14) 


d’où ST = 1691,66$ 


0 


13. a) À l’aide de Maple 
5400 . 
GE AlCR 


Dem:= q = 
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Off:= q — 20 : Vq + I + 35: 
fsolve(Dem(g) = Off a): 
24.00000000 
Dem(24); 
135.00000000 
d’où E(24, 135) est le point d’équilibre. 


24 
5400 
b) SC , = [ te - 135) da = 1707,97 $ 


24 
c) SP = [ [135 — (20V g + 1 + 35)] dg = 746,67 $ 
0 


4-4 0 


d) ST = SC, _,, + SP,_,,  2454,64$ 


q = 24 


€) P 


: O(a) = 20Va + I + 35 
ST = SC + SP E(24, 135) 
5400 


” qg+16 


14. L,, car cette courbe est la plus près de la ligne 


15. 


1 
Dee [ [x — (0,612 
0 


de parfaite égalité. 

a) 20% de la population se partage 10,4% des revenus 
totaux. 

b) i) 25,6% des revenus 
ii) (1 — 0,456), d’où 54,4% des revenus 

c) (1 — 0,7), d’où 30 % des revenus 


16. a) with(plots): 


d:=\ploi(x, x = 0" 1 color="sreen): 
L1 := ploi(0.61 : x + 0.39 : x, x = 0 ..1, color = orange): 


L2 := plot(0.59 + x? + 0.41 : x, x = 0 ..1, color = blue): 
display(d, LI, L2, scaling = constrained) ; 


Non, car les courbes L, et L, sont trop près l’une de l’autre. 


0,39x)] dx = 0,203 


0,41x)] dx = 0,196 


1 
CG, = 2 | [x — (0,59x° 
(0 


La courbe L, est la plus égalitaire. 


Exercices 3.6 (page 187) 


. a) i) Démontrons d’abord que f(x) + f(0 + 4 — x) = k, 


Vxe [0,4], où f(x = TRE 


D 1 
AIT VAL (= "a Di 
4 Er 


Donc, f(x) + f(0 +4—x)=k, Vxef[0,4] 
ans | 3 : x dx = (4 | 


L F (arro = =) 


qi à (théo. 3.10) 


ii) L’aire entre la courbe de f, l’axe des x et les droites 


1 
d’équation x = 0 et x = 4 est égale à 3 u?. 
Il 


4+2° 
with(plots) : 


f:=x- 


c := plot(f(x), x = 0.4, y = 0.0.3, color = orange, 
Jfilled = [color = “Blue”, transparency = 0.8]): 

p := plot([[2, fC2)]], style = point, symbol = circle, 
color = orange): 

y1 := ploi(f(2), x = 0.4, color = black, 
linestyle = DOT): 

display (c, p, yD); 


per 
(2/0) 


b) Démontrons d’abord que 
fQ) + CD +1—-» =4kVxrelL 1], 
où f(x) = 1 + Arc sin x 


1 + Arc sin x + 1 + Arc sin (-x) 


1 (-1) 


VI = 5? Vil= 7 


D =k Vxrel-1,1] 


dx 


Donc, f(x) + f((-1) + 1 


2. Puisque n = 6, P = ne 


. Puisque n = 4, Ax = 


ins | Ce OUIE ; 1) 
d =2(1) (carf(0)=1) 
= 


a) [ (2x + x) dx 


_(4—1) nie), de), AN 
ET ro x(°) + 2f(2) + x) + 2f(3) + 4?) ru) 


| + 2(8,25) + 2(18) + 2(33,75) + 2(57) + 2(89,25) + 2] 


= 136,875 
à 
b) [ (26 + x) dx 
1 


5 7 
lu 40) 20 +40)+20 +40) re) 


cp + 4(8,25) + 2(18) + 4(33,75) + 2(57) + 4(89,25) + 32] 


L(@= 


= 
= 135 


c) Î (2x + na= (> 4 : 


i) erreur réelle = | IS — 136,875 | = 1,875 
ii) erreur réelle — | 35 — 135 | = 0 


re CEE 
ainsi 12 27 


= ÈS 


1 


_ 
Par la méthode des trapèzes 


[anna a(3-2(8)-46 0) 


= [an0+ 2 sin (7) : 2sin(T) : 2 sin (FE sin | 
T 2 V2 

-3p0920 (90 

= 1,896 1... 


Par la méthode de Simpson 


T 


Lsnxde Elo +4(7) + 2117) +4) + 
À snxde= E [0 + s): (): r(T) + ro) 


20 {) + 2(1) + (©) | ] 


2) 
= 2,004 5... 
La valeur exacte est [ sin x dx = (-cos x)| = 2 
0 0 
erreur réelle (trapèzes) = [2 — 1,896 1. | & 0,103 
erreur réelle (Simpson) = | 2 — 2,004 5... | Æ 0,004 


d’où la meilleure approximation est obtenue avec la méthode 
de Simpson. 
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] 


LL 
© 
œ 
œ 
(®) 
(®) 


b) 


5. a) 


448 


2 
21) + 21(2) 4 ra) 


2V2 +2 À +1 +20) 


[FFT ar 450 Iron | 21() + 2f(1) 4 


= 14,045... 
4 

D'où | Vx + 1 dx < 14,045... 
0 


Puisque f(x) > 0 
sur [0, 4] et fest 
concave vers le 
haut sur ]0, 4[, 
l’aire de chaque 
trapèze sur [a, b] 
est supérieure à 
l’aire sous la 
courbe sur [a, b]. 


f@) = Vx +1 


À 1-0 1 1 3 
[encoa= TS Lo 1(]) 1Ù) 2f) ru) 


sil L l J 1 J 9 L 
=) + 2 cos 16 -2an(r +2 cos 16 “ex (l) 


= 0,895 7... 
Puisque f(x) > O sur [0, 1]etfest y 
concave vers le bas sur ]0, 1[, il 
l’aire de chaque trapèze sur 
[a, b] est inférieure à l’aire 
sous la courbe sur [a, b]. 


1 
D'où] cos (X) dx > 0,895 7... 


0 


a LION" 
— (-1 
P = {-1,0, 1,2, 3, 4, 5}, car Ax = S . ) = ] 
5 
[ V xt + 1 dx 
1 
6 — (C1) 


F Le) + 4f(0) + 2f(1) + 4f(2) 


> 2 + fu + 5) 


= [V2 + 4 + 2V2 + 4V/17 + 2V/82 + 4V/257 + v&x| 


= 43,997 
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ere CAL 
n P= {2 8,4, 2,0) car ax = ce. 
1 = 

CN 

EC 

_@—(-2)) 


S il 
C2) «2 af )+2e0+art) -0) 


111 4 2 4 
= |=+5+ + +1 | 0,882 


a ol ce en 0. 


1 9 25 
-[n: L 2 (9) t 2 no +2 (©) + ol 


| _(6—1) SN 0 
[nr _. ro + 4) 210) 40)-ro | 


5 9 7 19 
Æ Emi L an(}) L 2 in) L sn(5)+n6 


Æ 5,738 9... 


7. Solution 1 
f:=x- sin(sin(x) — 3 - x): 
plot(f@), x = 0.7, color = orange, filled = [color = “Blue”, 
transparency = 0.8], scaling = constrained) ; 


LS oMeT=I0 EP IPS); 
1.374103644 

x2 := fsolve(f(x) = 0, x = 2.2.5); 
2.335032211 

xl 
Al =[ HG) = 20m) 
0 

0.8781296970 


A2 =[ sin(sin(x) — 3 - x) dx; 
xl 


0.6083749625 


7. (suite) 


A3 =[- sin(sin(x) — 3 + x) dx; 
© 0.5118904270 
À:= AI + A2 + A3: 
1.998395087 


d’où À = 1,998 u? 


Solution 2 
f:= x sin(sin(x) — 3 : x): 


plou(|flx) 


il 


X 


il [(sin(sin(x) — 3 + x))| a) 
0 


1.998394756 
d’où À = 1,998 uw? 


CP PSC SE 


plot({f@, g@1, x = -3..3, y = -4..2, color = [orange, blue], 


scaling = constrained) ; 


x1 := fsolve(f(x) = g(x), x = -1..0); 


-0.8591868484 

x2 := fsolve(f(x) = g(x), x = 0.1); 
0.3435272551 

x3 := fsolve(f(x) = g(x), x = 1.2); 
1783162011 


Al := [ vo = ba) 
Lil 

1.031560621 

a22= | (to - Jo) à 


2.7136628739 


,X = 0.7, color = orange, filled = [color = “Blue”, 
transparency = 0.8], scaling = contrained); 


A:= AI + A2; 
3.768189360 
d’où À = 3,77 u? 


. Déterminons d’abord les valeurs de a et b. 


En posant f(x) = 0, nous obtenons 


In 2 

n en 
x 

In 2x = 0 
de = di 


1 1 
x = =, donc a = = 


2 2 
En posant f’(x) = 0, nous obtenons 
1—-In2 
1=h2x _, 
7 
1—-In2x=0 
In 2x = 1 
2x=e 
ee 
x =. doncb=; 
e ;) 
1l+ee 2» À e— 1 
o P-À 7: $} eur ax 5 = 
2 In 2x &= i 1 l+e e 
d 2 + 
fe (x) ou) 1(5)] 
= 1 


le LES SIP SA UYES | 


= 0,444 5... 
d’où À = 0,44 w 


2 PEN il 1 Hé l+e e 
Aer = +4) 0) 


ei 
= —— FD 6082. 01357. 


= 0,487 4... 
d’où À = 0,49 uw? 


win 


ii) À l’aide de Maple 


6 2 
[ ue DE 
1 


X 
Le 


D 
d’où À = 0,5 uw? 


ik In 2x 
= dx 
1 X 


Fi 


T 
> 


w= we 


__(n2x) 
RS 


5 1 
: (a = ]n 2x, du = La) 
5 X 
_ne) (nl) _1 
à 2 2 
d’où À = 0,5 u? 
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CORRIGÉ DU CHAPITRE 3 Exercices récapitulatifs 


1. a) 25 502 500 b) 10 050 -3 9 
10. à) &k= — b) &k= — k= 
c) 78 540 d) 73 920 Die Dar QE 
3. a) 204 12. 2) CS = 3,70 be=m()+ 16 
DS) 6616 jan 14. a) 15°C b) Environ 17,81 °C 
li & $£ 14 5 5 
4. a) s = 4 5 S = ! k =$ 
» 3 2% Gé * 3 % 15. b) i) Environ 0,558 ii) Environ 0,442 ïiü) Environ 0,376 
a 
D 18. a) v(9) = Ê + 5, exprimée en m/s 
81 81 9 b) 121; distance approximative parcourue en mètres 
c) s,— 60 3: * 2m: 5, = 60 Don 5e sur [0 s, 65] 
ne 60; A! — 60 w? c) 102; distance réelle parcourue en mètres sur [0 s, 6 s] 
5. a) a=0,b=7 b) a=7,b=4 c) a=-2,b=7 20. b) Environ 1,69 km 
-8 42 363 15 5 5 
6. à) 3 b) 10 +In2 C) 5 23. à) de = b) do D 
D) 39 
d) 0 o nf?) Je Me een 
15 3 
T 1 
FOCONE b) 21n2 DS 24. à) G=02 b) G=0,1632.. c) G=0.,47 
 — 0 re 27. a) 127357...  b) 119828... 
2 34 
. _ 2 c) 12,334 3... d) 47 
hr die Ce 30. a) 57 
2 … 32 2 UE 2 
DCS SCENE DS 1) 32. a) 2,091 8... c) 7,471 7... 
3 +1 85 = 2 
ce al  e. 34. à) A=2,057u 
2 . E b) i) A = 0,683 u° ii) A, 0,997 u? 
dE VOD ion  E 
8 SOL: Us du 35. À = 1,543 v° 
Problèmes de synthèse (page 194) 
_ ee = 3 2 
Ta) a=0b=-1etc- 12 14. b) Tu €) ——— unité(s) 
2 886 AV 1 + b° 
3 ) UN — 
2) GA ) Core 16. a) A =104u  b) A, =32u 
49 , [Le 
4. a) vw co) 5 18. a) A 23320 b) A +866w  c) A, 6,09 w 
e) É = ) 2 g) ( 2 3) ME 20. 14,7 m/s 
2 
22. à) k= —— b) i) 02479... ii) 0,428 1. 
2 17 
5. b) (e — 2,5) u° c) > d) e + In 8) u? He 
à 4 23. a) Environ 273,87$ 
6. a i1 b) 4w° 
25. Environ 6033,33$ 
7. a) b=8 c) E(XN) = 2,75 -53 -1972 17 -92 
DCE Cle 
8. a=42 
h 
2099 27. a) c(o à) 
10. a) 3 3 
I 1 1 1 29. a) G=0,39 
als RP 
12. o r(T1) b of) 


CHAPITRE 4 


Exercices préliminaires (page 201) 


: : Fe ” a 5 
1 ai) sin0 = ——— ii) COS 0 = ———— 5 
D ee Ve 
ae x À Var 3e 
ii) tan 0 = — iv) sec 0 = —— 
a a 
& + x : a 
v) csc 0 = vi) cot 0 = — 
ï x 6 
A 2 — b2 b 
b)i) sno= 2 7 ji) cos v=— 
» ÿ 
. MER y 
ii) tan @ = b iv) sep? 
v) ie Vi) COt ® = ——— 7 
VE = : 
2. a) 0 = Arcsinx b) 4 = Arctan 5 
2) 8. 
4x = ? 
c) 0 = Arc sec o d) 0 = Arctan = 
3. a) sin (A — B) = sin A cos B — cos A sin B 
b) sin (A + B) = sin À cos B + cos À sin B 
c) sin 2A = 2 sin À cos À 
d) cos (À — B) = cos À cos B + sin À sin B 9 


e) cos (À + B) = cos À cos B — sin À sin B 
f) cos 2A = cos? À — sin? À 


_ tanA —tanB 
SAN SR 1 + tan À tan B 
| _ tan A +tanB 
RSANCEE EE 1 — tan À tan B 
ñ : 2 tan À 
1) tan 2A = Teen 


j) 1 — sin 0 = cos’ 0 
k) 1 + tan? 0 = sec? 4 
1) sec? 0 — 1 = tan 8 


10. 


11. 


a) i) k=3 ii) k= 13 iii) k = -5 
b) i) 2 —4x+13=(x—2} +9 
ii) 3x2 + 12x — 30 = 3(x + 2) — 42 


On nt Dom (En 2) à 


a) x + x? — 20x = x(x + 5)(x — 4) 
D'Or RS) ESS) 
c) x — 8 = (x — 2)(x? + 2x + 4) 
d) 2 — 3x — 4x = (x — 2)(x + 2) + 1) 
Dei D 
D de Îl HER CRD 
à A+tB+C+(B—Cx—A 
xx = DG& + 1) 
p GA + Où + GB + Dj* + 4Ax + 4B 
(6h Sal) 
o A +O* + (B + Dé + (A + 3Cx + (B + 3D) 
(@ + 1) + 3) 
. dd A=-2,B=0,C=21etD = 15 


b A=2,B=0etC= > 
c) A=2,B=-1etC=0 


-1 
d) A=3,B °C 4etD =2 


a) i) du = (6x — 5) dx 
ii) du = (2e” cos 3x — 3e” sin 3x) dx 
, + sin 2x 

b) i) v = ei dE 2 


ii) y = 2 Arctan x — 


3x 


2e C 


a) -3 cos 5 RC 


b) In |sec 0 + tan 0| + C 


_ 1+ cos 28 ae _ 1— cos 28 ns à -In |csce 5x + cot 5x| c 
2 2 5 
Exercices 4.1 (page 211) 
| Me x tan 6x 1 
1. a) u = x, dv = e* dx; 3 9 FC 2. a) u = x, dv = sec? 6x dx; 6 + 3ç In lcos 6x] + C 
b) u ==, dy = sin 2 dt; 244 c b) u = Arc sin 5x, dv = dx; x Are sin 5x + VIT 2% 4 € 


c) u = In 8x, dv = dx; xIn8x-x+cC 


d) u = 30, dv = cos Ë d8 ; 150 sin Ë + 75 cos Ë + (C 


À) 
3 9) 


3 
2 


e) u = In x, dv = V'x dx: 


3 
+ oi 
f) u= x, dv = V1 + Ho 2) e 


5 


à 4 
x? In x se EC 


5 
+ 4x). c 


6 


60 


c) u = 1, dv = sect tant dt; t sec t — In |sec ft + tan t| + C 


d) u = Arc cos x°, dv = x? dx; 


Se Vi = 


= 3 — +C 
3 TC COS x 3 
2 ,x2 x2 
e) u = x, dv = xe° dx; — EC 
2 2 


f) u = Arc tan y, dv = y’ dy; 
3 2 


à Arc tan y è L 


1 
amo+D+c 


CORRIGÉ DU CHAPITRE 4 Exercices 4.1 


451 


2 


CORRIGE 


L] 


LL 
© 
œ 
œ 
(®) 
(®) 


3. a) 


b) 


c) 


d) 


4. à) 


b) 


5. a) 


b) 


c) 


d) 


e) 


6. a) 


452 


u = x?, dv = sin x dx; u = x, dv = cos x dx; 
-x? cos x + 2x sin x + 2 cos x + C 
u = x2, dv = e* dx; u = x, dv = e“ dx: 
x2 e* xe* e“ 

4 03e 
u = In? x, dv = x dx; u = In x, dv = x dx; 
xInx 2xXInx 2x 

5 9 27 
u = (x — 5x), dv = e* dx; u = (2x — 5), dv = e-* dx; 
r=Sye hs re 
3 9 57 


u (D Gr-3:+49 OUu-3 P4 0 


La. 


e" 


343 


dy e” 


D … 


Cet Come 
fi 49 | 


u PRURC . O6 0 


nn 


; Q 20 
co(2) 5 sin a -125 sin (22 ) 625 (22) 
É 2 4 8 16 


4 


dv 


50 sin (2?) 156% cos (?) 3750 sin (22) 1875 cos () 
sue 5 5 5 


2 4 4 8 


= 


Are 


u = e*, dv = sin x dx; u = e*, dv = cos x dx; 
e* sin x — e* COS X e“(sin x — cos X) 

+ C= EC 
? À 


u = e*, dv = cos 2x dx; u = e”*, dv = sin 2x dx; 


e”*(2 sin 2x — cos 2x) 
5 
u = cos 6, dy = cos 0 dô; sin? 0 = 1 — cos? 6; 
sin 0 cos 0 + 0 
2 
u = Cos (In x), dv = dx; u = sin (In x), dv = dx; 


EC 


2e (€ 


x cos (In x) + x sin (In x) 
2) 
u = sin 37, dv = cos 4f dt; u = cos 31, dv = sin 4f dt; 
Der Le ——— ne 
7 4 16 
u = cs x, dv = csc? x dx; cot? x = csc? x — 1; 


EC 


-CSC X COt x — In | sc x + cot x | 


dk 
5 C 


se 
x log x In 10 C 


Per Æ, 
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8. a) x(In x) — 3x (In x) + 6x (In x) — 


IC ax)" dx = x (In ax)" — n [an ax)" =! dx 
d’où [er dx = x In" ax — nf l'ax dx, 


oùne {1,2,3,...} 


b) Il faut poser u = cos" = !ax, 
ainsi du = -a(n — 1) cos" -?ax sin ax dx 
sin ax 


et dy = cos ax dx, ainsi y = 


il faut remplacer sin? ax par (1 — cos? ax) dans la 


nouvelle intégrale. 


c) Il faut poser u = sec" ?ax, 
ainsi du = a(n — 2) sec"? ax tan ax dx 
tan ax 


, 


et dy = sec? ax dx, ainsi v = 


d) -x*cos2x 3x”sin2x 3xcos2x 3sin2x, 
2 | 4 "4 Sn 
cos 0 sin 40 — 4 sin 0 cos 40 
) + C 
15 
x? Arc sec x ei, 
D 2 Dee 
. a) u=(Inax)" dv = dx 
I n—1 
ner) PC 
x 


il faut remplacer tan? ax par (sec? ax — 1) dans la nouvelle 


intégrale. 


d) |tan" ax dx = |tan”-? ax tan? ax dx 


= Je -2 ax (sec? ax — 1) dx 


= Jan? ax sec ax de — rar? ax de 


_ tan”-'ax 
(n — (n = Da 
6x + C 


b) x (In 4x} — 2x In 4x + 2x + C 


= Jun ar dr où ne {2,3,4,...} 


: cos“ 3xsin3x  4cos 3x sin3x  8sin3x. c 
15 | 45 DT 
Cle) 3e bjmb) sncf) (5) 
DR ee 5 3 
d) +0 
2 4 4 
tan x 
e) (in ge de ae (C 
3 
tan$2x tan*2x tan’ 2x In |sec 2x| LC 
12 SL act 2 
1 
g) u = 2x, du = 6x° dx, ainsi x° dx = € di 


5 
[se cos“ 2x dx = 6 [eos u du 


_3cosusinu  3u 


6 4 8 "à 
_Scos 2# sin2#  Scos2#sin2x 5%. c 
24 | 16 Er 


8. (suite) 


: à ; 
h) u = e3, du = —e3 dx, ainsi e3 dx = 3 du 
ë ë 
e3 sec*e3 dx, = 3 | sec‘ u du 


sec? u tan u 2) 
= 3 + — tan u + C 
3 3 : 


= sec? e3 tan e3 + 2 tan e5 + C 


9. à = F _4—-& 
ù 3 9 /l 9e° 
EE “) -< 1 
De 4 }|, 4 "A 


[Eu sinx 4 cos? x sin x He 
5 15 15 /| 
0,5 1/3 
d) GArcsinx+ VI-x)| = L nai 
0 


10. Les représentations graphiques sont laissées à l’étudiant. 


a) [re dx = xe* — e + C 


0 1 
= [ (O0 — xe*) dx + [ xe* dx = É — 2) u? 
æ,) 0 


In (1 + x?) 
b) Arc tan x dx = x ArC tan x — + C 


- | are tn 9 dx + | Arc tan x dx 
ET 0 
= Le 2 | u? 
5 n2l}u 
c) | x?sin x dx = -x° cos x + 2x sin x + 2 cos x + C 
a-| esnrar+ | (0 — x? sin x) dx 
h F 
= (67? — 8)u? 
In x 
d) [Ru =aveme avr + 
1 
” [ (0 m2) a ‘mx, 
= be « 
0,5 de IE 
a 


: COS X Sin X + x 
e) | cos? x dx = 2 1e (C 
: 7 
4 COS X Sin X + x TM 
_ = Lie 
2 à à 


Exercices 4.2 (page 221) 
1. à [sr x cos? x cos x dx = fs x (1 — sin? x) cos x dx 


= Jar xeos rar sin* x cos x dx 


sin x sin x 


3 5 


b) [ sin? 5x cos? 5x sin 5x dx = [ (1 — cos? 5x) cos? 5x sin 5x dx 


= [eo 5x sin 5x dx = [eos 5x sin 5x dx 


= 5x  cos° 5x 


er QC 
: sin 2f 
c) C t cos f) dt fe Ja 
ee 
= A|sin 21 dt 
= 3 fa 
_+t_ sind c 
Do 
lue : _ -cos 30 cos 70 . 
d) [3 in 30 + sin 79) ae 6 14 EC 


e) [sr 20 cos? 26 cos 20 dO 
= [sn 20 (1 — sin? 26) cos 26 dO 


= [sn 28 cos 20 dû — [sv 28 cos 20 dô 


__sinf20 sin‘20 c 
12 10 


f) Jeos : V'sin x cos x dx = [e — sin? x) Vsin x cos x dx 


WI 
DIS 


2) LC 
sin x 7 Sin x 


= 
2) 2 
= 3 Vsinx 7 Vsin’x FC 


o J2(() cn )}ée=2an + en) 


1 
h) Jén: cos x)° sin? x dx JC sin? 2x) sin? x dx 


1 es ESF 
afin) 

1'f. ; 
= 2] faire 2x de [sie 2 eos 2x de 


Ni = 4x 
|| — 7. [sn 2x0 2x ax 


Lx  sindx sin 2x. 
16 64 48 


2. a) |tan 20 tan’ 20 dO = fan 20 (sec? 20 — 1) dû 


= J'an 20 sec? 20 dO - J'an 20 d0 


tan 20 1! 20 
_ tan , n |cos 26] Me 


4 2 
b) [ur x tan? x dx = Jar à (sec? x — 1) dx 


= [ (tan? x sec? x — tan? x) dx 


= Jan x sec? x — (sec? x — 1)) dx 
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n 2. b) (suite) 5: (1 — cos? 0} ou 
RTE 
œ = fran sex de — fes va + Jan (one 
œ _ sin 0 | Î sin Ô : Î : 
© _ tan x | | 2 0 dû — 2 ne d8 + | cos 6 sin 0 dû 
© 3 tanx+x+C 
sec? 0 cos? 0 
= + 21n [cos 0| — + C 


c) [ec x tan? x sec? x dx = Jane x + 1) tan? x sec? x dx 2 2 


4. à) [ cotx coë x ax = [co (csc? x — 1) dx 
= | tan‘ x sec? x dx + | tan? x sec? x dx 


-Ccot? x . 
tan‘ x  tan°x D nn ec 
+ C 


b) [ cot? 5x cot? 5x dx = [ cot? 5x (csc? 5x — 1) dx 
d) Jar v sec y tan y dy = [tee y — 1) sec v tan v dv 


— | (cot? 5x csc? 5x — cot? 5x) dx 
= sect see van var = Jsec van vas 


x — [co 5x csc? 5x — csc? 5x + 1) dx 
sec* y 
= = Ke 1» + C 


-cot 5x , Cot5x LC 
— 15 T 5 LS di 


e) fes rçee à — 1) dx = [sect x dr = sect x 
c) [ec 1 csc? f dt = [cor t+ 1l)csc?f dt 


sec? x tan x sec x tan x In | secx + tan x| ; 
— T 


-cot° f 
F 8 8 => — cotit+C 


f) [ sec? 5x tan? 5x sec 5x tan 5x dx 
d) [ cot? x csc? x csc x cot x dx 


= Jsec: 5x (sec? 5x — 1) sec 5x tan 5x dx 
= | (csc? x — 1) csc? x csc x cot x dx 


-CsCx  cscŸx 
= [ sec‘ 5x sec 5x tan 5x dx — [ sec? 5x sec 5x tan 5x dx si. 4 3 EC 
SECSX SCC T : : 
= 75 15 ee e) | cot 2x csc? 2x csc? 2x dx = | cot 2x (1 + cot° 2x) csc? 2x dx 
SecRr __-cot 2x cotf2x, 
3. a) [ sec“ 37 sec 31 tan 3r dt = - + C 8 à 
b) | ae D co st De f) [ (csc? x — 1) csc x dx = | (csc? x — csc x) dx 
-cscxcotx Infcscx— cot x| | 
= [ (tan? 2x + 1) tan° 2x sec? 2x dx _ 2 5 ue 
tanf 2x tant 2x 0 sin20\ 7 ll 
= + FC } = — + 
16 12 ©: 8) Ë 4 ] 8 4 
: -cot° es or 
c) | cot* 0 csc? 0 dO = 5 + C b) (STE sin =) 2 __4 
3 5 = 5 
d COS? x d 1 — sin? x a 
——— cos x dx = | ———— cos x dx 3 æ 
sin X V'sin x c) ee + tan u) en 
2VSn x 3 S 
= 2V sin x — MR + C k 
1 5 ù d Se 2) cu 4 
e) [sect x de = sec tan x + D sec tan x + 5 5 Ë 15 
27 
e. sec x tan X + In | sec x + tanx| +C e) Fe Se) = 
0 
sin? 6 sin° 0 _ fsin0 . (Æ x  cot = 7 12 
f) | ET d0 [ES sin 0 20 f) 7 5 JL 73 


454 CORRIGÉ DU CHAPITRE 4 Exercices 4.2 


6. with(plots): 
cl:= plot([(sin (x)}, (cos (x)}], x = 0.4, 
color = [orange, blue]): 


c2:= ploi [in (x)}, (cos (x))°], x = = 


Jilled = [color = “Blue”, transparency = 0.8]): 
display(c1, c2, view = [0..4,-1..1]); 


2 


CORRIGE 


f@ = sin?x 


Exercices 4.3 (page 234) 


: La 
1. a) sin 0 = 5 ainsi nous avons 


5 
Ed 
i) mn = ii) tan 8 = ——— 
5 VOS 
5 u 
iii) csc 0 = — iv) 0 = Arc sin a 
dE 3 
b) sec 0 = La ainsi nous avons 
Vi 
3 
V7 
V7 3u 
1) cot 0 = ——— ii) 0 = Arcsec A 
) VOu —7 ) 7 
2VTVOuw —7 
iii) sin 20 = 2 sin 0 cos 0 = a — 
u 


: : X 
2. à) x= 5 sin 6; Arc sin (+) + C 


a SE, 
x = sin 55 n merite 
\/ = )3 
Re — à. ONDES TC 
7. à 21 21V7 
d) x = 4sin 6; s VE 
TEEN CE LP 
EN 2 + — 
3. a) x =tan0;in + c 
b) x = 6 tan 0; —— + C 
x = 6tan 6; 
36V 36 + x? 
2... 
c) x = tan À 
2 + 2 
DR 2. 
2 4 k 4 
d)x=3t el = l+c 
F7 el IVo+xl 20+#17 


a) x = sec 0; Vx? — 1 — Arc sec x + C 


1 VC — 1 1 - 
b)x=sec6; 18 + sm l3x + VX 1|+C 
1 VOx — 1 
c)x=3sec6; 30/37 + VOr 1] +c 
v3 V5#-3} V7 V2 
d) x = sec 6; = — — — 
VS TN 
. a) x=6sin0;3ln NS L VE 4 
# 2 
3 
mul CE + I , 
b) x 3 406; 5 FC 
1 2xV4x —1—-In|2x+ V4x -1| 
C) x = > Sec D; ———————…—……—_ +c 
2) 8 
5 
NY + x 1 
d) x = V3 tan 0; 0 
SH ; 15 
x TN SNT 
= 4 DNS 
oo emma 
+ Des 4 
f) x = 2 sin 0; (2 Are sin (+) + SE) =T 
2 À x 
) +2} —3 b (x-3) +2 
ce à) X—3 4 
3\2 
c) (x — 4} — 16 @ 4{x+3) +2 
UT 0843 
GA He 
. a) (3 — x? — 2x) = 4 — (x + 1); (x + 1) = 2sin0; 
6 < Il 
——————— + C 
AVE = 5 = 25 


b) (4x2 + 12x + 25) = (2x + 3)? + 16; (2x + 3) = 4 tan 0; 
1 
5 n|Vax + 12x +25 +2x+3|+0C 
c) (x — 6x) = (x — 3} — 9; (x — 3) = 3 sec 6; 
2 — 6x+31n|x—3+Vx —6x| +C 
d) x? + 4x + 13 = (x + 2} +9; (x + 2) = 3 tan 6; 


| res; ; 
In 3 


= ]n 3 


D) 
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] 


LL 
© 
œ 
œ 
(®) 
(®) 


8. à) TE NERO ENV es ET 


3 
V4 
b) x = 16sec*0;1n|— > |+c 
Vx 
room st) 
c) x=tan 0; 21n | ——— — — 
À Vr  Vr 
d = A : 2u - d 2 du: 
) u = tan 2 SX = Oo EE u ; 
(u — 2) = V3 sec 0; 
x 
tan(—|—2 — V3 
2V3 G 
In Fe (C: 
- 22) 4tan( 2) +1 
an(s an(s 
— x + 2u : 2u 
e) u = tan 2 stanx =] > snx mes 
tn (3) 
d nn Re 
KT dus; an | 7 4 
D u=tan(5}ssinx =; RE . — — 


= 

JL 

T 

+ 

rs] 

=] 
FRE 
DN|# 
re 
j = — 
e ME) 

Il 

+ 

=) 

[Re] 


201 + 22)VE = 1 
ci 


X 


D Tps 
Me 55 


h) 


V2 


1 
10. à) A= | x 
; DEN 


1 
Posons x = —— sec 0 
Ne 
A. =yAx 


1/2 rect. 
il 


a= (ni Vix+ VE) 


b4= | [s — Va + 16] dx 


Posons x = 4 tan 0 


xVx + 16 
A = 
(sx 5 
x + Ve + 16|\° 
BU ———— 
4 =3 
= (15 — 16 In 2) uw? 
ne 73 2 3 
c) y, 5 4 XOUY, = ox Ve TE 


D 
a=a VAE dx 
0 


Posons x = 2 sin 0 


Va = Gr : 
9. a) ne C | NE : 
À = AVI + 1 An) SVT 
Vo + 1 [VO+x%+3) 2/1 ne : 
D) —> M" & FC = 67 w° Au = y, Àx 
nn x mon : 
c) rc sin 6 2 + DA [\ /] = Va) 
0 
d (2x — 3) V4x — 12x + 18 Posons x = sin‘ 0 
4 3-li 
_IVT NUE) 
9 |(2x — 3) + VA4x — 12x + 18 A=4 
an LC: 5 à 0 
3 oi 
A 
2, CS an (2) + € É 
e) 3 rc tan 3 an 2 n 
1 11. a) i Er Fer Arsin(©)|v 
f) 4 Arcsin(x—1)}, =— 
ne . Ur-3V3)r, 
1 Do | 
1 | } — 
8) 5h +Vx + 5). 0 b) À = 127 — 18V3, d'où A = 6,52 w 
Exercices 4.4 (page 247) 
ASE CD D 2 LRU _ F__ G+H 
ro oo D ce ()} = 11 45 en D xteététa-DtG-1ÿ+G+Dt+xe+I 
oo, Cp o e 
a 4 4 = 
X ul 3e? 38 + Îl 2. a) re b) 5 + 1 es 
d) A D , © \, D ,Æxer, Cri * # x+1 x—4 
GED Ne CDI) Ë 5 
-5 2 2 6 -6x+0 
A B C Dx +E Ex + G o) 
Tv nr 


e) x+1+0x +1) TG +1) Ext x + 1 Fe + x + 1} 
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5 3 
x +3 


Ja=sinlx 2|+3Inlx+3|+cC 


1 
+ lé In |x 1| FC 


4 
c) ÎF-+ + ax +4In|x—2|+21n|x+1|+C 
5e sr il 


1|+2nlx-1|+C 


2|+4nlx+2|-m/x 


1|+2Inlx+1|+C 


Le 4 
=—-—+x-4Inlxl -=<+3m|x+1|+c 
3 x 
Re 4 
h d 
DE x+i lé 
on 2 
= (oinis +3n|x+1|+ ] =31n3-—1In2 
3 =e I] 
4 4 
D :  Gœ+1}ÿ 2x? x+1/|, 480 
ete 
o | aus Pl siniel +268 + 0 5 Arc tan x + C 
Le <+i 


[1 -6x x 
i) J} + ls 


=In|x| + 3 l ñ 
ERA APP 


@ 


: [: __ 6x9 Ja = 14 3 
LE G+3x+5} x  M+3xE+S) 


C 


1 6 de il 
f) 4inlx—1|+In @+2x+5) Are) + c 


2e LS 


1 


1 
g) 21n/x|+ in G@ +1) — Arc tan x + 
1 
2x Sel 
+ 

» [F2 a 
5 
; mix + 1] — Arctanx 


4 5 T 
in (À) L rie 7 


1 
i) [ (2x + L k ee l« 
. Pl G2+ 1 


0 


1 Ÿ 7 
= [x + Arc tan x + mr 
x+1/|. 2 


Qu 


b) f:=1t— 


2 Arc tan Vx + C 


a) IIÉ M2] au = 2 -2inlx+1l 


w +1 


1 -] 
b) Il - Ja = V1 1|—h|Vx+1+1|+C 
DIN EN 


a) u = tan 0 et du = sec? 0 d0 


1 1 
du = in lan 0 2| jltano+2|+C 


u—2 u+2 
b) u = sin x et du = cos x dx 
-1 -1 1 : : 
en lieu du = -In [sin x| + escx + In |sin x — 1| + C 
u uw u—l 


1 
C) u = Inxet du =-"dx 


= 3ln/inx| + 21n|ln? x + 1| — 5 Arc tan (In x) + C 
d) u = sin 6 et du = cos dO 


[Eur = 5 cs0 0 — 5 ar tan Gin 0) + 
uw +] 


Î 5 
with(plots) : 


with(plottools) : 


&) ji 


cl := plot( f(x), x = -1..1, color = orange): 


©2 := plot( f(x), x = -1..1, filled = [color = “Blue”, 
transparency = 0.8]): 


c3 : = (rectangle([0.4, 0], [0.6, f0.5)], color = blue)): 
display(c1, c2, c3); 


= (x — Arc tan x) 


1 
1 
A = LE he 
[ | 
1 T 
fo 

ne 

d’où À = 0,43 u? 

t 


Pi D 

with(plots) : 

with(plottools) : 

cl := plot( fr), t = -3..2, color = orange): 


CE po Ho 2) Jiled=icolon Blues 
transparency = 0.8]): 


c3 := (rectangle([1 4, 0], [1.6, f1.5)], color = blue)): 
c4 := (rectangle([-2.2, 0], [-2.4,f-2.3)], color = blue)): 
display(cl, c2, c3, c4); 
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D O2) 1 ) 1 | 
| 2400 2400 
Q  2400-0Q 


dQ = [ o.000 15 dt 


1 Q ] 
nt ol 0,000 151 + C 


En remplaçant f par 0 et Q par 400, nous trouvons 


1 1 
Cp () 


#3) 2 


Act, = } At 
2400 
HONG 
Aseet. = (0 — y) At PSS eme 
0 ; c) Lorsque t = 3, Q = 889 truites. 
À = I | “ + - la [ | ë + 3 Ja d) En posant Q = 1800, nous trouvons r Æ 7,52 mois. 
.L74+4) 7(4—3) o L/G +4) 7(t—3) : 
| u e) with(plots): 
Gin PET ) EN +41+2n| ) Lun 
4 in Me d = VW D 07 . Û car [NS 0361 1= 0.16, y = 0..2500, 
8 6 — - 
7 In 4 + 7 n3-1n6 color = orange |: 
d’où À = 0, 73 u? A:= plot(2400, ft = 0..16, linestyle = DOT, color = blue): 
display(c, À); 
c) 


2400 
1 + 5e 


O( = 


500 
or à 
= “ 4 
[ Fe = 2e | L (mois) 
1 2 j Le US 
= ( ln 2 | In |x + 2|) 2000 2000 
2 2 3 9. d = [x 
L +. À 9 J | 3500 - 0 * 500+ 0 | 2 di 
= zn2+3 (À) 1 “ 
2 2e (0 Dj= + c 
2000 (1500 — Q 


d’où À = 0,073 u? 
En remplaçant f par 0 et Q par 500, nous trouvons C = 0 


d) En remplaçant f par 10 et Q par 1000, nous trouvons 
0 ÉOGDES0U 
39000 0% +3 


b) Environ 1300 g 


c) Environ 26,77 min 


ne 
ee ind. 
4 1 
|] É + 10x — 30 + _ eu _ a L dx RH . 150(3°")In 3 
! ne D one a 0 
= (2x + 5x + 60m à LR ni) eo = ue 
= (60 In 2 — 1 e) with(plots): 
(1500 : 301 — 500) 
d’où À = 1,34 u? c:= plot ar += 0.60, y=0.2000, 
dQ 
8. à) dt — 0,000 150(2400 — Q) color = orange |: 


A:= plot(1500, { = 0.60, linestyle = DOT, color = blue): 
display(c, À); 
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9. e) (suite) 


Q 
(g) 
y = 1500 


1500(32) — 500 
Q() = 1 + 301 


( 


(minutes) 
dP 
10. à F7 = kP(32 000 — P) 
In 5 VA 32 000 
b) k 192 000” d ©Ù P 2 
1 + 15(0,2)° 


c) Environ 15 794 bactéries 
d) Environ 15,28 heures 


t 
1—3+00 


e) lim 00e = 32 000, d’où 32 000 bactéries 
1 + 15(0,2)° 


Exercices récapitulatifs (page 250) 


1. a) 5S(rsinf + cos f) + C 


b) -3e3 @+6Gx+18)+C 


c) (ins - cos x) + C 


2 2 
D 
DURE n y + )| 5 n 
2 RE . , Sin2x 
. à) DE. sin X + PL 
b) In |tan 0| — csc 0 + C 
n° x 
c) x — tan x + 3 sr 
DAV Tres = 2N2 
0 
1 ,Sin2x sin4x sin6x sin 10x or 
dre ne he” 
tanÿx tan x\fr 8 
Near OMR 
7 mt + ne 
. à) 3 3 rc sec n 
b) n 2x° , 
Vire Tes 
2x 2_T 1 
c) (ar tan 2 L il TU 
x + 3)Vx + 6x +5 &+3)+Vx +6x +5 
d) 210 —— + 0ç 
2) À 
Ve | ete” 
EE) 21h 
Vy 


DE 


Q an ne 37 
f) [tan (5) + 2 nan G)- ) | 3+2m2— 


4. a) 4In/r—2| 


dE 1e 
ai T T 


ot 
+2) (= +8x/Inx 8x + C 


. à) si 


a 3@ “ 
; x'sin(ax) n ne 
10. à) ÿ x" cos (ax) dx = ee. x"! sin (ax) dx, 
oùne{1,2,3,...} 
tan”! (ax) _ 
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f) with(plots): 


32000 
GPO A IO0PS OU MEIU0PeS 000! 


1 +15-(02)° 


color = orange) Ë 


A:= plot{(32000, t = 0.30, linestyle = DOT, color = blue): 
display(c, A); 


P 
Et CU SR PR 


t 
10 000 1 + 15(0,2)S 


t 


(heures) 
b) x +In/x| +21n|x+2|—-In|x-1|+cC 
4 y 
c) nly—-3|+2m|/y+3] +3MG+9)+7Arctan(3)+C 
X 


3 1 a 
in (@ +4) + — | + ——— + 
e) 5h 4) RE Are tan (3) 8 +4 (C 
f) In|cos 0 — 3| — In |cos 0 — 4| + C 
! T 
= 
: 21n2 à 4 


g) [in [x +1|+In|x +1]+ Arc tan x) 


d) Vv? — 1 Arc sec v — In|v| + C 
g) e‘snt+C 
3In/x| ll, She) 
16 8e 32 | 
e“(a cos bx + b sin bx) 
m) FL 5e © 
1 8 V1 +sin 0 — 1 
d) In 


sin 0 


3 


IE (C, 


g) 4in 


x 4 
1 +tan|=||+———— +c 
2 x 
1 + tan |- 


j) VI —x— 6x V1 — x + 6 Arcsinx + C 
2xVax+b  AV(ax +b} 
m) k 


iii) Ï tan” (ax) dx = =) | tan” =? (ax) dx, 


où ne{2, 3,4, .….} 


\ 


LL 
© 
œ 
œ 
(®) 
(®) 


11. a) in [era 


4 
er GP) Var = - In|x + Vx — æ@| +C 


8 
7 Va — x -Va — x … 
iv) 5 dx = Arc sin — + C 
je x a 
2 + 2 + 2 + 2 
vi) PE mn = AE 


12. à (2e: + ÿ u? 


15. 


16. 


(=) ” 

e) 5 Ê 
22 : 

8) (-r)0 

TR 1 

i) (eZ arun (+) w 
AT 

Q= 


— L ((a2R2 — 2) sin (aR) + 2aR cos (aR)) 


b) Environ 20 124 habitants ; environ 20 893 habitants 


. a) 1) y=x-l 


. a) 3(7 + 2) uw? 


eVer +1+Inle"+ Ve +1| 'e 


d) 2 
anale) Rats an |— 
À) 2) 2 
In L Arc tan + (C 
à 0) V3 V3 
tan? |—] +3 
2 
h 21e [1 “| j de EX : SAT 1 j 
) 3 n e T 3 n (ET Cie (ou T 
Na, : =) c 
73 Arctan V3 
. 2Vu—4 Vu 
D ——> + Avaul—)"#(C 
u 2 
21 2 + 
D xx mx Dee 


382 JE il 2 
n) e*“tanx+e"+cC 


p) LME) + C 


" Î = 3% 
DS =; 


c) -V25-x2=In(Vy +16+y)—3-—In8 


1 
2\/4\/6 2n (2 n!} 
.b) | G-xdx= _ = 
| Le ER Ii (n + 1)! 
. 128 1 
OM Hi) 048 7 
à 35 … 256 
ONCE ü) 693 
. a) A = 10,24 w° b) A=0,11 w? 
c) À = 0,524 w d) A = 0,167 w 


: 4) A, SES) uw; A, = 2,16 u? 


b) A, = 22,11 w;,A, = 7,13 w 
c) À, = 24,04 w 
d) A, = 0,44 uw; A, = 0,13 uw’; A, = 0,57 w 


b) Environ 6,67 u? 
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11. 


12. 


15. 


16. 


17. 


19. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


27. 


30. 


a) i) A 5,13 w° 
b) A, = 6,28 


L= 0,75 


ll gi 
@ = 8 4 
3In5 — 4 


b) c( 


17. b) P = ER : d) Environ 40 jours 
c) (In (1 + V2) + In (4 + V7 ))u? 49 \£ 
1 + 499 | — 
499 
Problèmes de synthèse (page 254) 
4. b) 2V%Arc tan Vx—In|1 +x| +C 10. b) Environ 667,59 m° 


ü) À, = 5,91 w 


d) c 


Fr 
ô 2’ 157 


c) Environ 64,8 % 


d) i) Environ 731 576$ 
iii) Environ 304 627 $ 


b) d, = (2 -F}m 04m 
c) d,=1,02m 

d = 0,852 m 

Environ 32 797$ 

a) Environ 22 429$ 

a) Environ 0,735 


b) G=0,57 
6 
a) k=— 
T 
c) M, = 1,035 
b) Environ 21,7 cm 


b) i) Environ 5,64 % 


c) Environ 75 minutes 


12—51n5 ] 
2In3 —In5 60(21n3 — Ins5) 


ii) Environ 129 564 $ 


b) 42 217$ 


c) Environ 73,56 m 


b) E(X) = 1,023 
d) VX = 0,337 
c) Environ 21,6 jours 


ii) Environ 29% 


CHAPITRE 5 


Exercices préliminaires (page 261) 


a d a 
2. a) Bave b) n: 
SR d=\/@, HP, = HP 
4. à) C=2mr; À = mr 
b) V= 7rh;A = 27rh + 27r° 
3 
c) V= A = dre 
mrh - 
DNS AT mr VRP +R 


e) A,= 7, tr): A, = mr, +r)l+ mr? + mr? 


.a)1 bo c) 0 d) 0 


.a) A= lim ÿf&x)Ax b)A= [ FO dx 


(max Ax)=0 ; =] 


sec 0 tan 0 + In | sec 0 + tan0| 
à) + 


; C 
1 ". 
ee) + 4)2 + 

DEN 9x4)? + C 


in O + 
RER 


1 1 
d) 0 _ su + (C 


Exercices 5.1 (page 273) 


1. Les représentations graphiques de c), d), e) et f) sont laissées 
à l'étudiant. 


a) v=r| (&} dx = 


v3 
c) v=r| (V3 = €} dx = 2V37 
0 


8 
d) v=r| CV a = 
0 
e) V=r COUT 
; 12967 


D = NC) IDF 


5 


u° 


2. Les représentations graphiques de a), b), d), e) et f) sont 
laissées à l’étudiant. 
2437 
à 


u 


a) v=2r | yG — Vy) dy = 


; 81T 
b) v=2r | 209 — #) dx = w 


0 


. 


L 4 
c) v=2r | en 
0 


d) V= 2r | xle* — (-2)] dx = Te + 1) uw 


' 1 
— _ 3 
e) V 2x | ere le rih2u 


1 1 _ 
f) v=2r | a-afr)é-(? -ri2) 


. Les représentations graphiques de a), c), d), e) et f) sont 


laissées à l’étudiant. 


a) V= "| [GX + 6x) — (x) dx = 817 w° 


£) 
b) V = 2x | x[(x2 + 6x) — x] dx = 277 w° 
(0) 
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3. (suite) 4 2 
h) | 1447 — | (6 — V3 dy 2e | (6 — x)4 — x) dx | 567 


4 
c) V = 2x | (5 — x)[4x? + 3 — x] dx = 3427 u° _ — 
i) 187 — r | @? — 1)? dx 2x | GG — DVy dy 2327 


d) v=r| Ie 1 11 dx = Ju 


j rave 2 [a 04 -as 23m 


0 0 


e) v=2r | (2 s) ce + 1) j Ja 


VE 5. a) Un cône de rayon 6 et de hauteur 10 
23 10 /3\2 
=7(È-r+n2)v bv=r| En dx = 1207 v 
0 
* 2 2 He É se 
f) V=T [sec? x — tan xl, u 6. à) v=r| [1-2 ) dx = 16m 
0 = 
2 ÿ 
4. Méthode du disque Méthode du tube V (u) bV=7r [ of1 = _ dy = 247 w 
‘ ‘ 1287 
a) 327 — 7m | x*dx 27 | yVydy 2—— 2 
[ [ bis 5 7. v=r| [4 — y?) — 1] dy = 4V3r v° 
æ 2 V3 
b) T [ y dy 2 [ x4 — x) dx 8 05 : 
ü 0 8. Sur [0;0,5], V = | (0,4x)? dx = 0,0067; 
: . ‘ 2567 : 
c) “| 4 — x} dx 2x | 4 — ÿVy dy 5 sur [0,5 : 4], V, = 0,147 (cylindre): 
2 4 5 
d) r[ (5 — x) dx — 2m 2x | (5 — »Vydy eu sur [4, 5], V, = r | [0,20 (© — 7x + 13)J° dx = 0,148; 
0 ( 4 
A 167 — r[ = Viÿ dy 2e | C — 94 — 2) dx sur [5 ; 5,3], V, = 0,1087 (cylindre) ; 


5,3 
sur [5 ; 5,3], V. = r | (2(x — 5)}? dx = 0,0367; 


4 2 
f) 7 [vs +27 — 167 27 [a+ 28-04 Sr 
0 . Les V=V HV + V +, V.= 0,367 
g) | 727 - r[ G2 + 2} dx 2x | (> + 2)V> dy Le d’où V= 1,15 cm° 
0 0 


Exercices 5.2 (page 277) 


ne. 
1. AV (2) Ax; 


6 D 
ov= {2 z) dx =8u 
À 3 


4 sf 2 
v=T| ax c) V= [ ) dx = 125 
8) 2 J, 3 
128; x (° 9 
5 7U 5. a) Ie Pd= sr 
2. AV = x Ay; 3 
: pv-fo-»a-isx 
y pe 0 
v=-[() dy É 512 
0 6. a) V=2 A6 — x) dx = w 
4 
= 18 uv 4 
# b) v=[ (16 2) dx = ES w 
4 


7. a) AV = (y, — y,) 26, — y,) Ax; 


: 32 
3. a) v= fra Su 2 
0 v=2| re = PP db 
4 8 0 
pv=fe-vira fu Er 
0 5% 
m (° 5 
4. a) V= [ dx = Tw 
8 J, 3 
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7. (suite) 


b) AV = (x, — x,) 2x, — x,) Ay; 


[5-3 


h 
- Pets, ce, 
8. a) v= | = = u 


b) 2 592 100 m° 


9 
9. à) 27 u  b) 97 u”; le quart d’une sphère de rayon 3 


10. a) 277 u*; cône de hauteur 9 et dont le rayon de la base est 3 


b) 367 u*; sphère de rayon 3 et dont le centre est le point 


(3, 3, 0) 


_ 2Æ tana 


11. à) V 3 


u° b) a = 41,6° 


Exercices 5.3 (page 285) 
1. a) L=| V1 + 9xt dx 


bz- | EL dy 
2 1 = DF 


1 
c) L= [ VAR + (65 + 12F + 61) dt 
0 


4 4 
: oL=| VI x ax = | sec x dx 
0 0 


= In (V2 + 1) = 0,88 unité 


3 
1 à 
b) L =| V1 +4ydy = = [43)° — 1] = 7,65 unités 
0 


c) L = ae 


à 
=| (& + 1) dx = 30 unités 
=) 


VI5 
d) L = Il #7 . dx 
v3 
VE Le 
= VAR dx = 2,29 unités 
v3 X 


L = longueur de OM + 
longueur de ON 


1 
| 9 
1! 1+7xdx 
0 
u 9 
[ l+7xdx 


= 10,51 unités 


CE3, 


5. a) plot([3-t+1,1—4-1,t=-2.3], 
scaling = constrained) ; 


= 25 unités 


b) plod| sin (D): (os GO} = o 


scaling = constrained); 


L = | V/@ sin f cos #}? + (-2 cos f sin f)?dt 
0 


LS 
2 


= 2v7 | sin f cos t dt = V2 unité 
0 


CORRIGÉ DU CHAPITRE 5 Exercices 5.3 


2 


CORRIGE 


L= [ VGY + (C4 dt 


5. (suite) 


Du 


4 
c) ploi(|s , 3 te 


t=0 A] scaling = constrained) 


V'(cos { + sin f)? + (cos f — sin f) dt 


(ES 
Il 
7 is 


X = sin { — Cost 
y=sint+cost 


x = -1..1,y = 0..2, scaling = constrained}: 


- 
= | V3} + (QPY dt = vz| di = unités 
(0 0 
5 
-[ \/9 + 4r dt = — unités 6. L=4 [ 3a cos f sin t dt = 6a unité(s) 
0 
7. Déterminons d’abord la valeur positive de x telle que 
y=-11. 
d) plod|sin (#) — cos (1), sin (r) + cos (1), 1 = 0. 2 En résolvant 25 — 0,01x = -11, 


nous trouvons x = 60. 


60 
= | V1 + 0,0004x dx = 129,65 m 
—50 


Exercices 5.4 (page 289) 
1. 2) 2x [ 00 Vi + (FC) dx 


b) 27 | VTT à 

o 27 | NT CO dx 

d) 27 [ | gOIVT + (g'G dy 

e) 27 [ (70 mn OEIUOT" 


f) 2 [ (4, = Vi + (F'OY dx 


5 
ii) s=2r| xV1 + (3) dx = 21V 107 w 


; 
2. a) i s=2r| 3xV 1 + (3) dx = 63V 107 w 


ii) S = 2x | (21 — 3x) V1 + (3) dx = 63V 107 uw? 


3. a) i) 2r | (3 + cos f)V (cos ft)? + (-sin f}? dt = 127? u? 
0 

ii) 2r | (5 + sin #)V (cos f} + (-sin rt)? dt = 207° u? 
0 

iii) 2r | [7 — (5 + sin A]V (cos r}° + (-sin f} dt = 8° u° 
0 


LI 
b) 2r | a ONCE de Le 
0 


Surface latérale d’un cône 
de rayon 3 et de hauteur 12 


3 
s=2r| xV1 + (4) dx 
0 
= OV 177 u? 


Surface latérale d’un cône 
de rayon 12 et de hauteur 3 


3 
s=2r| AxV 1 + (4) dx 
0 
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al = 36V 177 u° 
b) s-2m [> V1 + 9y* dy = 16730) (145ÿ] u? 
3 
DEN L à 
0 s=27 | (2x La) RE ja 
1 3 4x? 
3 
2 ANT à 1 1517 
=2T x? ÈS Ja 2 rl 2 
IE 2 | Ax? 18 
d L r+hkxf 
& 5=2r [ Vi 4 dx = (87) 1] u? = : 7 | 
0 
TANT an le 


6. S 


= 2/27 [ a sin° { V9a? cos“ f sin? f + 94? sin‘ f cos? t a 
0 


sin‘ f cos f dt 


| 
Es 
à 
S 
, D 
—— 
a 


Exercices 5.5 (page 302) 


5 
1. a) Intégrale impropre; lim [ 
53 J, x —3 


b) N’est pas une intégrale impropre. 


5 
dy + lim [ L dv 
3 one) 


SE IL, 
0 
d) Intégrale impropre; lim [ tan 0 dO 
s>(Z) 5 


He 
c) Intégrale impropre; lim [ 
m— 


13 Jo 


e) Intégrale impropre; La | = dx 


t D 1 
f) Intégrale impropre; lim [ = dx + lim [ = dx 
1-0 


Lei 5-0"), € 


g) N'est pas une intégrale impropre. 


h) Intégrale impropre ; 


>| fil vi oi 
im | dx + lim [ dx + lim [ dx + lim [ — dx 
RER I}, X 107 J_, X Ce LAN NS © Mt), X 


4 
1 
. 4) im | dx = lim |? V2s 1)=2;c 
52], V2x —4 s—2+ 


ei =i 
li 
D im | HE er a D 


2 
: é 1 . 3(t — 8) 
1 =] = 6: 
‘ ue im | 2 ; Fe 


d) lim 5 | tan 0 dû = lim _ [ln [cos t| + In 1] = +; D 
(3) do 2) 


7 “il 
e) lim [ : dy + im | D dy = (+c) + (+00) = +00; D 
il $ 


Jim af Ve tin [ae 6 + (1)=0;C 


ne . ff2x-4 
g) lim : dx + lim = SU) + (-ce); D 


CN NC 4x 14 J, X 
D ea : 
h) Lim | du + lim = du 
SJ, Von=7 135 JU N/Iu 7 


VI 
US à 


3) 


b) 


c) 


d) 


e) 


D) 


8) 


h) 


4. à) 


b) 


c) 


M 
? 4 =) 
im | dv = im | L+al=2ic 
Me J, + M=+ | M? 
0 ? =3N+1 
im fe" à = lim k = ]-+=in 
N—-c pe N=-c 5 3 
ie … [sin M | 
lim sin? 0 cos 0 dû = lim — O{, n’existe pas; D 
M—+c = M—+c 3 


0 
1 3 1 
; ee - ; 
in [3 dim [FE a Fa 


0 M 
lim [ 2e * dx + lim [ 2e7* dx = (+00) + 2 = +00; D 
N—-c N M=—+c n 
0 M = 1 
lim [ xe* dx + lim | xe-* dx = C) + ) = 0;C 
N=-s J, Me J, 2 2 
0 M 
im | xx + lim [ x dx = (-c) + (+00); D 
N—-c N M—+c n 


M 

1 

; du + im | -du=T+T=7r:cC 
Me J, LEP ° 2 


[ an 
lim 
N—-c F 1 SF 7e 
il M 
: 1 1 1 1 
im J (24 Ljar + im | +i)a 
50) \x x Me J, \x x 


1 1 
lim Ê ms + +]+ lim ma | 
s M 


s— 0* M=+c 


Il 


Il 


(+ce) 3e (+0) DECO}, D 


dx + lim 


ni on 
EE |), ——_—— hi; 
im NN] sin [ xVx — 1 


= lim É — Arc sec | + lim Lare sec M — z| 


M4 


TT TT TT TT 
É o | : | à 
ee + li [2 
im r T im 
N—-c 7; 1-27 Er 


= lim ee + 4(8 — N°)* i| 2F lim Les +4 | 
N 1-27 


5-00 


3 


(I) AO ess D 
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4. (suite) 
d) 12:C D 
1 FT 
f) na g) e —e?;C 
he 2):C 1) (+o) + (-c); D 
D 23€ 


5. a) L’aire est infinie. 


6. a) Convergente si p < 1; divergente sip = 1 
b) Convergente si p > 1; divergente si p = 1 


c) Divergente pour tout p 


1 ve 
ui <= VE Hi setetque pol 


est convergente (voir 6 b)), 


de 
alors 1 
À sé + I 


dx est convergente. 
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b) Puisque >0,VxEe [1, + et que 


1 1 
VV — 0,5 Va 


+ 
1 

—= dx est divergente (voir 6 b)), 

[ Ce 8 ( )) 


alors ——— dx est divergente. 


1 VVx-0,5 


+0 
8. V=r| (fa sim [a = Eur 
1 x? M—+ 


+oo 1 5 | 
b) v=2r | (Te 5) dx = 27 lim [ — dx = +c 
x? 
1 


M—+c } X 


+ M 
9. Da | La = lim D. 
AS 1 


+ 1 M] 
b v=2r | (2 s) dx = 27 im | — dx = 27 vw 
1 x 1 Xn 


M=+c 


ES M, 
10. o=ous | 27 dt = 0,15 im | 27 dt 
0 


M—+0 
0 


1 


+00 
11.0=4 ——— d 
Q = 400 000 [ Ter 


M 
1 
= 400 000 li ee 
at NT En 


= 80 000 litres 


æ 1 eee) 
12. a) evalf ——— ee? 8 /dx|; 
ENS 1/2 0r 


0.1586552540 
d’où P(X > 90) = 15,9% 


oe ets) 


70 


b) ca | a ne 
REV one 


d’où P(X < 70) = 6,7% 


0.0668072012 


10 82 F 
c) P(70 < X < 90) = 1 — (0,158 6... + 0,066 8...) 
JF) 
d’où P(70 < X < 90) = 77,4% 
70 82 90 x 


M 


13. a) Puisque y = 25 000, À = = 0,000 04 = Jim (-e729000%) 


25 000 M4 25 000 
1 1 : 
(car nn = e À = à) = un Ces + €7 900004 (25,000) 
d’où f(x) = 0,00004 e00%x: où x € [O, +oo[ =0+e! 
20 000 = 0,367 8... 
b) i) P(0 = X < 20 000) =| 0,000 04 e70:0000%% x d’où P(X > 25 000) = 0,37 
0 
20 000 y 
— _e-0,00004x 000004 
0 
= (er + ]) 
= 0,550 6. .. fx) En 0,000 04 €e72:00004x 


d’où P(0 = X < 20 000) = 0,55 


0,000 04 
ii) De façon analogue, nous trouvons 


fx) = 0,000 04 e7 12000 P(X > 50 000) = 0,14 


0,000 04 
fx) = 0,000 04 e7000004x 


+o 
ii) P(X > 25 000) = [ 0.000 04 620008 x 


25 000 


M 
= Hu [ 0,000 04 e-200 gx 
25 000 


M=+ 


Exercices récapitulatifs (page 305) 


227 22 AT 8T , 2567 . 9. Environ 67 167$ 
1. à u c) u e) uw g) u° 
5 15 3 15 
2.27 je en | = 82,6 u° 10. à) i) Environ 261,3 u2 ii) environ 117,3 w 
2 c) i) Environ 3,3 u? ii) environ 1,1 uw? 


b) [m3 1) 24 
3 11. Environ 3770$ 


c) Ty 2 
2 12. a) 21:C  b) +0:D  c)—;C  d) -c +: D 
d) 27° u° F 
: 13. a) 10 000$ 
3 0 4mdb ; 
3 
7. #E RS v 14. a) 80 000 livres 
17. bb)  d) 4w 
Sp 10 Di fl 
Fo ne 18. b) i) 0 ü) 2rw  ü) Tu 
2V5 + In (2 + V5) _ 
7. a) nl = 1,48 unité 20. 25 millions de barils 


c) Environ 0,88 unité 


GLS 
e) — unités 
27 
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n Problèmes de synthèse (page 307) 
œ =i T 
œ 1 AC d) n2;C e) +: D h) —; C 13 080 V1 + 9x* dx = 1,548 km; L = 4,096 km 
O 9 à ô 
O 1/2 2 js M n (= 1). | 
22 à) (2= i)u b) i) Gus c) 1) Fm 15. a) | V1 + 9x‘ dx = 1,548 unité 
0 
3. c) i) Environ 5,039 w° ii) Environ 2,565 u° À 
b) [ V1 + (3x? + 1} dx = 10,34 unités 
0 


5 
D 


1 
En S NV 0e de 
| 


6. a) V = 27°ar° uw; À = 4m°ar uw? 


17. a) i) 108 u b) ii) 727 u° 


20. Environ 62 832 litres 


7. Environ 30 329 litres 21 


. 10 mètres 
8. ur 22. à) V= Th C 1) (exprimé en m°) 
10. a) Er b) Le volume est infini. c) i) pie 0,000 84 m/s 
4 197 
11. L = 40 unités 24. 0) 2 
3 
CHAPITRE 6 
Exercices préliminaires (page 313) 
1. a) n! = n(n — 1)(n — 2). (3)2XD) b) 0!=1 5. a) xe J-2, 2[ b) xe[-3,11] 
16 -1 1 
2. a) 6 b) 3,0414 X 10%  c) 22 350 c) re fa = d) re — U Ê | 
, 999 
DIRE ONE SI 098 909 e) ]0, 21 f) J-c, O[ U J2, +c[ 
3. a) 13 b) x = 30 et y = 29 ou x = 6 et y = 4 6. a) n=5 b) n = 14 c) n=6 d)n=3 
4. a) (n — 1)! b)n+li 7. a) ... f'() = 0 sur Ja, b[ b) … f(x) = 0 sur Ja, b[ 
a le 8 1 b) 0 d) 1 
ere ) Gk+D0Kk+ D ei ) oi ) 
n(n + 1) n(n + D)Qn + 1) 
9. ; b) 
Exercices 6.1 (page 326) 
1. 9,11,13,15,17,..} b) {1,3,7,15,31,.. il _ À 
Hu PO } 2. a) ass. b) {1,7, 19, 43,91, .) 
1-1 1-1  & à 7 & 
c) Hpsps d) Damme ©) 286 7 827 cl) (LEO 
e) {5,5,5,5,5,...) p Lens 3. a) n° b) m1 c) 4 d) (1) +14 
2° 6° 24° 120 : 
1 -1\: 3n—1 
3 24 6 PC AN ONE Do, 
g) {0, 0, 0, 0, 0, ...} h) FL 12,0, 
Le el SE C1) 2n 
Due D mr D DE 
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4. b) 0; +; n'existe pas LL 
dy d; (D) 
3 n + LE 
. | a; 8. a) a te b) a =” ce œ 
ô A n 3" n Dr œŒ 
© 
91 = 1 -] al 
c) a, = ;+0; D d) a, = CDS n’existe pas ; D O 
a a;ds 4j 7 n+2 
Il 2 3 IR C0 dec 
e) a, = 3 :,0;C D a =(n—1)!; +; D 
c) a Ar D— — 
L 9. a) Bornée; b = 1 et B = 4 1 
b) Bornée inférieurement ; b — 3 
4 BRAS c) Non bornée inférieurement et non bornée supérieurement 
"16 4 02 8 IR d) Bornée supérieurement ; B = -2 
e) Bornée;b=1letB=e 
f) Bornée;b=-1etB=1 
d) : 
10. a) Croissante ; monotone 
a, b) Ni croissante ni décroissante 
d;d3d3 Gs CA 4 
c) Décroissante ; monotone 
002305 8 IR 
d) Croissante ; monotone 
e) Ni croissante ni décroissante 
2) f) Décroissante ; monotone 
5. a) 0:C b) 5; C c) 3:C 
d) N'’existe pas; D e) +: D f) N’existe pas; D 11. a) F; {(-1}'} b) V c) F;f{n} 
g) 0;,C h) 0;,C i) 1,C d) V e) V “) VW 
j) +w:D k) 0; C Il) 15€ 12. a =35 
; ; 
m) N’existe pas: D on) 1; C o) N’existe pas; D 
7 = " 
p) c 13. à) a, = 500(3) 
b) 500(3)' > 20000000, d’où n = 9,64... heures 
6. a) i) Lu sin (nT) = Ô ii) Le sin (7x) n’existe pas. Poe 
TARN ES TECSIE RES 
b) Faux; vrai uniquement si lim f(x) existe. a, £ 
N—+00 b) 3 a, es 1 
CE ! ; es 
752) Valeurs der lim r" G@+I)!" a, n+l 
n—+ 
a 
r=<-] N’existe pas E) &.,= = D _ — = D 
lEr<I 0 n 
r=1 1 d) a e (3) ** .Phei à 
rs ee | Bas Qn + 2)(n + 1) 
Exercices 6.2 (page 345) 
1. S, lim _s, | CouD | Somme d) -1 si n impair | : Non 6 
0 sin pair définie 
n 
a) 10 +00 D cb 3( L (y) 
10 10 1 1 
n e) CPE TU _ C _ 
b) n+l : Ê l ( = 1 3 3 
nn + 1)Cn + 1) 19 
C) DER NE +00 D +00 1 1 1 à 1 
D 2 n+2 2 2 
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LL 
© 
œ 
œ 
(®) 
(®) 


le Sd à 
b) — D, —=—— (+00) = +00 


4. à) 


b) 


470 


100 <,n 100 

Si Si 

Me el 

12 24e ee 
ie 1 =, -1)+! 2 

Der b) = (FT +m2);c 
n=i n=l n 6 

1 1 


n=l 


ce 
n 


n=l 


2(1)=2In2-2;C 


Ma lee 
ii) a, =-29 + (51 — 134 = 171 
51(50) 
; 


ii) S,, = 51(-29) + 


(4) = 3621 


1 
iv) n(-29) + — (4) =51 
Qn? — 31n — 51 =0 
d’oùn—=17 (n = -1,5 à rejeter) 


1) a,= 15, ainsi a+9d =15 (1) 


S,, = 260, ainsi 20a + = d=260 (2) 


En résolvant le système d’équations précédent, 
nous obtenons 
a = 51 et d = -4 


40(39) 
À 


ü) Sy = 40(51) + (-4) = -1080 


ri) S <0 


ni 
(n 


n(51) +2 (4 <0 


53n — 2n° <0 


n(53 — 2n) < 0 


Puisque n > 0, il faut que (53 — 2n) < 0, ainsi 
n> 26,5 d’où n =27ets,, = -27 
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ns 
1 : ; 
D = — AGE harmonique 


D) J 2 2 J 2 J 2 J _ ùS 2. 
a) T 3 9 T 27 Ban Ou TEE T ee 3i=1 
4 8 16 CR Se CR 
É— 2 
LEE 3 0) 27 2 3 > 3 
oO) LEE Poe Che 
ie 
D CC) 
= 
) 4 j 12 J 36 j 108 j j ER + _ ÿ ER 
€ T 5 T 25 T 125 (nets mel 5 FI 5 
. à) Ouisa=Lr=s b) Non 
c) Oui;a = 1,r = -4 d) Non 
1 -] 
e) Oui;,a=-,r = — f) Oui;a=x,r=-X 
3 3 
1 
g) Non h) Oui; a =9,r = 10 
Te EE 
i) Oui; a 55" 5 j) Non 
. En utilisant le tableau suivant: 
a 
-l<r<1 Série convergente S = 
Fr 
S = +0, si a > 0 
rzl Série divergente 
S = -c, si a < 0 
r=-l Série divergente S'est non définie 
nous avons 
a r Cou D S 
3 5 C 6 
a) 2 
b 3 - C _ 
) 5 
KL 
C) 1 3 D +00 
Non 
d Ù F J définie 
el > = 
Ni : F 2 
À A 
f) 5 5 D +00 
-125 5 5 
9 | > 4 
. FESSES E 
) 2 3 4 
Ms zoo | = 
D|7 3 45 
Ms eo |: 
D | % 2 8 
k 27 + C 108 
) 4 
1 5 Non 
D 8 2 F définie 


8. 


10. 


a) 0,9 = 0,999 9... 

= 0,9 + 0,09 + 0,009 + … 

CP PE 

10 100 1000 

9 

Fi) rl 

de nn a=er-) 
10 

= il 


b) 5,427 = 5,427 272 727... 
= 5,4 + 0,027 + 0,000 27 + 0,000 002 7... 
27] 2/1 27] 


%4 + 7000 * 100 000 + 10000 000 + ‘* 


à 
27 (1000 ( 27 1 
ee a r 


1000 ** ” 


5 1 7 100 
TT) 
M à 
7 5 110 
597 
110 
_— 61 183 1 
CURE (c = etr= a) 
à 1 
0,060 = 33 be 
0,183 + 0,060 él re 
Ë ? 333 33 3663 


- 1er, 
dù À 2 = TD = 67 108 862 


20 10(1 — 911 
TS ge = 2 = 2 096 128 


k= 10 1—2 
ii) D Aæ=+e (car=2>1) 
k=1 
999 n 
-101Ÿ"  1(1 — (-1,01)0) 
b . = -10 426,94... 
l > ml T=CLOD 


1000 
: -101Ÿ _ (CLODG — (1,01)) 
D DE DE) 


n=l1 


CAT 
iii) > ) est non définie (car r = -1,01 <-1) 


n=0 


OSSI 


9 3 
54-61) 
9 3 
D) Si = > = 5,27. 
Le 
(o 
1i) g=27-* (car = Re 
ee PES 3 
3 
d) a= . ie 
Le) 
8 5 
1) S = IST 


1 
11. a) Pour |x CP 


Il 
b) P <letS = L 
) Pour |x et DT 
1 
c) Pour|x| > let S = —— 
= il 
1 
Æ — 
d) Pour |x| <letsS Tr 
Sir DRE 
12. à) lim = 3; la série diverge. 
N—3+00 n 


1 
b) lim ( Se _ = 1; la série diverge. 


n+ 
c) lim = 0; nous ne pouvons rien conclure. 
7 


1 
d) lim — = 0; nous ne pouvons rien conclure. 


N—+00 n! 
li a Le érie di 
e) . 100n + 5 — 100 là Série diverge. 
… 2% Il re 
f) lim ——— = +; la série diverge. 
N—+00 l n 


13. a) h, = 56 5 , où h, est en mètres. 


3 dl 
b) h, = 56 (2) = 4,354..., d'où h, = 4,35 m 


C) h, <1,5 (150cm = 1,5 m) 
56 o 1 <iLS 
5 5 
n(s) 
> — = 7,086... 
In (0,6) 


d’où au 8° rebond 
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LL 
© 
œ 
œ 
(®) 
(®) 


13. (suite) 


Un | U 


= re. 
ae 


un] & 


= 56 S = OÙ r — — 
& I 
Los 
= 56 + [168] 
d’où D = 224m 


14. a) d, = 1000 + 10 + 0,1 + … 


= 1000 + 1000(0,01) + 1000(0,01)? + … 


1000 (série géométrique où 
1 — (0,01) a = 1000 et r = 0,01) 
= 1010,10 m 


d,= 10 + 0,1 + 0,001 + … 


= 10 + 10(0,01) + 10(0,01} + … 


: 10 (série géométrique où 
Er a = 10etr=0.01) 
= 10,10 m 
b) Puisque Achille et la tortue étaient séparés de 
1000 mètres et que @, = d, = 1010,10 — 10,10 = O, 
la tortue aura parcouru 10,10 mètres avant 
qu’Achille ne la rejoigne. 


Exercices 6.3 (page 362) 


1 
1. a) Puisque {a } = {—)  , ff) = > sur [3, +0 
(Sn + 1ÿ),=3 (5x + 1} 
ie 1 1 <= 
[ mr C7 ONG > — converge ; 
, (5x +1} 10 n=3 (5n + 1} 


+00 1 + 1 
ê Æ > 3 <|a,+ [ = dx 
n=3 (5n Ar 1)? 3 (5x Gt 1)? 


 < 1 37 
< en 
320 n=3 (5n + 1} 320 
ee 
OST 
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distance 


c) temps — 5 
) P vitesse 


1010, 10 m 


( D m/min 


d’où f = 4, 04 min 


15. a) i) V, = 1200(1,015) + 1200(1,015)° + 
1200(1,015) + … + 1200(1,015) 
= 1200(1,015)(1 + (1,015) + (LO15Ÿ + … + (1,015) 
ss #k Il = r' 
000015) 0) (s ei 
TE) ONE 
= 8919406. 


d’où V,= 8919,41$ 


ü) V,, = 1200(1,015)4 + 1200(1,015)° + … + 1200(1,015) 
( — (1,015) 

(1 — 1,015) 
18 818,565... 


d'où V,,= 18 818,57 $ 


Il 


1200(1,015) 


Il 


b) 25 000 = M(1,02)° + M(1,02) + M(1,02) + … + M(1,02) 
= M(1,02X1 + (1,02) + (1,02Y + … + (1,02)) 
(1 — (1,02)"°) 
(i — 1,02) 
= M(11,168 7...) 
25 000 
DT 
d'où M= 2238,40 $ 


= M(1,02) 


22585057 


; n x 
b) Puisque {a,} = E. f@)= Se sur [1, +ce[ 
e" 


+00 +00 
5 Il n 
xe* dx = 2e donc 2 CONVET£E , 
1 € n=1€ 


ji 
c) Puisque {a } = LOS, sur [2, +oo[ 
L nm n=2 | 


Le _ 
3 
[ et dx = +0, donc > da diverge. 


= 
n=2n 1 


1. (suite) 


d) Puisque {a,} = 


Near D 1 
T4 Ti: onc Ta UE 


n=l Fi 
lL 
d’où b=-etc=—+— 
où nr 
2. a) Série de Riemann, où p = >. Puisque p = 1, 


3° 
+00 1 | 
alors —= diverge. 
n=1 Vn : 


b) Série de Riemann, où p = 3. Puisque p > 1, 


alors >: — converge. 
n=1 
. a) d=2—0—=27> 1, d’où la série converge. 
b) d=6—5=1< 1, d’où la série diverge. 
c) d=4—4=0=<T, d’où la série diverge. 


12 = 3 = 1 


n rm 


,d=3 


CE 


im = 
mecs 0 2e il 


Puisque R = 0, R < 1, d’où la série converge. 


m+l 


1 
= 2e 5 
ee ae Te) 


b) R=1 


Puisque À = 1, nous ne pouvons rien conclure. 


D’après le critère des polynômes, la série converge 
cad=2-0=2>1. 


4" all 
: E + 1) + : 4(2n + 3) 
CR ( 4 ne 2n+S 
2n +3 
Puisque R = 4, R > 1, d’où la série diverge. 


: n+l 1 
CD) RS in RS ii ES = 
ne [A n+e Ne e 
(e) 
1 ns 
Puisque R = mi R < 1, d’où la série converge. 
(e “in D) 
à ent , n +l 
e) R = lim A = lim = +00 


N—+00 CA N—+00 e 
e" 


Puisque R = +, d’où la série diverge. 


. a) R= lim ; 


1=2> 1, d’où la série converge. 


. a) Puisque 


Ê + Le 


x n+l\ : 1 \: 
= lim = lim |l+—-) =e 
+00 n X—+00 X 


Puisque R = e, R > 1, d’où la série diverge. 


Ù = Fe — = 
7" 
N—+00 N—+c fl 


Puisque R = R < 1, d’où la série converge. 


b) R= lim Ein = e (car Him Vi = 1 
N—+00 I N—+00 ve N—+c0 


Puisque R = 


e, R > 1, d’où la série diverge. 


} 1 
R= lim ! = lim = ] 
o N—+c0 nm N—+00 _ 


Puisque À = 1, nous ne pouvons rien conclure. 
D’après le critère des polynômes, la série converge 
cad=2>1. 


2 ee) APE à 
nu er = Er 


+00 


à) 
Puisque R = 3 R < 1, d’où la série converge. 


; > a, converge. 
k=1 
= 
(b)} > a, peut converger ou peut diverger, 
k=1 
ainsi nous ne pouvons rien conclure. 


+00 


CE >», a, peut converger ou peut diverger, 
k=1 
ainsi nous ne pouvons rien conclure. 


+00 


G)) 4e > a, diverge. 


k=1 


Frs yPPounelet 
n 


1 
que >. — converge (série de Riemann, où p = 2 
es 


n=1l 


alors >= 


n=1n 


SRE ge. 


b) Pui ses k= let 
) uisque = = -pourkzle 


oil . : 
que > 7 diverge (série harmonique) 
k=1 


D +4. 
alors > Se=I diverge. 


1 
c) Puisque = gr Pour n Z let 


Sr 


que > 7 COnverge [série géométrique où r = — 
=i 


+09 


alors converge. 
n 


ES Ÿ 
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LL 7. (suite) 1 
© 2 à d) Soit b, = — 
— g PE = 2 
œ d) Puisque Dep on POUR let n Ur 
œ #5 2 2 
2) 1 a COS Sn à n 
o que 2 7-1 converge (série géométrique où r = 5 < ) L= ou il | s LCR A 
[rs D: 
5 2 m2 
alors > Dr = j converge. — lim nn = 
n=1 n—+00 1 COS fn 
rm 
8. a) Soitb, = L S | 
ST Puisque 0 < L < +c et que | F: converge 
1 n=1# 
: = : : : 4 PR 
L= lim = lim — = lim = ] ù HO 
K=—+00 1 K— +00 #—3 K—+00 4x fi _ + 
F # S Va 
ti alors > ———— converge. 
Puisque 0 < L < +c et que > gx converge n=1n +cosn 
k=1 
1 6 = 
(série géométrique où r = — < ) 9. à) Polynômes d=2>1 C 
& b) D’Alembert R=0<I1 (Se 
+00 1 : J 
alors D 4 — 3 converge. ©) Cauchy FT, C 
AE d) D’Alembert R=23>1 D 
: 1 ke _ 
PIS b, [on e) Intégrale [ Dee dx = EL C 
ne ) i x +1 32 
! 3n 10 
L= lim l (in :) Lr SE , série 
PH IVn=-1 7Vn 
= f) Comparaison : D 
1 de Riemann, où p = —=1 
sin eo 2 
. 3x ; . n 
En ——— 6) g) Terme général lim —— = +0 #0 D 
X—+00 ( n=+> Inn 
x Su 
; F ; h) os #1 aide b=—etL=1>0 D 
d’une limite n 
cos AE cos LE l 
= lim = lim = Vn 1. 
x= +00 =il x2S+00 5 3 u. < 7, série de 
eo i) Comparaison É mn C 
s Sn k 
Puisque 0 < L < + et que > : diverge Riemann, où p=— 71 
n=l 
(série harmonique) : } Tv 2 
_. ñ J) Intégrale ve = C 
5 e 
alors > sin (5) diverge. * d 
n=1l 3n er 
k) Terme général lim = +00 £ () D 
: 1 N—+co n 
c) Soit b, = — 
k2 1 1 
< , 
Ven Eire * 
———- 5 =] +5: 
Feu ÉNASNE ke jh) Comparaison 3 C 
1 1/5 
k=—+00 k— +00 3 1 
ï F3 D STE d’Alembert, R = 3 <1 


; k 
= ji : Si 10. La justification est laissée à l’étudiant. 
D Er) 
k? 1+ a) C b) C c) D d) D e) C 
f) D g) C h) C i) € j) € 
Puisque 0 < L < +c et que > 3 converge 
k=8 k 5 11. La justification est laissée à l’étudiant. 
série -p, où p= 3 > 1) a) € b)C c)D d\D eD #fHcC 
DS 1 
alors > —————— converge. 
k=8 KVE +1 
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Exercices 6.4 (page 371) 


1. a)5 


iii) 


b) i) 


c) i) 


ii) 


iii) 


d) i) 


ii) 


iii) 


e) i) 


ii) 


+00 


© 


C1 ie 


= NS est convergente 
Fer Là ; : 
(série de Riemann, où p = 2 > 1) 


est absolument convergente. 


on 
$ CD 
> E est convergente.  (théo. 6.24) 
k=1 
Non 
S |(C1)t! (Gr + 4) D 32 +4 
» D rai 2 est 
n=l1 71 n=l nm 
divergente. (critère des polynômes d = 0 = 1) 
. 3n +4 + . 
lim FE 3 Æ 0, donc la série est divergente. 
ne (théo. 6.14) 
Non 


C1 G +) 


SN dE 
= > est divergente. 


le al 
Bi = il 
(critère des polynômes d = (3 —-2)=1=<1) 
. BE 
1) lim = 
+00 


z 


2) En posant f(x) = sur [1, +c[, nous obtenons 


D HO) 
A re < 0 sur ]1, +ce[ 


5 


Le .… Te , 
ainsi, la suite est décroissante. 


à 
SCIE G+EÆ 
D'où > CD ) 


E est convergente. 


k=1 


La série est conditionnellement convergente. 
S |[cosnr| < 1 

= est divergente. 
2 3n+1 Dr = 


(critère des polynômes d = 1—-0=1=<1) 


.. COST 
1 Le re Il pi 
(ea “il L SOSNT 1 
Sol Sal ET 
… [Îcos nx| 1 1 1 
©) La suit | 3n +1 lb To ER 4 
est décroissante, 
1 1 
ane, TI > HENDEE 4 Pour tout # 


(Icos n7| = 1) 


—. COS n7T 
d’où > nel est convergente. 


n=l 


La série est conditionnellement convergente. 


$ [CD 
2 VA 


=. | 
= >: est divergente. 
n 


n=1 


1 
(série de Riemann, où p = += ) 


D 


Dr 


n—+00 n 


iii) 


ii) 


iii) 


g) i) 


ii) 


iii) 


FS 


1 
2) La suite est décroissante, 
n 


D 


1 1 
Ce 


( 1) n+l 
d’où » est convergente. 
Va 


n=l 


La série est conditionnellement convergente. 
D CIE! D k! 
= est divergente. 
à | 2S : 
(critère de d’Alembert, où R = +ce) 

k! 
lim #0 (cark! >S5sik> 12) 
k=—+00 

= (Gi 
d’où 5 est divergente. 

k=1 
Non 


sin (æ) 
er 
2 


ou 
sin 4 


2 


est convergente, (critère de comparaison) 


1 1 
EE > est convergente 
#2 


: : 1 
[série géométrique où |r| = RS ) 
est absolument convergente. 


est convergente.  (théo. 6.21) 


k=1 
Non 


(E D 
VK 


CRE RE PP 
VEN VEN TNT OT 


Gil 1 1 1 
b Æ -] + k tE = 
) 2 EF 050 GA tr 
d’où S = -0,896 et E = 0,008 
(Gil) Ml 1 1 
@ Di HD re nc 
d’où $ = 0,36 et E = 0,001 38 
y 1 
. a) Puisque E = a,,, = ee Dr" = 6 suffit, 
1 
car 77 < 0,001, d’où S = 0,631 94 
b) Puisque E = a,,, DL = 5 suffit, 
1 
Car e < 0,0001, d’où S = -0,783 45 
PE CDR 
c) Puisque Sd CAT 0e suffit, 
(0,1) È 
car < 1076, d’où $ = 0,099 83 


5! 
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LL 
NU EP PUT Lae: RRCTRE | 1 1 
O 4. = 1 PRUDS— b ; < 0,000 15 
= DS tr gts 67 & »*E*10 ATEN: 
a (n + 1) > 6666,6 
S Æ 0,827 962 et E = 0,01; 
O n+1> 81,6... 
O T° n > 80,6... 
— S| = 0,005 495 = 0,01 
12 d’où n = 81 suffit. 
Exercices 6.5 (page 381) 
1. a) i) Si x = 0, nous obtenons 0 + 0 + 0 + ... = 0, donc la : nm 
AE = |x| lim ———>=|x| 
série converge. nt (n + 1} 
RQ OETRES Sifx| <1 (-1<x< 1), la série converge. 
; nl Silx|>1 (x<-loux> 1), la série diverge. 
R= lim |———| = lim : = ü à à 
re n TS cs Six = -1, nous obtenons 1 + > += + +...,qui 
2" PES CR 
| 0 or est une série convergente. 
ere l IMPR : 
Six = 1, nous obtenons -1 + = 9 + 16 Qui 
= lim |=| = ï est une série convergente. 
+00 ) 2 
" D’où/=Tf-1,1]etr =1 
bone # = [] ri 
FR 
. | X 2e , a —— 
1) R<Isi ; < 1, donc la série converge lorsque -] 0 I R 
PES 2 +00 
: SG Cdt | C2 
à DD SU ee | 
2) R>Isi 3 > 1, donc la série diverge lorsque En) 
Si x = 4, nous obtenons 1 +0+0+...—=1, 
x <-2oux7 2. donc la série converge. 
… |& Si x # 4, nous avons 
Lorsque À = 1, c’est-à-dire 217 1, nous ne pouvons 
: n : CT): 
rien conclure. R= du Vlu,|= lun " 3n 
2 x 
Étudions le cas où ; = ], c’est-à-dire . [x = 4| [x = 4| 
= Ji = 
+00 3 3 
M OU 2: = 
Si x = 2, nous obtenons 1 + 1 + 1 +... + 1 + …., Done À = Es) 
qui est une série divergente. 3 
Six = -2, bt il = ER EEE .|x — 4 ; 
no ne CL 1) R<1si el < 1, donc la série converge 
qui est une série divergente. 3 
lorsque 1 < x < 7. 
D'où 1 = ]-2,2[etr =2 
r=2 , 1x — 41 ee 
—?, 2) R>1,si > 1, donc la série diverge lorsque 
SE ——— | x<loux>7. 
-2 0 2 IR 
ii) Six = O0, nous obtenons 0 + 0 + 0 + ... = 0, quiest Lorsque R = 1, c’est-à-dire Le = 1, nous ne 
une série convergente. 3 
Six # 0, nous avons pouvons rien conclure. 
CEE ; x—4 
7. (n + 1} Etudions le cas où le 1, c’est-à-dire 
R= lim = En —— 
1—+00 u, n—+00 = X lou 07. 
rm 
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1. b) 


275) 


b) 


c) 


i) (suite) 
Six = 1, nous obtenons 1 — 1 + 
une série divergente. 
Six = 7, nous obtenons 1 + 1 + 
série divergente. 


nl 
D'où / = ]1, 7[etr = —— = 


IE" quest 


+ 1 + ..., qui est une 


2 
r=3 
Re 
: h 
Il 4 7 IR 
ii) Six = 5, nous obtenons 0 + 0 + O0 +... = 0, quiest 


une série convergente. 


Six # 5, nous avons 


R= lim Y|u|=3|x-5| 


n—+00 


’ 14 16 
Malr=slel (Skire< 


3 


; 14 16 
i31x-51>1(r< Lux > À 


3 


3 


3 


14 
Six = =, nous obtenons -1 + 1 — 1 + 1 .., 


3° 
qui est une série divergente. 


16 
Si x = 3° nous obtenons 1 + 1 + 1 + 
qui est une série divergente. 
16 14 
7. 14 16 3 à 
D'ou = | À] er = 5 =: 
Le 
2 
Et 
' 
4 15 16 R 
3 3 5 


Six = -5, la série converge. 
Six # -5, nous avons 


CEE 


7) 


n 


R= lim 


n—+00 


= |x + 5| lim (n + 1) = +00 


n—+00 


La série converge uniquement pour x = -5. 


D'où 1 = {-S}etr =0 
Six = 0, la série converge. 
Six # 0, nous avons 


R= lim Vlu| 


n—+00 


1 
= |2x| lim -=0,Vx#0 


N—+00 
D'où J = ]-c0, +co[ et r — +00 
Si x = 1,5, la série converge. 
Six # 1,5, nous avons 


il 


R= lim V|u,| = |2x-— 3] lim 


n—+00 n+ } 


Sil2x-3|<1 (1<x<2),la 
Sil2x-3|>1 


k 


3 re) 


n 


série converge. 


(x < 1 ou x > 2), la série diverge. 


ï © El : _ 
Six = |, nous obtenons > Te qui est une série 


k=1 
convergente. 


} la série converge. 


} la série diverge. 


d) 


e) 


f) 


8) 


b) 


+00 


Six = 2, nous obtenons > Fr qui est une série 
k=1 
convergente. 


D'où / = [1,2]et r = 0,5 


Si x = 0, la série converge. 
Si x Æ 0, nous avons 


| (7) re . &+l 
R= lim = = |x| lim = |x| 
n—+0 n n—+00 
Si lx| <1 (-1<x< 1), la série converge. 
Silx|>1 (x<-1 ou x > 1), la série diverge. 


Six = -1, nous obtenons -1 + 2 — 3 + 4 — ..., 
qui est une série divergente. 

Six = 1, nous obtenons 1 + 2 + 3 + 4 + 
qui est une série divergente. 
D'où1=7]-1,1[etr=1 


Six = 3° la série converge. 

. -4 
Six À 3 nous avons 

u 
R= lim |—=+ 
n—+00 u, 
= |3x+4| ii : 0, V x £- 
DU CDS 


D'où J = J-co, +oo[ et r = +00 


Si x = 0, la série converge. 
Six # 0, nous avons 


: n : 
R= lim \/|(nx)"| = |x| lim n = +0 
n—+00 n—+00 
La série converge uniquement pour x = 0. 


D'où 1 = {0}etr =0 


Six = 0, la série converge. 
Six Æ 0, nous avons 


, “tin : n 
De ue el s Lxl Rare] = 1xl 
Silx|<1 (-1<x< 1), la série converge. 
Silx|>1 (x<-1oux > 1), la série diverge. 
Si x = -1, nous obtenons -1 + de de ue 

| es D 3 à 
qui est une série convergente. 
Six = 1 A Fe 

É 20504 l 


qui est une série divergente. 
D'où1=Tf-1,1[etr=1 


Six = 0, la série converge. 
Six Æ 0, nous avons 


R= lim 
N—+00 


" 1 
(5) = |x| lim -=0,VxÆ#0 
n 


n—+c 


D'où 1 = ]-c, +co[ et r = +00 
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n 3. a) I=]-7,-3[;r =2 b) 1 =]-2, 4{[; r =3 5. a) i) Six = O, la série converge. 
== c) 1=]-,+œ[:r=4+0 d)1=[-1,1[;r=1 Six Æ 0, nous avons 
œ sn I ni 1 par le critère généralisé de d’ Alembert, 
o1=[53l:r-3 pi=fslir-s 1 
33 3 33 3 R=|x| lim e Cr a DES 
n—+00 n 
g) 1=[0,2];r=1 h) 1=f-1,1[;r=1 d’où r, = +6 
4. à) nn Lxte+ ++ ii) De façon analogue, 7, = + 
k=0 b) à f'@=0 2e 4 GP, . CUP2, 
1 X T IF ü5o À PS0 
Série géométrique de raison r = x. 2! 4! 6! (2n) 
3 5 =1r y2n-1 
Sir| < 1, la série converge lorsque (-1 < x < 1). -x + : : BE ue dl QUE 
3 Si! (2n — 1)! 
Silr| = 1, la série diverge lorsque (x = -1 ou x = 1). 
D’ . 1= n Il : x : x Gilet 
de x , ET TS en 
b) Série géométrique où r = xet a = 1, , irers 
CARS — d’où f(x) = -gG@) 
——. » 4 : - SNS OS 
c) En intégrant chaque membre de l’équation, nous ii) g'@ = 1 
3! 5! 7! 9! 
obtenons 
x"*! PR Le te 
-In (1 — x) = x + 2 L 3 nes ere CO) 1 2! " 4! 6! | 8! 2004 QU — 5e 
En posant x = 0, nous trouvons C = 0, d’où DCS 
de Sn in c) F(x) = froas 
In (1 — x) = -x 2 Le 
DST n+l PE: He _. 
1 1 1 X T T 56 
pour x e [-1, 1[, car 1 — = +——-— + ..., série convergente 3021) 5(@41) 761  9(81 à 
2 3 4 5 SO T 
HO ET gta nta 0 
d) h( F) = {) = : = 2 _ ] Puisque F(0) = 0, nous obtenons C, = 0 
n 
-1y+1 3 5 7 9 
L l l 1 L L à D) ER d’où F(x) = x À t D > k = .…., OÙ F = +00 
ONG (2: (n + 1)2"*! 31 5! 7! 0! 
1 1 1 1 1 
: àE= G@) = [ gG) dx 
CR ar CT 
d’où In (1,5) = 0,401 04, où E = 0,006 25 D se À , so , 
GTR TNT LT EE A 
f) En calculant la dérivée de et de la série corres- . 
= Puisque G(0) = -1, nous obtenons C, = -1 
pondante, nous obtenons ù 
1 _ Te CC : 
( + 2x + 3x2 + 4x8 +. + nx" +... d’où G{x) il + 21 A1 t 6! 8! + ..., OÙ = +00 
POUPEE RIT d) i) FG) = 80) 
ü) GG) = -f(x) 
e) f(x) = cos x et g(x) = sin x 
Exercices 6.6 (page 397) 
7 1 (4) 48 48 24 
1) ro = se + rex +27 +27 + LE (Ér=2} So 272) 7 (Ge = D + 3! Gr=2+ 7" (Gr= 2) 
FQ) = x fC) = 16 d’où x = 16 + 32(x — 2) + 24(x — 2 + 8(x — 2} + (x — 2) 
f'@) = 4 f'@) = 32 b) En remplaçant x par 2,1, nous obtenons 
f'@) = 12x f'@) = 48 (2,1)* = 16 + 32(0,1) + 24(0,1)? + 8(0,1)° + (0,1)* 
f(x) = 24x f"@) = 48 = 16 + 3,2 + 0,24 + 0,008 + 0,0001 
f®(@) = 24 f®C) = 24 d’où (2,1)* = 19,4481; E = O, la valeur est exacte, car 


tous les autres termes du développement sont 0. 
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1) + fo (x 


Va D 


2. a) fQ) = (D) + F(DG D 1} + 
D pee, 
3! 
oùceJ}x, i[louce ]l,xl 
OS >: fo = 
’, 1 — ! 1 
FO = 32 JUS 
-2 5 ) 
no. HE 
1/22 10 or 1/22 10 
MORTE FD = 
-80 -u -80 
f%@) = 81 * 3 F®(c) = TVA 
6) (ve 
Il 9 on A 2. 
= 3% 1) + 21 Pa 3 ( 1) T 
ie 


3 


TR 
V2 =1+ 


3 9 81 


104 10 
ne 


81 243Vc1 


10 
243V 01° 


10 
3 a — 4 
Fa Ge= il) 13 yen & 1) 


b) En remplaçant x par 2, nous obtenons 


2 


D'où 
: — L J 0 2 T < RR D 
sin 7x = O + 7x + 1" 31 * Dar 
T < AE T 5 Lu RE | 
TX 3 * k 51 * 7 * t 
(-1)’ T"tl xt 
Qn + 1)! 


Par le critère généralisé de d’ Alembert, 


CORRIGE 


(Gba Tt3xnt3 (2n + 1)! 


R= lim 
Pre (2n + 3)! (-1)' m'tix2til 
= 7° x lim ne =0;doncR<1 


n=+e (2n + 3)(2n + 2) 
d’où la série converge pour x € IR. 
fx) = cos 2x f(0) = 1 
f'@X) = -2 sin 2x f'(0) = 0 
f"@) = -22?cos 2x  f"(0) = -2? 
f"@) = 2 sin 2x f"(0) = 0 
FVG@) = 2“ cos 2x f®(0) = 2* 


D'où 


cos 2x = 1 + Ox 4 se à D 


oùce]1,2[ 


Par le critère généralisé de d’ Alembert, 


< = < 0,042 


SE . 10 10 
d'où V2 = 1,28, où E, < EE DE 
fQ) = sin x f(0) = 0 
f'@) = cos x f'(O)=1 
f"G@) = -sin x f'(O) = 0 
f"@) = -cos x f"(O) = -1 
fQ) = sin x f#(0) = 0 
D'où 
1 = J 2 spa 0 xt 
sin x = 0 + 1x Fi 3 * DT 
2 ua x CEE 
3! TON ET 


Par le critère généralisé de d’ Alembert, 


R= lim 


n—>+00 


= y2 | 


CD'ÉRECE Ée + à 
(2n + 3)! 


(-1)" x2" nr 


im 
Fe On To) One) 


d’où la série converge pour x € IR. 


fx) = sin 7x 
f'@ = Tr cos 7x 
f'@) = -7 sin 7x 
f"@) = -7 cos 7x 


F9@) = 7“ sin 7x 


#0) = 0 
fO= 7 
f'() = 0 
f"(0) = -m° 
f%(0) = 0 


= 0; donc R <1 


> OP eo 
R= lim 
1—+00 (2n < 2)! (-1)' D2n 2" 
1 
= 4x? lim =0;doncR<1 


ne (2n + 2)(2n + 1) 


d’où la série converge pour x € IR. 
OC 
f'O=3#  f(O)=3 
f'O= Fe fO)=7 
FO) = Tex f"O)= 3 


FX) = 3er F0) = 3" 


D’où 
RAS 3x" 


e*“ = 1 + 3x + L Fer 


2)! 3! n! 
Par le critère généralisé de d’ Alembert, 


SDS n! 
R= ii =} 
| TNT HE) ARS 
donc R < 1 


d’où la série converge pour x € IR. 


b) i) De a)i), en remplaçant x par 0,2 


(0,23. (0.2Ÿ (02). 


sin (0,2) = 0,2 


3! 5! 7 
0,2} 0,2) 
sin (0,2) = 0,2 — ( - + ( . , avec E = 


d’où sin (0,2) Æ 0,198 6693, où E = 2,54(107°) 
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] 


LL 
© 
œ 
œ 
(®) 
(®) 


3. b) (suite) 


ii) De a) iv), en remplaçant x par 


J= ]-s, +oo[ ; r = +00 


1 
d) cos x — 


2 


2-1 | ù ei 
no 0. 0.0.6). 
DRE SSTO NAT S 
ainsi 
=il 1 1 1 1 
7 æ - : — 
RS nn a 
d’où _ = 0,6042, où E = 0,002 6... 
4. à) fx =sinx fr) = 0 
f'@ = cos x Fo) = <il 
f'@) = -sin x f'(m) = 0 
f"(@) = -cos x f'(m) =1 
F9@) = sin x f® (rm) = 0 
D'où 
2 —= j 0 5 ai l él 
sin x = 0 — 1(x — 7) + a % Ge à 3 (GE Gp < 
0 
mn (Ge = 
_ .G=aÿ CG=m, 
ET cu 
CE a) : CRT) 
7! LU UL—. 
los (Qn + 1)! 
ml Cntit (CD G- mr 
1 
= a ——— : _ 
CR en cree Ce | 
= ]-°, +oo ; F = +oo 
b) De façon analogue, 
T\2 T\4 T\6 
_—— É 7) É >) (* 7) 
sin x = 1 7 t Ai Gi t 
le 2% Hi 
GE 
* (Qn)! 
Î = ]-s, +oo[ ; f = +00 
Em G=aÿ , EG 
c) cos x 1 + 1 Ai 4 Gi 
Gr = Gr} 
j miles 
PC) (2n)! 


= ]-°, +oo[ ; r = +00 
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1 
) => fn =" 
=il ee 
f'@) = = EI) =sil 
 — (1) = 2 
Fr = À f"eD = 
11 “8 12 il 
Fa=T fe = 3 
F9) = . ACL = il] 
PO pen 
il = RS lee ie Men 
Los Lo Co (x + 1) 
== 2), 


Par le critère généralisé de Cauchy, 

R= lim V]-& + 1] = |x + 1], la série converge 
Font à 1| < 1, c’est-à-dire -2 < x < 0. 

Pour x = -2 et pour x = 0, la série diverge; 
1=7]2,0[;r=1 


5. Nous utilisons les développements suivants : 


Ha D 


“=1+x+ 21 t 31 [ne bat n! t ,.VxeR 
3 5 7 1 \ry2n +1 
net Rue VxelR 
SSI 71 (2n + 1)! 
: x xt x (1)? 
cos x = 1 one On)! PPPAVETIC IR 
a) Remplaçons x par -x dans le développement de e*. 
Te x x , x (-1)'x' , 
CR 1 SP: 21 31 T A1 IAA SON Er T ,VxeR 
b) Remplaçons x par x° dans le développement de cos x. 
: x x x!2 (E 1 Ya" 
cos (x) 1 1 T A1 6! D. ai Qn)! L ...,VxeR 
c) Multiplions par x le développement de sin x. 
’ L x x x le 1)'x2" “ol 
X Sin x XIX 31 T 5! 71 IE 50 | Qn ii D! Fi. 
rt ru | x x , C1)" +2 
xsinx = X CTMETICTIE 4 Qn + Di ,VxeR 
d) Remplaçons x par 2x dans le développement de sin x. 
ae (2xÿ , G@xŸ (x) 
sin 2x = 2x a * si 71 
CP 2) 1 
te l)e 5 W R 
CS en 0e 
) e* = 1 _ 1 J x L L 5: J J x L 
9% SET TR EESTI 


La série converge V x € IR, cependant la fonction 


est définie V x e R\{0}. 


6. a) sec (x) = raylor(sec (x), x = 0.9): 


sec =1+lx+S yi+ 61 554 277 38 + Of) 
DUC NET TRRT 77 


b) e*- cos (x) = faylor(e*: cos (x), x = 0.9): 


e* cos (x) = 1 + x 


AR LU en ete er 
ne etes ee 


LEO) 


1 
. à) = | 2 je de HP dE GP dE Pb GS dE dE 
= 5% 


Série géométrique de raison x; 1 = ]-1,1[ 


b 


= 


Intégrons les deux membres de l’équation. 
x! al 
X) = x + 2 L Ho mm 
En posant x = 0, nous trouvons C = 0, d’où 
x LON NET + 


5 3 z no. ARS 


-In (1 


In (1 — x) = -x 
1=Tf1,1[ 


c) i) Remplaçons x par -x dans le développement précédent. 


L a . e x x x CODES ; 
n Int X 2 T 3 4 al # ROUE 
1=7}-1,1] 
un 1+x 
ü) In er = In (1 +x) — In(1 — x), pourxe ]J-1, 1[ 
x x x] xrtl 
=2f+5+545 oc Pr T | 


d) Remplaçons x par 0,4 dans le développement de In (1 + x). 


D 01e o COROSENURE 


À 5 4 5 
- (0,47 (0,4) (0,4) L (04) 
In (1,4) = 0,4 nie 7 , avec E = 5 


d’où In (1,4) = 0,335, où E = 0,0021 


0,4)° 
e) Il suffit d’utiliser sept termes, car E = ——. < 0,0001 


Lu HORS 
: T T 
sin x 3! Si 7! 
a) —— = 
x je 
d sin x PL & 
Oo nu T 
x 30 St 7) 


Puisque 


b) lim = im [1 ER | n 
ee TE Ce ACT O 
= œ 
œ 
) ma [| n'es [a o 
Mer ARE TETE 
5 ns x 
Ê 36) 56) 70). = 
“Te Re 
36) 55) 77) 90) 
d’où 
[ae L t : Are 
x 36) * 56) 77) 


Puisque sin x = x k + .., alors 
A Se A : 
x x10 xl 
sin (x?) = x —— +— —— +... Ainsi, 
31 OS! 7! 


T 


CS CON ne, 
a=| sin ax = | Ë ILE 77 «| dx 
0 0 


TT \15 


T 


T 
a=| sin (x?) dx = 
0 


d’où À = 0,157 155 avec E < 10° 
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1507) 


Æ 0,946 11 avec E = 0,000 03 


T 


a 
4 


-& x , xl x5 
3 7G) 1165) 1507). ” 


OO) 


3  7(3!) 11(51) 


0 


< 107, alors 


G)_@, 


3 7G)  11(5) 


Exercices récapitulatifs (page 399) 


1. Cr; Déc;}, «pr. 
{a} |{a,a,a,a,a,.….}| nCr . lim a,|C;D 
etn Déc| ? ner Le 
mn 1 49 16 25 
Mlrrillzz4 se) & | 81 | + | D 
n Cr 
b)| {CD | ELL-LIL LH Del B À D 
CD" 1-11-1 n Cr 
o ee | biais) spé 50 (16 
” L - n Cr 
d) [{C1ÿ*n)) {1,-2,3,-4,5,..7 À Del 1B À D 
SNS 
2. 2) LLÈÈE | 
: 1 _ : 7 
3. a) i) b,., =? üi) b,= PERL 10 — GTET 
Dn 
4. à) a, —==;; + 
b 7; à 
Durs Sn 1° 
n (-1)' n° 
c) 4, = 9-3 
52 a) S, — 2n; D;S — +co 
E) Se 1= (sise = 
cn ce + 1) si nest impair; 
L n si nest pair 
D; S n’est pas définie 
T 
S = ,C;S=-2 
fn S, =cosrT cos (7 n) 
6. a) a, = 192; 5, = 5925 
b) a=-240;d=8 
c) $ = -1480 
8. a) V= 11 169$ 
b) M = 535,28$ 
c) À = 10 100$ 
9. a) i) 19,25 heures ii) Environ 16,5 heures 
b) i) 251,25 heures ii) Environ 222,41 heures 
c) 15° semaine 
d) 19° semaine 
OO | 
. a) Oui; a s" 5° 56 JT 3e 
b) Oui;a=1,r=-(x+1);S = L l ]-2, O[ 
ui ; 4 D É (x + : S+2Sixe s 
O — || st 
8) Ouisa=Lr=z; a - 
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11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


17. 


18. 


19. 
20. 


21. 


22. 


h) Oui;a = e,r = -e; S n’est pas définie 


1/2 
i) Non:5= 3 | Ÿ 1) = (série harmonique) 
n=l 
: - l 
) Oui;a=mr=5:S 27 
v2 
Den 
DE 
7 


c) i) 4,869 5... ii) 4,996 5... iii) 5 


d) i)-22369622 ii) 44739242 ji) non définie 


30 000 000$ 
d : 2 
Gilles aura 5 litre, et Pierre, 5 litre. 
L b > 0 d) 9 
DEN EN« ) 
a) À = 72 cm? 
a) D b) C d) C e) D 
g) C h) D j) D k) € 
a) D b) C c) D; S—=+ d) D 
-4 
e) C D CS=- g) D h) C 
a) C;CC b)C;AC d) C;AC e) D 
a) i) SÆ-0,312 2...; E = 0,306 1... 
ii) $ = -0,896 4... ; E = 0,008 
Eee) 
a) 1 al 4 
c) 1=]1,1[;r=1 
€) 1= Irc, +o[; r = +00 
6) 1= ire 
il Gil . 
— = 7) al L (-1Yiyn 1 n+1 
a) i) TE == ab ee CE ur 
1 
ce _ J 2 st di f Sie oh ë 
Hérere LS se 4e OIL} Se 8 
1=}1,1[;r=1 
; ” , x x , (-1)'x" Eee ns 
b) 1) e = 5e) 2] 31 I 090 ai n! n + D)! X 
1. x — j cu cu j J CD'x J : 
ii) (GS 1 X 7 21 31 IP boit n! IF 5009 


J= ]-s, +oo[ : r — +00 


22. (suite) 


c) ÿ) sin (-3x) = -3x + — — 
CCS DANCE 
CDR TU 


ii) sin (-3x) = -3x + CROSS eu CCR RATES 


20 Îl 
25. à) tanx = x + 31535 
. D2 DS 
b) sin x cos x = x 31 * 5 TT. 


27. a) Environ 0,493 97 
b) Environ 0,097 514 


3! 5! (n + 1)! 
1 = ]-c, +oo[; r = +00 28. a) i) Environ 75,49 mg ii) 80 mg 
ne x} (2x (2x)* (2x) b) i) Environ 39,87 mg ti) 40 mg 
23. a) In(1 — 2x) 2x > 3 2 5 — 20° 
oùce ]0,x{ ouce ]x, 0[; 
In (0,5) = -0,682 29, où E < 0,2 
Problèmes de synthèse (page 404) 
1 
1h: &) 20 b) 1; C c) 0, C 14. di 
d) +; D e) e;C 
15. à) xe J-®,-1]U ]1, +oe[ 
2. c) Pays A: environ 134,01 c) xeIR\{0} 
Pays B : environ 158,69 
d) Pays À: environ 14,2 ans 18. a) x = : ou x = 2 
3 —2V2 3+2V2 
Pays B : environ 9 ans 
e) Pays A: 1; 1,029... ; 1,059... b) x = PEL 
Pays B: 1:;0,972...; 0,946... - 
19. a) c = 20 
a 
. a) »2°4:8°16°"" b) 10 000 
e? 


1,a 


D 


5. a) a = 2,a, = 3eta, = se 3/- pour n>2 


8. a) n = 14 ou n = 37 
9. a) i) S, = Sr unités ü) R = 0,831... 


10. 25 tapements de mains pendant une année 


11. a) C b) D d) C e) C 
g) C h) C ) C k) D 
10 
12. à) SZ 
b) S = £ 
We = 1 


20. a) À = 0,493 8... u’; E = 0,000 001 56... 
b) i) V= 1,532 8... u*;, E = 0,000 039... 


1 1 
22. a = 48etr=7,oua, = 80etr= 7 
6 
24. 2) 
Des 
) 
5 
25. a) A3 


b) L = + 
€) À, = 1,666 632 … nm; L,, = 28m 


27. a) e“ = cosx +isinx 


bee 


29. b) y = 0,577 2... 
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d’Euler, 407 
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intervalle de, 373 
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Corollaires du théorème de Lagrange, 
29-30 
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décroissance, 95-97 


F 


Familles de courbes, 85-89 
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d'intégration par parties, 202 
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de Taylor, 386-387 
Fourier, J., 356 
Fractions partielles, 236 
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Gravité, centre de, 167 


H 


Harmonique, série, 333-334 
Heuraet, H., 260 
Hooke, loi de, 166 


Implicite, équation, 8 
Indéterminations 
de la forme (+ — c) ou (-co + ce), 42 
de la forme (£) 39-42 
0 3 
de la forme G} 34-38 


de la forme 0 : (+ce), 43 

de la forme 0°, (+co)° et 1*”, 44-45 
Intégrale(s) définie(s), 141 

applications, 162-178 
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calcul d’aires, 153-160 
changement de variable, 150 
évaluation d’- sans déterminer la 
primitive, 181-186 
propriétés, 143 
théorème de la moyenne, 146 
Intégrale indéfinie, 60-68 
applications, 91-108 
formules de base, 61-63 
propriétés, 63-64 
Intégrale(s) impropre(s), 290-301 
convergente, 291 
divergente, 291 
test de comparaison, 297-298 
Intégrande, 61 
Intégration 
constante d’, 61 
d’une série de puissances, 378-381 
de fonctions non rationnelles, 242 
de fonctions rationnelles, 236 
de fonctions trigonométriques, 
63, 74-76, 212-220 
en complétant le carré, 231 
formules d’, 63 
par artifices de calcul, 77 
par changement de variable, 69-79 


par décomposition en une somme 
de fractions partielles, 235-247 
par parties, 202-211 
par substitution trigonométrique, 
221-233 
variable d’, 61 

Intervalle de convergence, 373 


K 


Kepler, J., 260 


L 


L’Hospital, G. de, 34 
règle de, 33-45 

Lagrange, J.-L. de, 26 
corollaires du théorème de, 29-30 
théorème de, 26-27 


Leibniz, G., 2, 58, 126, 200, 312, 
355, 364 

Lemniscate, 53 

Logistique, équation, 243 

Loi d’Ohm, 124 

Loi de Hooke, 166 


Loi de l'attraction universelle 
de Newton, 197 


Loi de refroidissement de Newton, 
101 


Loi de Stefan, 121 


Loi exponentielle, 300 
Loi normale, 299 

normale centrée réduite, 299 
Longueur de courbes planes, 279 
Lorenz, M. O., 176 

courbe de, 176 


M 


Maclaurin, C., 387 
formule de, 386-387 
polynôme de, 383-386 
série de, 387-392 

Majorant, 324 

Marginal 
coût, 108, 197 
revenu, 108, 197 

Mathématique, espérance, 170, 300 

Médiane, 198 

Ménechme, 260 

Méthode 
de Simpson, 184-185 
des trapèzes, 183 
du disque, 263-267 
du tube, 268-272 

Minorant, 324 

Mode, 198 

Moment d’une surface plane, 167 

Monotones, suites, 324 

Moyenne, 170, 299-300 


N 


Neile, W., 260 

Newton, E., 2, 58, 101, 126, 312 
loi de l'attraction universelle, 197 
loi de refroidissement, 101 


O 


Offre, 172 
Ohm, loi d’, 124 
Oresme, N., 2, 312, 333 
Orthogonales, 
courbes, 10, 87 
famille de courbes, 85-89 


P 


Paradoxe 
de la dichotomie, 312 
de Zénon, 312 
Paramètre, 282 
Paramétriques, équations, 282-285 
Partition, 134 
régulière, 134 


Pascal, B., 284 
Période, 98 
Point d'équilibre, 174 
Polynôme 

de Maclaurin, 383-386 

de Taylor, 383-386 
Position, 91 
Primitive, 60 
Prix d'équilibre, 174 
Probabilité, densité de, 170-171 


Q 


Quantité d'équilibre, 174 


R 


Raison, 335, 337 
Rayon de convergence, 374 
Rectangles 
circonscrits, 140 
inscrits, 140 
Récurrence, 317 
Règle de L’Hospital, 33-45 
Reste du polynôme de Taylor, 386 
Revenu marginal, 108, 197 
Révolution, surfaces de, 286-289 
Riemann, B., 126, 134, 351 
série de, 351-353 
somme de, 135 
Rolle, M., 23 
théorème de, 23 


S 


Saint-Vincent, G., 58 

Série(s), 328-396 
à termes positifs, 347-361 
absolument convergente, 369 
alternées, 364-368 
arithmétique, 335-336 
conditionnellement convergente, 370 
convergente, 331 
de Maclaurin, 387-392 
de Riemann (série-p), 351-353 
de Taylor, 387-392 
divergente, 331 
entière, 372 
géométrique, 337 
harmonique, 333-334 

Séries de puissances, 372-381 
dérivation de, 378-381 
intégration de, 378-381 

Sigma, 128 

Sigmoïde, 245 


Simpson, T., 184 
méthode de, 184-185 
Solution générale 
explicite, 83-84 
implicite, 83-84 
Solution particulière 
explicite, 83-84 
implicite, 83-84 
Sommation(s), 128-132 
formules de, 130-132 
théorèmes sur les, 129 
Somme 
de Riemann, 135 
partielle, 330 
Stanford-Binet 
échelle de, 299 
Stefan, J., 121 
loi de, 121 
Stevin, S., 260 
Substitution 
de Weierstrass, 232 
trigonométrique, 221-233 
Suite(s), 314-328 
bornée, 324-326 
bornée inférieurement, 324 
bornée supérieurement, 324 
convergente, 320 
croissante, 324 
de Fibonacci, 317-318 
décroissante, 324 
divergente, 320 
monotones, 324 
propriétés, 322 
représentations graphiques d’une, 319 
théorème sandwich, 323 
Surface plane, moment d’une, 167 
Surfaces de révolution, 286-289 
Surplus 
du consommateur, 173 
du producteur, 173 
total, 174 
Symétriques, fonctions, 181 


T 


Taux d'intérêt 
effectif, 106 
nominal, 106 
réel, 106 

Taylor, B., 387 
formule de, 386-387 
polynôme de, 383-386 
reste du polynôme de, 386 
série de, 387-392 


Terme général, 128, 315 
Test de comparaison 
intégrales impropres, 297-298 
Théorème 
de Cauchy, 30 
de Lagrange, 26-27 
de la moyenne pour l'intégrale 
définie, 146 
de la valeur intermédiaire, 21 
de Rolle, 23 
des accroissements finis, 26 
des valeurs extrêmes, 22 
fondamental du calcul, 147-148 
règle de L’Hospital, 34 
sandwich, 323 
sur les sommations, 129 
unicité d’un zéro, 25-26 
Tore, 272, 308 
Torricelli, E., 2, 58 
Trapèzes 
méthode des, 183 
Travail effectué par une force, 165 
Trompette de Gabriel, 295 
Tronc de cône, 286 


U 


Unicité d’un zéro, 25-26 


V 


Valeur fixe, 56 

Van der Waals, J., 13, 122 

Variable, changement de, 69-74 
changement de - dans l’intégrale 
définie, 150-151 

Verhulst, P.-F., 243 

Viète, F., 243 

Vitesse, 91, 162 


Volume de solides de révolution, 
262-272 


méthode de la coquille cylindrique, 
262 


méthode du disque, 263-267 
méthode du tube, 268-272 


Volume de solides de section connue, 
274-277 


W 


Weierstrass, substitution de, 232 


Z 


Zénon d’Élée, 312, 337 
Zéro, unicité d’un, 25-26 
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AIDE-MÉMOIRE 


Définitions 

IN = {0,1,2,3,4,..} 

IN* = {1,2,3,4, 

Z = {..,-2,-1,0,1,2,3,...} 


og |e 


b 
IR = ensemble des nombres réels 


abeZ.eb #0] 


Décomposition en facteurs 
& + 2ab + b? = (a + bÿ 


a — 2ab + b? = (a — bÿ 
a — b? = (a + b)(a — b) 
a — b = (a — ba + ab + b°) 
a + b5 = (a + ba — ab + b?) 


a — b* = (a + b)(a — b)(a° + b°) 


Zéros de l'équation quadratique 
ax? + bx + c = 0, si 


-b + Vb? — 4ac _ -b — Vb? — 4ac 
X — — 
2a 2a 


Développements 
(a + bÿ = a + 3a?b + 3ab? + b° 


(a — bÿ = a — 3a?b + 3ab? — P* 
(a + bÿ = a + 4&b + 6ab° + 4ab + b* 


(a — bÿ* = a — 4@b + 6a°b? — 4ab* + b* 


Abréviations 


centimètre cm mètre m 
décimètre dm minute min 
degré (d’arc) : newton N 
heure h radian rad 
jour d seconde S 
kilomètre km kelvin K 


Valeur absolue 


la+b|=<l|a| +1|b] 

la—b|æ=lal- ol 

Brie -e<atisce 
&-c—b=a=<c—-b 


la+blzc&éa+bzcoua+b=<=-c 


Factorielle 
n!= nn — 1j(n — 2)... (32), où n e IN 
O!'=1 


Remarque Les propriétés suivantes ne s'appliquent 
que si les expressions sont définies. 


Propriétés des exposants 


a"a" — a"*" 


(a”)" — a" 
(ab)" = a"b" 
FE 
b b" 
a” mn 
— 
a" 
_— 
a ee 
a" 
a=1 


Propriétés des radicaux 


L n a Va 
D=Vs Ur=- 
b VPb 


a = Va (Var 
Var = Va 


Va" = |a|, si nest pair 


n . . . 
Va = a, Si n est impair 


Propriétés des logarithmes 


log, (MN) = log, M + log, N 


M 
l —| = log M — log N 
0Ë | # =” 8 
log, (M) = klog M 


_ log, M logM InM 


loga Ina 


log a — log, a 

log b=ceæ=b 
log, 1 = 0 
log a = 

In a = log, a 


nA=Bese=A 


en A = À 
In e? = B 
In A x 

c = A° 
e = 


Théorème de Pythagore et trigonométrie 


a +b=0c 
#1 
in”: a 
sin 0 = — csc 0 — 
77] C 
k b 
cos 0 = — sec 0 — 
c 
a 
tan 0 = — cot 0 — 
b 


Identités trigonométriques 

sin? À + cos? A = 1 

tan? À + 1 = sec? À 

cot? À + 1 = csc? A 

sin (À + B) — sin À cos B + cos À sin B 


sin (À — B) = sin À cos B — cos À sin B 


SIG GI 8SIO 


cos (A + B) = cos À cos B — sin À sin B 
cos (A — B) = cos À cos B + sin À sin B 
sin (2A) — 2 sin À cos À 

cos (2A) = cos? À — sin? À 

sin (-A) = -sin À 

cos (-À) = cos À 


a 4 == CRT 
2 

1 + cos 2A 

cos” À = se 


sin À cos B — : [sin (A — B) + sin (A + B)] 
sin À sin B =; Icos (A — B) — cos (A + B)] 


cos À cos B = : [cos (A — B) + cos (A + B)] 


tan À + tan B 

A + B) = 
de Ne ) 1 —tan Atan B 
ane tan À — tan B 


1 + tan Atan B 


Définitions de la dérivée 


F0 = 1m + 0) 


f'@) _ tim JE + ne — fQ) 
1 = tim_J® =f@ 
f'@ = lim ue 


Propriétés de la dérivée 


Fonction Dérivée 

1. £AfX 1 ko) 

2. fQ) + 8%) 2. FO + g'@ 

3. f(x) gx) 3. (9 8@ + FO) g'@) 

a, © à, 10 80) — F0) 8/9 
8x) gx) 

5. [F7 5. HOT! f' 

6. f(g(x)) 6. f'(g@x) gx) 
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LU 
= 
O 
= 

TT 
= 
ui 
= 
C4 


Lu 
Le 
[e) 
= 

VTT 
- 
Lu 
o 
< 


Formules de dérivation 


Fonction Dérivée 
1. k, constante 1.0 
2. x, identité 2. 1 
3. xX,oùaeclR 3. ax“! 
4. sin f{x) 4. [cos f{x)] f'(x) 
5. cos f{x) 5. [-sin f(x)] f'(x) 
6. tan f{x) 6. [sec? f{x)] f'(x) 
7. cot f{x) 7. [-csc? f(x)] f'(x) 
8. sec f{x) 8. [sec fix) tan f(x)] f(x) 
9. csc f{x) 9. [-csc f(x) cot f{x)] f'(x) 
10. a 10. &°® In a f(x) 
11. e® 11. ef f'(x) 
fo 
12. In f(x) 12. PE 
fo 
13. log, f(x) 13. f@ Ina 
: f'@) 
14. Arc sin f{x) 14. T=[foP 
f'@ 
15. Arc cos f{x) 15. T=[f@r 
f'@ 
16. Arc tan f(x) 16. 1+[/G@P 
f'@ 
17. Arc cot f(x) 17. + [fo 
f'@ 
18. Ar 18. 
a FOVT@E — 1 
74% 


19. Arc csc f(x) 


19. 
FOV LOF — 1 
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Formules d'intégration 


Expressions contenant a? — u? 


1 1 
1. [din 


ura| ,& 


u— a 


du = Arc sin © + C 
a 


2 
3. [Va du EVE + Ac sin © + C 
a 


4. [reve 1 du = Qu - & Va — uw? + 
a“ . U 
— Arc sin — + C 
8 a 


2 2 


a+ Va - w 
u 


a u 


[ee 
| du = 
u 


a In + C 


A / n2 — 172 = 
s. | — Lu = 177 w Arc sin À + C 
u u a 


ss 


2, - 2. 
| = du = Ve = 8 + L Arc sin Ÿ + C 
Ve — À 2 2 a 


Les 
——, 
bd 
SH 
È 
Et 
= 
5 


s. | ! du = Va -w+cC 
u 


UV — w a 


3 - 
10. Î (@ — wŸ du = à Qu — 5) Va — À + 


4 
bone + C 
8 a 


1. | ui + c 
= 


Expressions contenant u? + a? Expressions contenant u#? — a? = 
2. | du = À Arc tan # + C 23. | | 2 
u? + a? a a uw — 2a lu+a … 

= 

2 2 bu 2 2 1 = 1 u = 

13. | Va Di. + d + 24. | — du ah secr + C z 


2 
Sulu+ Ve +æ|+cC 


25. | Var & du = EVE a 
u 
: 2 2 + 2 = À 2 + 2. 2 + PES 2. 
14 [uv a? du g C4 a) Vu a D nlu+ Var dl + C 
4 
sumlut+ Ve +al+c 
26. | Vi du = Qu - VE - 
2. 2 
15. | ME au = VIT à - 


4 
u Lin [u + Vu — &| + C 
a + Vu + @ 8 
— | +c 
u 


aln 


A /132 — 2 
27, | EE a - Vi = & — a Arc sec = + C 
u a 


24 4 2 21 q2 
16. | A PERS ET 


u 


In |u + Ve+æ|+cC VE = NE 
28. | : du — + 
u 


u 


3 
17. [ee + a du = ue + 5) Vu + & + mlu+Vu-æ@|+c 


4 
ee Vi +@|+C 3 L 
8 29. [ce — @Ÿ du = AU — 5@) Vi — à + 


1 4 
18. [dm lu + Vrai + c in lu + Vi el + C 


19 du =In|u + Ve -æ@|+cC 


D 30 
2 
Snlu+ Vw+æ@|+cC 


w 1 
; d | ——— 
Er . Ï w— 


uw? _u 
sa. | du = EVE & + 
1 ll. (AFVETrd & 
20. du = —] + 4 + Va — &| + 
Ever 4 u 7 1 lu | FC 


21 


2 — A4 
| 1 Vi + & 2. | = LL, Ve e 
7) 


u 
LV + & au 


1 u 1 -U 
22, | ———— du = ——@® + CC 3838. | ————— du = — 2? + CC 
[ Ge + aÿ : a Vu + & [ té aÿ # ad Vu — 
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LL 
_ 
[®) 
= 

LUI 
= 
ui 
= 
C6 


Formules d'intégration (suite) 


Expressions contenant In x 


34. [nu du = uinu —u + C 


2 2: 
35. | win du = Linu— À + C 


n+l 


In u l le 
+ 1 n +l 


36. | 1 in u du - Ê 
n 


37, | nu du = ui u — Qu in u + 2u + C 


Expressions contenant e“ 


38. [ ne du =" © + c 
a a 
2 ,au au au 
39. | 1 e du = € — + C 
a a a 
1 1 
40. nfr+se“| +cC 
r + se“ ra 
41. Î e" cos bu du = te A0 + C 
a + D 
42. Î Pt e“(a sin bu — b cos bu) LC 
a + b? 


Expressions contenant des fonctions 
trigonométriques 


u Sin 2au 
43. | sin audu=--——+c 
[ie au du > 


in 2 
+ Sin2au |, à 


44. Î cos? au du = - … 


. Sin au uCOS au 
45. | u sin au du = + C 


æ& a 
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cos sin 
46. | 1 0 au du = __ SR à 
a a 
uw usin2au cos 2au 
47. | u sin? au du = + C 
Î 4 4a 8d° 
sin 2 cos 2au 
48. | vos au du = + ! Len À + C 
4 4a 8 
sec au tan au tan 
49. [ sec* au du = — a + 
2a 
In |sec au + tan au 20 
2a 


Formules de réduction 


| -sin"-lucosu n—l . 
so. | sin" u du = + sin"? u du 


n n 


cos"-lusinu n—l L 
cos" u du = cos"? u du 
n n 


52. | uw" sin u du = -u" cos u + | ar! cos du 


sec"-?utanu n—2 
———— + [see au 
n—1 n—l 


58. [ a eos du = u° sin — Ju sin u du 


uw*1(Inu) n 
k+1 k+I1 


57. Î uk (In u)" du = Î u* (In u)'=! du 


Aide-mémoire pour le calcul intégral 


Définition de l'intégrale indéfinie 
1fœ dx = F( + C, si F'( = fo 
Propriétés de l'intégrale 

1. [FCO dx = k [FO dx 

2. | LAGD + 800) dx = | CD dx + [ec dx 
Primitives de fonctions élémentaires 


xttl 
1. Ja dx = — +C,VaeReta #1 
a +1 


[du mlul+ c 
u 


N 


. [cos u du = sin u + C 

. [sin u du = -cos u + C 

. [ sec’ u du = tan u + C 

. [esc’ u du = -cotu + C 

J sec u tan u du = sec u + C 
. [se u cot u du = -csce u + C 


Je" du = e" + C 


© © NM OO 1 À 


u 


10. | a'du = + Cioùa >0eta #1 
In a 


11 du = Arc sin u + C 


Il 
dr 
12. | l du = Arc tan u + C 

1 + w 


18. | 2 — du = are sec u + C 

14. ] tan u du = In |sec ul + C=-In|cos u| + C 
15. | cot u du = In |sin u| + C 

16. | sec u du = In |sec u + tan u| + C 

17. J ese u du = -in |ese u + cotu| + C 
Changement de variable 
Le) f' 0 dx = GG) + C 


Intégrale définie 


b n 
JO dx= lim Y(c)Ax.oùcelx ,x] 
a (max Ax)—0 


ax Ax)—0 
ï i=1 


Théorème fondamental du calcul 


[ “FLO = Pb) Fo); 0ù FO = 


Méthode des trapèzes 


b b—a 
[ras 


I) + 2f(x) +... + 2f(x,_) +) 
Méthode de Simpson 


b b — 
food Eu + fu) + 2) + 4e + 


2f(x,) + … + 2f(x _,) + 4f(x _)+ fa) 
où n est pair 
Intégration par parties 
Ju dv = uv — | vdu 
Volume de solides de révolution 
Autour de l’axe des x sur [a, b] 


Méthode du tube 
b 
À 2mx f(0 dx 


Méthode du disque 
b 
Î #10 dx 


Longueur de courbe 
b d 2 2 
LVT+ Fo ax [ (ET) + (2) à 


Aire de surface 


Autour de l’axe des x sur [a, b] 


La f0) VT+ FO 


[270 (&) + (2) dt 


Série géométrique 


S1 a est le premier terme et r la raison, 


où1<r< alors s$ = — 
Fr 


Série de Taylor, autour de aq 


7] Go 
fa) = fa) + f'(a}(x — a) - Co (x — aÿ + … Î è 
' n' 


pour tout x dans l’intervalle de convergence 


(x — a) +. 


Série de Maclaurin 


Q) = (0) + f(0)x + fo PA fo p+. + Op. 
RARE nl 


pour tout x dans l'intervalle de convergence 
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